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Predmluva

Tento soubor studijnich materiala je zaméfen na ucivo, které spada do pred-
métu Fyzika 1 na FEL CVUT a pokryvé jeho osnovy. Studijni texty jsou uréené
nejen poslucha¢tim vSech studijnich programi, ale i ostatnim ¢tendfim zajimaji-
cich se o prislusné partie fyziky. Studijni materialy jsou uvadény v takovém roz-
sahu, aby je bylo mozné odpfednaset béhem jednoho semestru o ¢trnacti vyuko-
vych tydnech s pridélenou hodinovou dotaci (4 hod./tyden), pfi¢emz se i pocita se
samostudiem nékterych vybranych partii, které budou upresnény béhem piredna-
Sek. Vzhledem k tomu, ze rozsah studijnich materialii odpovida poctu pridélenych
vyukovych hodin, tak nelze ocekavat, ze by poskytnuté informace pokryvaly do-
téené partie fyziky vycCerpéavajicim zpiusobem. V podstaté se jedna vzdy o tvod do
piislusnych oblasti fyziky. Samotny obsah uciva je koncipovan tak, aby poskyto-
vané informace byly dostacujici pro zajemce o navazujici hlubsi studium pfislusné
partie fyziky.

Uvodni ¢ast studijnich materiali se vénuje fyzikadlnim jednotkam a veli¢inam,
sourfadnicovym soustavam a zakladnim operacim s vektory. Na ni pak navazuji tii
zékladni partie fyziky, které jsou predmétem tohoto kurzu: Klasickd mechanika,
Uvod do specialni teorie relativity a Elektfina a magnetismus.

V textu jsou nékteré vyznamné vztahy, zakony a véty uvedeny v rameccich.
Klicové pojmy jsou zvyraznény Sedym transparentnim pruhem. Upozornéni jsou
v textu reprezentovina tuénym pismem. Znéni vyznamnych tvrzeni, principu ¢i
pravidel jsou v textu psany sklonénym pismem. Po strané veskerého studijniho
textu je vytvoreno misto pro pfipadné vpisovani poznamek ctenéie. Na odkazy
pouzité v textu je mozné klikat. Soucasti studijnich textd jsou i vzorové fesené
piiklady, které jsou vybrany tak, aby ¢tenartim usnadnily pochopeni predchoziho
textu.

Jedné se o prvni vydani takto uceleného studijniho textu. Postupem ¢asu bude
v dalsich vydéanich upravovin na zakladé zpétné vazby od studentii a vyucujicich.
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Kapitola 1

Uvod

Predkladany studijni material je sestaven v souladu s osnovami predmétu Fyzika
1, ktery je jednotny pro v8echny studijni programy v ramci FEL CVUT. Studijni
texty pokryvaji tfi hlavni oblasti fyziky: klasickou mechaniku, iivod do speciélni
teorie relativity a teorii elektrického a magnetického pole. Text je navrzen tak, aby
studenttim pfedstavil vnitini konzistenci fyzikalnich teorii v ramci téchto patii. Z
tohoto divodu méa kazda z probiranych oblasti jednotnou strukturu. Nejprve jsou
predstaveny zakladni zakony, na kterych je nasledné postavena piislusné teorie.
Tato teorie vychazi z predpokladu, Ze studenti jiz maji potfebné matematické
znalosti ziskané v ramci povinnych matematickych kurzii pro studenty elektro-
technické fakulty.

Vsechny vztahy jsou detailné odvozeny, coz studentiim umoziuje nejen lépe
pochopit jejich vyznam, ale také si uvédomit hranice jejich platnosti. Diky tomu
mohou studenti béhem prednasek soustiedit svou pozornost ¢isté na porozuméni
probirané latce, aniz by byli nuceni pofizovat si rozsdhlé poznéamky.

Studijni material obsahuje zna¢né mnozstvi matematickych vztaht. Tento pii-
stup je dan nejen tim, ze matematika je jazykem fyziky, ktery umoziuje presnou
formulaci vztahi mezi fyzikidlnimi veli¢inami, ale i praktickou potrebou. Bez schop-
nosti provadét prislusné vypocty totiz nelze fyzikalni teorie efektivné aplikovat.
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Kapitola 2
Fyzikalni velic¢iny a jednotky

Predepiseme-li zptisob jak méfit urcitou vlastnost vztahujici se k danému fyzikal-
nimu objektu ¢i jevu, pak tim definujeme fyzikalni veli¢inu a jeji fyzikalni jednotku.
Veli¢inou nazyvame vlastnost, kterou lze objektivné zméftit (at uz pfimo nebo ne-
pfimo) a charakterizovat ¢iselnou hodnotou a jednotkou.

Vysledek méteni jisté fyzikalni veli¢iny X muzeme zapsat jako soucin
X ={X}(X), (2.1)

kde {X} predstavuje ¢iselnou hodnotu a (X) fyzikalni jednotku.

Vztah mezi fyzikdlnimi veli¢inami je mozné vyjadiit pomoci matematiky, tedy
pomoci matematickych rovnic, které nejcastéji reprezentuji rovnice algebraickeé,
integralni, diferenciélni ¢i jejich kombinace.

2.1 Fyzikalni veliCiny

Fyzikalni veli¢iny jsou reprezentovany tenzory ruznych rada. Tenzory jsou ma-
tematické objekty, jejichz slozky rozlisSujeme indexy, pfi¢emz pocet indextii ndm
urcuje rad tenzoru. Podle fadu tenzoru fyzikalni veli¢iny lze provést jejich rozdé-
leni:

1. Tenzorové veli¢iny nultého fadu (nulovy pocet indexi)— skalarni veli¢iny (z
lat. scala - Zebiik, stupnice).
Jedné se o fyzikalni veli¢iny, uréené pouze jedinym ¢islem A, jehoz hodnota
zévisi na zvolené jednotce. Skalarni veli¢ina nezéavisi (je invariantni) na volbé
soufadnicové soustavy. Patii sem napf. teplota, ¢as, hmotnost, tlak, délka
atd.

2. Tenzorové veli¢iny prvniho fadu (k oznaceni jeho slozek staci jeden index)
— vektorové veliciny (z lat. vector - jezdec, nosic).
Jedna se o veli¢iny, u kterych se zajimame nejen o velikost, ale i o orientaci
v prostoru. Patii sem napf. sila, rychlost, zrychleni, polarizace atd.
Omezime-li se na trojrozmérny prostor, pak jsou uréené trojici veli¢in (slozky
neboli komponenty vektoru, jejich hodnota zavisi na zvolenych jednotkach),
které muzeme zapsat jako A; (jeden index), kde i = 1,2,3. Nebo miuzeme

R. P. Feynman:

,,- - - neni mozné lidem
poctivé a zaroven
srozumitelné vysvétlit
krasy fyzikalnich
zékonu, pokud dobie
neovladaji nékteré
partie matematiky.*

Veli¢iny, proménné,
neznamé (véetné
funkei), s¢itaci indexy
se pisi se vzdy
kurzivou zakladniho
pisma, které je
popisuje.
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zvolit oznaceni A, kde A = (A, As, A3). Pro vektorové veli¢iny plati, Ze pii
transformaci soufadnic @} = S°°_ a;;x; se jeji slozky vektoru transformuji
i = 2uj=1QijL; S€ J€] Yy y
o S AV

stejné jako soutadnice, tj. A} =7 a;;A;.

V pripadé ru¢niho psani pouzivime pro oznaceni vektorové veli¢iny misto
tuéné znacky stejnou znacku se Sipkou, tedy A = A.

Tenzorové veli¢iny druhého fadu (k oznaceni jeho slozek jsou potieba dva
indexy) — zkracené jen tenzory (z lat. tensio - napéti). Patii sem napf. ten-
zor deformace, tenzor setrvacnosti, tenzor vodivosti, tenzor permitivity atd.
V trojrozmérném eukleidovském prostoru je tenzor druhého radu A urcen
deviti veli¢inami (slozkami, jejichz hodnota zavisi na na zvolenych jednot-
kach) a zapisujeme ho pomoci dvou indexi A;;, kde 4, j = 1,2, 3. Pro slozky
tenzoru druhého fadu plati, Ze pii transformaci souradnic z; = 22:1 ;LT
se jeho slozky transformuji podle predpisu Aj; = Zizl @i Z?:l ajiAg.
Mnohdy tyto tenzory zapisujeme ve formé matice:

An A Asg

A

A=Ay Ap Ay - (2:2)
Az Asp Asg

Obecné plati, ze A;; # Aj;, aviak Casto se ve fyzice setkdvame se syme-
trickymi tenzory, tj. A;; = Aj;, které maji tu vlastnost, Ze je mozné je
diagonalizovat vhodnou orientaci souradnych os, tedy

AN 00
=10 X\ 0] (2.3)
0 0 )

kde A; jsou tzv. hlavni hodnoty tenzoru a osam soutadnic, v nichZ ma tenzor
diagonalni tvar, fikime hlavni osy soutradnic.

Tenzory druhého tadu casto slouzi k vyjadieni vektorové veli¢iny pomoci
jiné vektorové veliCiny, kterd nemé stejny smér (kdyby méli stejny smér,
tj. jsou rovnobézné, tak lze jednu vektorovou veli¢inu pfevést na druhou
pomoci skalarni veli¢iny). Uvazujme vektorovou veli¢inu A = (A;, As, A3),
kterou si vyjadiime pomoci vektorové veli¢iny B = (B, B, B3) pouzitim

tenzorové veliciny G, potom

3
A=) GyBj, i=123. (2.4)

j=1

. Tenzorové veli¢iny vyssich radu. Patii sem napt. tenzor elastickych koefici-

enti (4. fadu).

Fyzikalni zakony se zpravidla vyjadruji matematickym vztahem mezi fyzikalnimi
veli¢inami.
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2.1.1 Fyzikalni jednotky

Fyzikalni jednotky je mozné rozdélit do nésledujicich tii skupin

e Zakladni jednotky SI
Definice sedmi zékladnich jednotek SI je vyjadiena na zakladé sedmi piirod-
nich konstant, jejichz velikost je fixovdna na pevny pocet desetinnych mist.
Tato definice byla pfijata na 26. zasedani CGPM (Generalni konference pro
miry a véahy), které se konalo 13. — 16. 11. 2018 na zamku ve Versailles u

Parize.
Zékladni jednotky SI
Velic¢ina Nazev jednotky | Znacka

cas sekunda s

délka metr m

hmotnost kilogram kg

elektricky proud ampér A

termodyn. teplota kelvin K
latkové mnozstvi mol mol

svitivost kandela cd

1. sekunda: Je definovéana fixni ¢iselnou hodnotou kmitoc¢tu A f prechodu
mezi hladinami velmi jemného rozstépeni zdkladniho stavu atomu cesia
333Cs jako 9 192 631 770, pokud je vyjadiena v jednotce Hz, coz je

ekvivalentem zapisu s~

2. metr: Je definovan fixni ¢iselnou hodnotou rychlosti svétla ¢ ve vakuu,
ktera je rovna 299 792 458, pokud je vyjadiena v jednotkach m/s,
pricemz sekunda je definovana pomoci Af.

3. kilogram: Je definovan fixni ¢iselnou hodnotou Planckovy konstanty
h jako 6,626 070 15x10734, pokud je vyjadiena v jednotkach J-s, coZ
je ekvivalentem zapisu kg-m?.s7!, kde metr je definovin pomoci ¢ a
sekunda je definovana pomoci Af.

4. ampér: Je definovan fixni ¢iselnou hodnotou elementarntho elektric-
kého naboje e jako 1,602 176 634x 1071, pokud je vyjadien v jednotce
C, coz je ekvivalentem zapisu A-s, kde sekunda je definovana pomoci

Af.

Jednotky, se pisi vzdy
stojaté, oddélené
zuZenou mezerou od
¢iselné hodnoty.
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5.

kelvin: Je definovan pomoci fixni ¢iselné hodnoty Boltzmannovy kon-
stanty k jako 1,380 649x 10723, pokud je vyjadifena v jednotkach J-K—1,
coz je ekvivalentem zéapisu kg-K-m?-s72-K~!, kde kilogram je definovan
pomoci h, metr je definovin pomoci ¢, a sekunda je definovana pomoci

Af.

mol: Jeden mol obsahuje piesné 6,022 140 76x10%® elementarnich ¢4s-
tic. Toto ¢islo je fixni ¢iselnou hodnotou Avogadrovy konstanty N,
pokud je vyjadiena v jednotce mol~!. Latkové mnoZstvi systému, sym-
bol n, je mirou poc¢tu specifikovanych elementarnich ¢astic. Elemen-
tarni ¢astici muze byt atom, molekula, iont, elektron nebo libovolna
jiné céstice nebo skupina ¢astic.

kandela: Je definovana pomoci fixni ¢iselné hodnoty svételné acinnosti
K4 monochromatického zaieni o kmitoétu 540x 10'2 Hz, kterd je rovna
683, pokud je vyjadifena v jednotkach Im-W~!, coZ je ekvivalentem
zépisu cd-st-W~! nebo cd-sr-kg-1-m~2-s®, kde kilogram je definovan
pomoci h, metr je definovan pomoci ¢ a sekunda je definovana pomoci

Af.

Obrézek 2.1: Vzajemna provazanost zakladnich jednotek SI.

e Odvozené jednotky — jsou dédny nasobky a podily zakladnich jednotek SI,
napt. m-s~2. Nekteré odvozené jednotky zaujimaji natolik vyznamné posta-

veni,

7e maji specidlni oznaceni a nazev, napt. newton N=kg-ms-~2, pascal

Pa, joule J atd.
Mezi odvozené jednotky fadime i jednotku rovinného thlu radian rad a jed-
notku prostorového thlu steradian sr (dfive byly tyto jednotky oznacované

jako

doplikové).

e Nasobné a podilové jednotky — vytvareji se dekadickymi nasobky a deci-
méalnimi zlomky od zékladnich a odvozenych jednotek, napt. kilometr km,
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milivolt mV atd.
V tabulce 2.1 jsou ukdzany pouzivané nasobné a podilové predpony.

Ptfedpony pro nasobné jednotky | Pfedpony pro podilové jednotky
Predpona | Zkratka | Néasobek | Predpona | Zkratka | Nasobek
exa E 1018 deci d 1071
peta P 101° centi c 1072
tera T 1012 mili m 1073
giga G 10° mikro M 10-6
mega M 109 nano n 1079
kilo k 103 piko p 1012
hekto h 102 femto f 1015
deka da 10! atto a 1018

Tabulka 2.1: Tabulka pouzivanych nasobnych a podilovych predpon.

2.2 Rozmeérova analyza

Odvozené fyzikilni jednotky jsou definovany fyzikalnimi vzorci, které maji pie-
vazné tvar prostych soucini a podila vstupnich veli¢in, takze kazdy fyzikalni vzo-
rec musi platit i pro zékladni fyzikalni jednotky SI. Této skutecnosti lze vyuzit
nejen ke kontrole spravnosti nezndmych vzorci, ale i k rychlému nalezeni, resp.
uhodnuti, neznamého fyzikalniho vzorce. Nejedna se tedy o odvozeni fyzikalniho
vzorce, takze je nutné dokazat jeho platnost deduktivné z platnych fyzikalnich
vzorcli nebo ovérit experimentalné. Také je nutné zminit, Ze nelze timto zpiso-
bem nalézt bezrozmérné konstanty (rozmérova analyza je jiz ze své podstaty vaci
nim ,necitlivd“), které se mnohdy ve vzorcich vyskytuji (napt. Ludolfovo ¢islo
7). Kazdopéadné lze pomoci rozmérové analyzy nalézt i netrivialni vzorce, jejichz
odvozeni by bylo velmi niaro¢né a zdlouhavé.

P1i hledani vzorci pomoci rozmérové analyzy je nutné uplatnit i fyzikalni intuici
a zkuSenosti. Pouziti rozmérové analyzy je nejlépe vysvétlit pomoci konkrétniho
prikladu.

Priklad 2.2.1
Naleznéte vztah pro odstiedivé zrychleni a,q.
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Reseni:
Abychom mohli uplatnit nasi zkuSenost, tak budeme uvazovat napf. jizdu au-
tomobilem. Ze zkuSenosti vime, Ze odstfedivé zrychleni zavisi na rychlosti v (tj.
automobilu) a na velikosti poloméru zatacky R, jenze nevime presné jakym zpuso-
bem. Proto budeme uvaZzovat obecné mocniny jak rychlosti, tak poloméru zatacky,
tedy

aoq = kV*RP |

kde k je pfedpoklddana bezrozmérna konstanta imeérnosti, kterou nelze rozmeéro-
vou analyzou nalézt.

Nyni si prislusné fyzikalni veli¢iny ve vysSe uvedeném vztahu dosadime zakladni
fyzikalni jednotky SI, ve kterych se vyjadiuji:

ms~2 = (ms™')*m” .

Tedy

2 a

m's~? = m% “m” .

Protoze jednotky metr a sekunda jsou na sobé vzajemné nezavislé, musi byt ex-
ponenty u vSech jednotek na obou stranach rovnice stejné, takze dostaneme na-
sledujici dvé rovnice:

l=a+p8, —2=-a«a.

Jejich feSenim dostavame, ze o = 2 a f = —1. Tato feSeni dosadime do vychoziho
vztahu, ¢imz dostaneme, Ze

2 -1 v?
Aod = kV°R™ :kﬁ’

coz je spravny vzorec, kdyz k = 1, jak si pozdéji odvodime v mechanice.

Priklad 2.2.2

Urcete periodu kmitta T rovinného matematického kyvadla o délce jeho zavésu L a
hmotnosti kmitajictho télesa m (jedna se o kyvadlo, které kmita v roviné a hmot-
nost jeho zavésu zanedbavame vii¢i hmotnosti kmitajictho télesa, tj. hmotnost
zavésu uvazujeme nulovou).

Reseni:

Je zrejmé, ze kdyz vychylime téleso z klidové polohy, tak jeho kmitajici pohyb
je zpusoben tihovou silou Zemé G = mg (g je tihové zrychleni Zemé v daném
misté), ktera na néj pusobi. Dale muZeme predpokladat, Ze perioda kmiti bude
néjak souviset s délkou zévésu L. Jelikoz perioda kmitl, tedy doba za kterou
se téleso vrati do vychozi polohy, je skaldrni veli¢inou, takze tato perioda bude
zaviset pouze na velikosti tihové sily (|G| = G = mg). Odtud muzeme psat
hledany vzorec ve tvaru:

T =km®g°L" |

m
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kde k je néjaka bezrozmérné konstanta.
Jednotlivé fyzikalni veli¢iny si vyjadiime pomoci zakladnich jednotek SI a dosa-
dime je do uvazovaného vzorce za odpovidajici fyzikalni veli¢iny:

s = kg®(ms™?)’m” .

Tedy
kg’m’s! = kg®mP s |

Protoze jednotky metr, kilogram a sekunda jsou na sobé vzajemné nezéavislé, musi
byt exponenty u vSech jednotek na obou stranach rovnice stejné, takze dostaneme
nésledujici t¥i rovnice:

a=0, B+y=0, -28=1.

Jejich feSenim dostéavame, ze o« = 0, f = —1/2 a 7y = 1/2. Tato feSeni dosadime
do vychoziho vztahu, ¢imz dostaneme, zZe

| L
T = kmog_%L% =ky/—.
g

7 tohoto nalezeného vidime, Ze perioda kmitli nezavisi na hmotnosti. V kapitole
vénujici se mechanickym kmitim si odvodime, Ze bezrozmérna konstanta k = 27,

tedy
L
T=2my|—.
Y

Priklad 2.2.3
Urcete mnozstvi pisku Am/At, ktery se vysype z nadobky za jednotku casu (za
jednu sekundu) o kruhovém prufezu S.

Reseni:

Je zfejmé, Ze duvodem sypani pisku je tihova sila, ktera na jednotliva zrnka ptisobi.
Samoziejmé bude zaviset i na velikosti jednotlivych zrnek (predpokladame, Ze roz-
méry zrnek jsou vyrazné mensi nez polomér otvoru, kterym se sypou). Abychom
tyto skutecnosti postihli, tak je rozumné uvazovat, misto rozméra zrnek a jejich
hmotnosti, objemovou hustotu pisku p (p = m/V'). Déle je zfejmé, ze ¢im bude
prufez kruhového otvoru vétsi, tim muzeme predpokladat, Ze se za jednotku casu
vysype vétsi mnozstvi pisku. Tyto tvahy miizeme postihnout nasledujicim zptso-
bem:

Am
= = kgopPs
AL TP

kde k je opét néjaka bezrozmérna konstanta.
Stejnym postupem jako v predchozich dvou pfikladem odtud dostavame, ze

mOkgls—l — ma—35+2’ykgﬁs—2a )
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Dostéavame nasledujici tfi rovnice:
a—30+2y=0, =1, —2a=-1.

Resenim dostavame, ze a« = 1/2, f = 1 ay = 5/4. Dosazenim feSeni do vychoziho
vzorce dostaneme:

Am 1 5
= — kg2zpSi .
At 9P

Hodnotu bezrozmérné konstanty tmeérnosti mtizeme ziskat napt. na zakladé pro-
vedenych experimentii.
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Kapitola 3

Fyzikalni pole a tok vektorové
fyzikalni veli¢iny plochou

Je-li v kazdém bodé néjaké oblasti prostoru uréena konkrétni fyzikalni veli¢ina,
iikdme, Ze v této oblasti existuje pole této fyzikalni veliciny'. Jde-li o veli¢inu
skalarni, nazyva se pole skalarni, jde-li o veli¢inu vektorovou, nazyva se vektorové
pole a jednéa-li se o veli¢inu tenzorovou, pak se jedna o pole tenzoroveé.

V dané oblasti prostoru miize existovat soucasné libovolné mnozstvi poli prislus-
nych riznym fyzikdlnim veli¢inam.

Analytickym vyjadfenim skalarniho pole skalarni veli¢iny U je skalarni funkce

U=U(r), resp. U=U(x,y,z2), (3.1)

kde r je polohovy vektor obecného bodu uvazované oblasti prostoru a z,y, z jsou
kartézské souradnice tohoto bodu?.
Analytickym vyjadienim vektorového pole vektorové veli¢iny A je vektorova funkce

A=A(r). (3.2)

Vztah (3.2) je pfi volbé kartézskych soutadnic ekvivalentni témto tFem rovnicim

A,(r) neboli A, = A,(x,y,2), (3.3)
A = A,(r) neboli A, =A,(z,y,2), (3.4)
A, =A,(r) neboli A, =A.(z,y,2). (3.5)

Ve vektorovém poli A(r) lze pro lepsi nazornost zavést soustavu vzajemné neproti-
najicich se orientovanych kiivek definovanych tak, ze orientovana tec¢na kterékoliv
z téchto kiivek v libovolném bodé (o polohovém vektoru r), kde A(r) # 0, ma
shodnou orientaci s vektorem A(r) v tomto bodé. Kazdéa takovato orientovana
kiivka se nazyvéa vektorova k¥ivka (€éra) pole nebo ¢ara pole®.

Vlastnosti vektorovych kfivek miizeme shrnout do nasledujicich bod:

1. Kazdym bodem vektorového pole prochéazi jedind vektorova kiivka, tedy
vektorové kiivky se nikde neprotinaji.

!Tato definice se nevztahuje k poli, jakozto jedné z forem hmoty, ale jako matematicky
definované entité.

2Je mozné obecné uvazovat i jiné souradnice.

3Pro néktera vektorova pole maji vektorové kiivky vlastni pojmenovani, napf. silo¢ara, in-
dukéni ¢ara, proudové ¢ara apod.
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2. Vektorové kiivky vystihuji orientaci vektorti A v rtznych bodech pole.

3. Z divodu prehlednosti zakreslujeme ve vektorovém poli jen nékteré vekto-
rové krivky. Jejich pocet omezujeme timluvou tak, abychom mohli z hustoty
vektorovych kiivek usuzovat na velikost |A| v daném misté pole.

Uvazujme malou plosku AS. Abychom zajistili, Ze je dostateéné malé, tak budeme
predpoklédat, zZe se jeji velikost limitné blizi nule, tj. dS' = AS — 0, kde d.S nazy-
vame elementem plochy. Element plochy je mozné vyjadrit jako vektor, v takovém
to pripadé hovotrime o vektorovém elementu plochy dS = dSn, kde n predstavuje
jednotkovy vektor, ktery je k této plose kolmy, viz obr. 3.1(a). Abychom mohli
ur¢it smér vektoru n, tak nejdiive si uréime, ze smér obéhu po obvodu elementu
plochy dS bude proti pohybu hodinovych ruci¢ek, viz 3.1(a). Smér vektoru n pak
uréime pomoci pravidla pravé ruky:

Prsty pravé ruky urcuji smér obéhu po obvodu elementu plochy a vztyceny palec
ukazuje smér jednotkového normalového vektoru n k tomuto elementu plochy.
Déle promitneme vektorovy element d.S do sméru kolmého na vektor A(r), jak je
ukézano na obr. 3.1(b). Velikost elementu d.S; muzeme vyjadrit pomoci skalarniho
sou¢inu vektoru A(r) s orientovanym elementem plochy dS:

A(r)-dS(r) = A(r)A°(r) - n(r)dS = A(r)dS cosa(r) = A(r)dS, , (3.6)

kde « je thel, ktery svira jednotkovy normélovy vektor n s vektorem A v misté,
na které ukazuje polohovy vektor r, viz 3.1(b), a A°(r) je jednotkovy vektor vek-
toru A. Tato skute¢nost je zohlednéna tim, Zze vektorové veli¢iny v tomto vztahu
jsou vyjadreny jako funkce polohy. Déle, kviili stru¢nosti zapisu, nebudeme jiz
tuto skutecnost explicitné vyjadiovat.

Element plochy dS; umistény v misté o polohovém vektoru r kolmo k vektoro-

(a) (b)

N

Obrazek 3.1: (a) Orientovany element plochy. (b) Vektorové kiivky prochéazejici
elementem plochy.

(0]

vym Cardam je tak maly, Ze ve vSech bodech elementu ma vektorové pole A stejnou
velikost i orientaci. Ozna¢me pocet vektorovych kiivek prochézejicich uvazovanym
elementem plochy dN. Vyjadiime si plosnou hustotu vektorovych kiivek, tj. pre-
pocteme jejich pocet na kolmou jednotkovou plochu, a podle tmluvy tuto hustotu
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polozime ¢iselné* rovnu velikosti vektorového pole v daném misté

dN

Al=A=—.
Al i,

(3.7)
Aby tato rovnost platila nejen ¢iselné, ale i jednotkové, nahradime pocet vekto-
rovych kiivek N veli¢inou ®, kterou nazveme tok vektorového pole A. Ciselné je
veli¢ina ® tedy rovna poctu vektorovych kiivek N a navic vyhovuje rozmérove
rovnici

do
A= —. 3.8
a5, (3.8)
Odtud je mozné psat
d® = AdS, . (3.9)
Dosadime-li za element dS; ze vztahu (3.6), tak muzeme psat:
dP=A.-dS=A -ndS = AdScosa. (3.10)

Tento vztah nam udéavé tok vektorového pole A elementem plochy dS umisténym
v misté o polohovém vektoru r.
Uvazujme plochu S, kterou si rozdélime na plosky AS, viz obr. 3.2. Zavedeme

Obrazek 3.2: Tok vektorové veli¢iny A plochou S.

si orientovanou plosku AS; = ASn;, kterou prochazi vektor A; = A(r;), takze
tok uvazované vektorové velic¢iny touto ploskou A®; = A; - AS;. Necht je plocha
S rozdélena na N plosek o velikosti AS, poto celkovy tok vektorové veliciny A
plochou S je pfiblizné dan nasledujicim souc¢tem:

N N
PR AR =) A;-AS;. (3.11)
=1 i=1

Je zfejmé, Ze ¢im bude vyssi celkovy pocet plosek N (a tedy mensi velikost plogky
AS), tak vysledek bude presnéjsi. V néasledujici limité dostaneme presny vysledek:

N

¢ = lim A;-AS, = //A(r) -dS. (3.12)
s

N—o0 4
=1

4Hustota vektorovych kiivek ma obecné jiny rozmér nez uvazovanéa vektorové veli¢ina, tedy
rovnost plati jen co se tyce ¢iselného vyjadieni.

N =00 = AS—0
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Vyraz na pravé strané této rovnosti predstavuje plosny integral druhého druhu,
jehoZz vyznam vyplyva z levé Casti této rovnosti, coz je dostacujici k pochopeni
vykladu partii fyziky v tomto kurzu, kde se tento druh integralu bude vyskyto-
vat. Jak se plosné integraly druhého druhu pocitaji se dozvite o néco pozdéji na
prislusnych prednaskach z matematiky.

Protoze vektorovy element posunuti dr, kterékoliv vektorové kfivky pole je
souhlasné orientovany s vektorem A(r) v daném bodé na této kiivce o polohovém
vektoru r, plati, Ze

drx A=0 (3.13)

neboli
i j k

drxA = | dz dy dz | = (Ady — Aydz) i+(A,dz — A.dz) j+(Aydr — A, dy) k=0,

A, A, Al

odtud dostavame nasledujici soustavu rovnic

Ady—A,dz = 0

A dz—A,dex = 0
Aydr — A, dy = 0,
kterou muzeme upravit do nasledujictho tvaru
d d
dy de
A, A,
dz dx
——— =0 3.14
1A (3.14)
d d
S A
A, Ay
Ze soustavy rovnic (3.14) v vyplyva, ze maji-li byt rovnosti splnény, potom
de dy dz
— == 3.15
A, A, A (3.15)

Rovnice (3.15) predstavuji v kartézskych souradnicich diferencialni rovnice kiivky
pole.

Priklad 3.0.1
Najdéte rovnici vektorovych kiivek pro vektorové pole A = (z,2y).

Reseni:
Dosazenim do vztahu (3.15) dostaneme
dz  dy

— 3.16
x 2y’ ( )



FAKULTA
ELEKTROTECHNICKA 29
€VUTV PRAZE

odtud integraci dostaneme
x 1.y
In—=—-In=, (3.17)
To 2 Yo
kde o a yo jsou integra¢ni konstanty. Z rovnice (3.17) dostéavame rovnice hleda-
nych vektorovych kiivek

y =5z’ =Ca”, (3.18)
0

kde C' je parametr pro danou vektorovou kiivku.

Fyzikalni pole nazyvame homogenni, jestlize ve vSech jeho bodech je piislusna
fyzikalni veli¢ina stejna, tj. z hlediska fyzikalni veli¢iny jsou vSechny body pole
rovnocenné®. Izotropni fyzikalni pole se vyznacuje tim, Ze p¥islusna fyzikalni ve-
li¢ina se ve vSech smérech projevuje (vyviji) stejné, tj. neexistuje privilegovany
smér (vSechny sméry jsou rovnocenné)®.

SNap¥. elektrickd intenzita mezi deskami kondenzatoru (vyjma okraji desek) vytvaii homo-
genni pole.
6Napf. homogenni koule vytvaii kolem sebe vektorové izotropni pole intenzity gravitace.
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Kapitola 4

Souradnicové soustavy

Abychom mohli popsat polohu a spojity pohyb télesa v prostoru ¢ vyjadiit né-
jakou fyzikéalni veli¢inu v urc¢itém misté prostoru, musime oznacit jednotlivé body
prostoru. Omezime se na tiirozmérny eukleidovsky prostor. Pro popis jednotlivych
bodu prostoru pouzivame soufadnicovou soustavu pevné spojenou se vztaznym
(referen¢nim) télesem (staci tii pevné zvolené t¥i body nelezici na jedné piimce),
pomoci které kazdému bodu prifadime trojici ¢isel uq, us, ug, kterym fikdme sou-
fadnice neboli koordinaty bodu. Pokud zvolime jednu soufadnici pevné a zbylé
dvé nechame ,,probihat* v8emi dovolenymi hodnotami, dostaneme tzv. souradni-
cové plochy. Soutradnicové plochy u; = ¢y, us = co, us = c3, kde ¢, ¢o a c3 jsou
konstanty, se protinaji v soufadnicovych kiivkach (¢arach). Pokud jsou vSechny
soutadnicové plochy rovinami, hovofime o pfimocarych souradnicich, neni-li tomu
tak, pak hovorime o kfivocarych soutradnicich. Pokud se vSechny soufadnicové plo-
chy protinaji navzajem kolmo, hovoiime o ortogonélnich (pravouhlych) souradni-
cich, a pokud ne, pak hovoiime o neortogonalnich (kosotihlych) souradnicich.

4.1 Kartézska souradnicova soustava

Jedné se o nejcastéji pouzivanou soutfadnicovou soustavu, kterou v roce 1637 za-
vedl francouzsky filozof, matematik a fyzik René Descartes (1596-1650) ve své
knize Rozpravy o metodé. Oznaceni této soufadnicové soustavy privlastkem kar-
tézskd vychézi z latinského prepisu jména jeho autora Cartesius. Tato souradni-
cova soustava (systém) je pfimocara a ortogonalni.

Tuto soustavu tvorii tii vzajemné kolmé piimky, tzv. osy, které se protinaji v bodé
zvaném pocatek soufadnicové soustavy, jenz znacime O (lat. origo = pocidtek)?’.
Osy zpravidla oznacujeme z, y, z nebo x1, xs, x3, viz obr. 4.1. Soufadnice x,y, z
libovolného bodu P = [z,y, z] uréime jako prusecik ti{ rovin, z nichz prvni je ve
vzdélenosti x od pocatku a je rovnobéZna s rovinou (y, z), druhé je ve vzdéle-
nosti y od pocatku a je rovnobézna s rovinou (z, z) a tfeti je ve vzdalenosti z od
pocatku a je rovnobéZna s rovinou (x,y). Spojnici poc¢atku O s libovolnym bo-
dem nazyvame polohovym vektorem (privodi¢em, radius-vektorem) uvazovaného
bodu prostoru vzhledem k bodu O a znac¢ime ho zpravidla r.

Pocatku soufadnicové soustavy prisuzujeme soufadnice O = [0, 0, 0].

V1ci této soustave
zpravidla vztahujeme
dalsi pouzivané
soutadnicové
soustavy.
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_____ e P = [2,9, 2]

Y

Obrazek 4.1: Kartézska sourfadnicova soustava.

Jednotkové soutfadnicové (bazové) vektory obvykle zna¢ime i, j, k nebo e, e,
e; ¢i e;, e, e, (znaceni souradnicovych vektori budeme pouzivat podle potieby)
a polohovy vektor je pak vyjadien jako

r=(ry,ry,nr) = (xyz2) =ci+yj+ 2k, (4.1)

kde z,y, z jsou kartézské soufadnice bodu, na ktery ukazuje polohovy vektor r
a soucasné prestavuji slozky polohového vektoru, jakozto pruméty vektoru r do
sméri souradnicovych vektort, viz obr 4.1.

Tedy slozky soufadnicovych vektora jsou

i = (1,0,0), (4.2)
i = (0,1,0), (4.3)
k = (0,0,1). (4.4)

Pro souradnicové vektory plati, Ze jsou linedrné nezavislé a Ze jsou na sebe kolmé,
coz muzeme pomoci skaldrniho soucinu vyjadrit jako

0, i#j i,j=1273
€ - € = 0ij = (4.5)

L i=7,

kde ¢;; je tzv. Kroneckerovo delta. Vztah (4.5) plati obecné pro ortogonalni sou-
fadnicové soustavy.

V trojrozmérném piipadé musime davat pozor na vzajemnou orientaci souradni-
covych os v potadi z, y, z. Ve fyzice se témér vyhradné pouziva pravotociva
kartézska souradnicova soustava. Mame-li pravotocivy sroub a budeme jim
otacet od kladného sméru osy x nejkratsi cestou ke kladnému sméru osy y a bude-li
se Sroub pritom posunovat v kladném sméru osy z, nazyvame takovou kartézskou
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soustavu pravotocivou. K urceni pravotocivosti souradnicové soustavy miizeme
téz pouzit pravidla pravé ruky, které nam rika: Osu z uchopime pravou rukou tak,
aby prsty ukazovaly od kladného sméru osy x nejkratsi cestou ke kladnému sméru
osy y. Vztyceny palec ukazuje kladny smér osy z.
Zaménime-li u pravotocivé kartézské soustavy smysl jedné nebo vSech tif os, do-
staneme soustavu levotoc¢ivou. Kartézské soustavy levotocivé ¢i pravotocivé nelze
navzajem prevést pouhym posouvanim a natacenim.
Uvazujme bod, na ktery ukazuje polohovy vektor r, jenz se pohybuje v prostoru
po kfivce, kterou nazveme trajektorie. Necht se tento bod posune po trajekto-
rii z mista o polohovém vektoru r = (x,y,z) do mista o polohovém vektoru
ra = (x + Azx,y + Ay, z + Az), jak je ukdzéno na obr. 4.2. Délku useku tra-
jektorie, kterd je vymezena témito vektory oznacime As. S ohledem na obr. 4.2
plati, ze

ra =r+ Ar, (4.6)

kde Ar je vektor posunuti.
Velikost vektoru posunuti je ddna vztahem (podle Pythagorovy véty):

|
Az
As/RY

|
[’ Y,z Ay ra=(x+ Az, y+ Ay, z+ Az)
Az /
/7

r T (llgi ::] 0
rajektorie
/

Obrézek 4.2: Pohyb bodu po trajektorii.

|Ar| = \/(Az)2 + (Ay)? + (A2)2 . (4.7)

Uvazujme infinitezimalni (nekone¢né malé) posunuti uvazovaného bodu po tra-
jektorii (koncovy bod vektoru ra se infinitezimalné blizi po trajektorii koncovému
bodu vektoru r), pak oznac¢ime dx = Az — 0, dy = Ay - 0, dz = Az - 0. V
takovémto pripadé vektor posunuti zapiSeme jako dr a bude pro néj platit:

dr = (dz,dy,dz) = dzi + dyj + dzk . (4.8)

P1i infinitezimalnim posunuti bodu po trajektorii pro infinitezimélni délku ob-
louku ds = As — 0 plati, Zze se rovna velikosti infinitezimalnimu vektoru posunuti
(velikosti elementu vektoru r, tj. |dr|), tedy s ohledem na vztah (4.7), mizeme
psat:

ds = |dr| = Vdr - dr = \/da? + dy? + d22 . (4.9)
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P =[z,y, 2]

Obrézek 4.3: Smérové thly.

Oznac¢ime-li «, 8, v uhly, jez svira polohovy vektor r s kladnymi sméry soutad-
nicovych os x, y, z, viz obr. 4.3, pak pro soutfadnice polohového vektoru plati

r=rcosa, y=rcosf, z=rcosy, (4.10)
kde r znaci velikost polohového vektoru r, tedy
r=|rl =2 +y*+22. (4.11)

Uhly «, 8, v nazyvame smérové thly a cos «, cos 3, cosy nazyvame smérové ko-
siny.
Smérové kosiny splituji normovaci podminku

cos®a +cos® B+ cos®y =1 . (4.12)
Pomoci smérovych kosinii miZzeme vyjadiit polohovy vektor jako
r = r(cosa, cos 3, cos7) . (4.13)

Pro jednotkovy polohovy vektor r¥ miiZzeme psét:

=1 (cosa, cos 3, cos) . (4.14)
r

4.2 Operace s vektory a nékteré identity

Geometricky si Ize vektor predstavit jako orientovanou tsecku 1@ spojujici body
A a B pravé v tomto poradi. Pfi pocitani s vektory si presouvame tuto orientova-
nou usecku do pocatku souradnicové soustavy tak, ze bod A splyva s pocatkem

Pfijmeme tumluvu, ze
velikosti néjaké
vektorové veli¢iny |A]
budeme vyjadfovat
jen pouzitim stejného
netucéné zapsaného
symbolu, tj. A.
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soufadnicové soustavy O, tedy A = O, pri¢emz pfesunuté orientovana tsecka je
s puvodni tseckou rovnobézné, stejné orientovana a méa stejnou délku. Oznacéme
vektor tento jako a. Vektor ma tii slozky a,, a,, a, (uvazujeme kartézskou sou-
fadnicovou soustavu), pfi¢emz tyto tii slozky predstavuji praméty vektoru a do
smért souradnicovych vektori, viz obr. 4.4. Tedy mizeme psat, ze

a=(ay,ay,a;,) = a1+ a,j+ak . (4.15)

Odtud vidime, Ze vektor a lze jednoznacné zapsat jako linearni kombinaci sourad-
nicovych vektoru a, = a,i, a, = a,j a a, = a k.

A

Y

Obrazek 4.4: Presunuti orientované usecky a slozky vektoru a.
Velikost vektoru a znac¢ime |a| nebo jen a a spocteme ji podle Pythagorovy

véty:
a=l|al = /a2 +al+a?. (4.16)

Orientaci vektoru a uréuje jeho jednotkovy vektor a’:
a’ ==, (4.17)
Odtud mizeme psat, ze
a=aa’ = |a’|=1. (4.18)
Inverzni vektor k vektoru a zna¢ime —a a plati, ze
—a=(—ay, —ay, —a,) = —a,i —a,j— ak. (4.19)
Nulovy vektor definujeme jako vektor, ktery ma vSechny slozky nulové, tj. 0 =
(0,0,0).
Soucet vektori mizeme naji jak graficky, tak algebraicky. Graficky dva vektory

seCteme tak, Ze zacatek druhého vektoru vlozime na konec prvniho vektoru, a
soucet vektori pak dostaneme jako vektor spojujici zacatek prvniho vektoru a
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a+b

Obrazek 4.5: (a) Soucet a (b) rozdil vektora a a b.

konec druhého vektoru, viz obr. 4.5(a). P#i grafickém odeéitani vektori postupu-
jeme podobné jako pfi s¢itani vektori, jen odecitany vektor musime obratit, tj.
nahradit ho vektorem inverznim, viz 4.5(b).

Algebraicky dostaneme soucet ¢ dvou vektoru a a b jako

c=a+ b= (a,,ay,a,)+ (by,by,b,) = (ay + by, ay + by, a, +b,) =
(az 4 by)i+ (ay +by)j+ (a. + b))k . (4.20)

Algebraicky dostaneme rozdil ¢ dvou vektorii a a b jako

c=a—b=(a,,aya,) — (bs,by,b.) = (a; — by, a, —by,a, —b,) =
(ay —by)i+ (ay, —by)j+ (a, —by)k. (4.21)

Projekce vektoru a do sméru vektoru b je zachycena na obr. 4.6. Operaci skalarni

|a| cos @

Obrézek 4.6: Projekce vektoru a do sméru vektoru b.

soucin dvou vektort a a b znac¢ime teckou - a vysledkem této operace je nasledujici
skalarni veli¢ina:

a-b=la||b|cosf = abcos , (4.22)
kde 6 je thel, ktery tyto dav vektory sviraji.
Odtud je zfejmé, ze sviraji-li vektory a a b pravy thel, tak jejich skalarni soucin
je roven nule.
Skalédrni soucin je mozné spocitat i pomoci slozek uvazovanych vektort:

a-b=(az ay a,)- (bs,by,b,) = azby + ayb, + a,b, . (4.23)
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Pro velikost vektoru plyne z definice skalarniho predpis:

a=lal=+a-a. (4.24)

Pomoci skalarnfho sou¢inu mizeme snadno spocitat také kartézské slozky vektoru
a nasledujicim zptisobem:

a,=a-i, ay,=a-j, a,=a k. (4.25)

Pripomenme, ze skalarni dvou vektori je komutativni, tj. a- b= b - a.
Operaci vektorovy soucin dvou vektorii a a b znac¢ime x, vysledkem této operace
je vektor, ktery oznacime, tedy

c=axbh. (4.26)

Vektor ¢ je kolmy k obéma vektorim a a b, pficemz jeho orientaci urcujeme
napf. pomoci pohybu Sroubu: Mame-Ili pravotocivy Sroub a budeme-li jim otacet
od vektoru a nejkratsi cestou k vektoru b, tak sroub se bude posunovat v sméru
orientace vektoru c.

Vektorovy soucin lze pocitat pomoci determinantu:

e, e e,

axb=|q a, a|= (ayb, —asby)e,+ (a.b, —azb,)e, + (aby—ayby)e, . (4.27)
b, b, b,

Jelikoz vymeéna radki vede ke zméné znaménka determinantu, je vektorovy soucin
antikomutativni a tedy
axb=—(bxa). (4.28)

Protoze determinant se dvéma linearné zavislymi fadky je roven nule, je vektorovy
soucin dvou rovnobéznych vektort nebo stejnych vektorti vzdy roven nule, tj.

alb = axb=0 = axa=0. (4.29)

Vektorovy sou¢in mizeme také pocitat pomoci permutaéniho tenzoru (Leviova-
-Civitova tenzoru) e;j;, ktery ma 3 x 3 x 3 = 27 slozek, pro které plati, Ze jsou
nenulové jen v pripadé, Ze jsou v8echny tii indexy rizné, pficemz nenulové slozky
nabyvaji hodnot 4+1 nebo —1 podle sudosti permutace, tedy

Exyzr = Eyzw = €aay = 1 & Eyps = Egay = Eayp = — 1. (4.30)

Pak pro slozky vektoru ¢ = (c,, ¢y, ¢;), ktery je dan sou¢inem dvou vektori ¢ =
a x b plati (indexy se méni z,y, 2):

Cr = Zsijkaibj = i ieijkaibj s k= €r,Y,z. (431)
%7 1=z j=x

Jako priklad ukadzeme vypocet slozky ¢, (je zbyteéné psat permuta¢ni symbol, kde
nejsou vSechny indexy rizné, protoZe jsou nulové):

Co = Eyzz Ayby + €4y aby, = ayb, —a by, .
~~ ~~

=1 =1
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Velikost vektorového soucinu a x b, tedy |a x b|, je rovna velikosti obsahu rovno-
bé&zniku vytvoreného z vektortu a a b, které sviraji thel 6, tj.

|a x b| = absin . (4.32)
Odtud muzeme psat (pomoci (4.24)), zZe
lax b|* = (ax b)-(ax b) = a*b*sin®* 0§ = a*b*(1 —cos® §) = a®b*— (a-b)* . (4.33)
Pro dvojity vektorovy souéin a x (b x c) plati nasledujici identita:
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c=b(a-c)—c(a-b). (4.34)

Pro zapamatovani si této identity plati mnemotechnickd pomiicka, Ze posledni
vyraz vpravo ¢teme jako:,,bac minus cab®, kde ,,cab“ je pozpéatku ,bac*.
SmiSeny soucin definujeme jako

a-(bxc). (4.35)

Vysledkem smiseného soucinu dostavame skalérni veli¢inu, ktera urcuje objem V'
rovnobézniku a stranach vektori a, b, ¢, tj. V =a- (b x c).
SmiSeny soucin lze pocitat pomoci determinantu:

e e, e Ay Gy Qg
a-(bxc)=a-|p, b, b.|=1|b, b, b.| - (4.36)
Cy Cy C; Cz Cy Cy

Pri cyklické zaméné vsech ti1 radki se determinant nezméni, takze pro smiSeny
soucin musi platit, ze

a-(bxc)=c-(axb)=b-(cxa). (4.37)

4.3 Transformace kartézskych slozek vektori

Uvazujme dvé kartézské soufadnicové soustavy, které jsou viici sobé vzajemné
pootocené. Soufadnicové vektory prvni kartézské soustavy oznacime jako e, ey,
e., zkracend e; a druhé kartézské soustavy jako €, €, €, zkracené e}, kde index
¢ nabyva hodnot z, y, z. V obou uvazovanych soustavich musi byt zachovana
vektorova veli¢ina A, tj. musi platit, Ze jak jeji orientace v prostoru, tak jeji
velikost se se zménou souradnicové soustavy nezméni. Pro uvazovanou vektorovou
veli¢inu A ziejmé plati:

A=) Ae; a A=) A, (4.38)

kde A; a Al jsou slozky vektoru A v uvazovanych soufadnicovych soustavach.
Vynasobime-li prvni z rovnic skalarné souradnicovym vektorem €, tak dostaneme
odtud pro pfimou transformaci slozek A; — A} predpis:

Al=e - A=¢-> Aje;= ayA;, (4.39)
j J

J

V=a-(bxc)
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kde a;; = €] - e; jsou prvky transformac¢ni matice.
Pro zpétnou transformaci A, — A; postupujeme analogicky, takze dostavame

predpis:
Ai=e-A=e-Y A ’—Zaﬂ (4.40)
J
kde aj; = e;» - e.
Obé transformace jsou tedy popsany jedinou transformacni matici @ majici prvky
a;j, rozdil je jen v indexu, podle kterého pocitame.
Transforma¢ni matice a ma tedy tvar:

Qrg Qry Az

(4.41)

Ayz  Qyy Gy
Az Qzy Azz

Poznamenejme, Ze transformacéni matice a je ortogonalni matici, jelikoz plati,
ze

aa’ =a’a=1, (4.42)
kde a’ znaé¢i transponovanou matici @ a 1 predstavuje jednotkovou matici.
Ortogonalnost transformacni matice a zarucuje, ze velikost (modul) vektoru A se
po transformaci nezméni, tj. A = /A2 + A2 + A2 = | /A2 + A2 + A2, Proto se
také transformace nazyva unitarni transformaci.

Jako priklad si uvedeme transformaci kartézskych soufadnic pro pfipad, kdy
vektorova veli¢ina A lezi v roviné z = 0 a ¢arkovana soustava je viici necarkované
pootocena o thel ¢, viz obr. 4.7.

s .
am,:e;-eﬂ;:cosgo,amy:e;-ey:cos(g—go>281ngp,

Qys = €, - €, = COS <z+<p> = —sing, ay, =€, e, =cosp. (443)

2

Takze transformadni matice a mé tvar:

Opz Oy cosp sinp
a= = : (4.44)

Ayg  yy —sing cosg

Ze vztahu pro pfimou transformaci (4.39) dostéavame:

Al = A cosp+ Aysingp (4.45)
A, = —A,sinp 4+ A, cosp . (4.46)
Ze vztahu pro zpétnou transformaci (4.40) dostavame:
Ay = Al cosp — Al sing (4.47)
Ay = Al sing + A} cosp . (4.48)

Snadno se presvédcime, ze plati: A = (/A2 + A2 = /A2 + A2

Viz kap. 2, vektorové
fyzikalni veli¢iny.
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Obrézek 4.7: Vzajemné pootoceni dvou kartézskych souradnic o thel .

4.4 Krivocaré souradnicové soustavy

Ve fyzice uzivame rizné souradnicové soustavy. Doposud byla zminéna pouze kar-
tézské souradnicova soustava. Vedle této soustavy pouzivame i soustavy jiné, které
jsou nékdy pro fyzikalni popis daného problému vhodnéjsi.

V dané oblasti prostoru 2 necht jsou déany tii navzajem nezavislé, spojité a jed-
noznac¢né funkce kartézskych soutadnic x,y, z:

Uy = ul(x7y72> , U2 = U2<$ay;3) , Uz = U3<Z’,y,2) ) [‘I.Jy?Z] € Q . (449)
V oblasti €2 necht maji funkce (4.49) spojité parcialni derivace prvniho fadu. Déle

predpokladejme, Ze funkcionalni determinant (jacobian)

Owr  Oui  Ouy
ox dy 0z

8(u1,—u2,up,): Oug  Ouy  Qug (4.50)
owy.z) | o o o |

Oug  Ouz Oug
ox oy 0z

je v uvaZované oblasti rizny od nuly. Pak maji v dané oblasti rovnice (4.49)
jednoznacné inverzni feSeni

xr = x(u17u27u3) , Y= y<u17u27u3) , &= Z(Ul,UQ,Ug) . (451)

Kazdému bodu P = [z, y, z] v dané oblasti ) je rovnicemi (4.49) pfifazena trojice
¢isel wy,ug,us (souradnice) a obracené tato trojice ur¢uje jednoznaéné polohu
bodu P = [uy, us, us].

Kazdym bodem P prochézeji tfi sourfadnicové plochy, viz obr. 4.8,

Uy =¢C6, Up=2Cy, U3 =2C3, (4-52)
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kde c1, ¢9, c3 jsou konstanty. Soutradnicové kiivky jsou na obr. 4.8 oznaceny uq,
Uz a Us.
Necht r = (z,y, z) je polohovy vektor bodu P. Na zékladé transformacnich vztahi

Obrazek 4.8: Obecné kiivocaré souradnice.

(4.49) je mozné tento polohovy vektor vyjadiit i pomoci souradnic wuy, ug, ug, tj.
r = (ug,ug, uz). Te¢ny vektor k souradnicové kiivce up, pro kterou us a uz jsou
konstanty, je dan vyrazem

or
—. 4.53
90 (4.53)
Jednotkovy vektor v tomto sméru e; je dan nasledujicim vztahem
or | Or
=—/|—1. 4.54
e 8u1 8u1 ( )
Vektor (4.53) je mozné vyjadiit jako
or
—=h 4.55
aul 1€1 , ( )
kde 3
r
hy=|—/| . 4.56
™ (4.56)

K podobnym vztahiim muZzeme dospét i pro teéné vektory zbyvajicich souiadni-
covych kiivek, takze obecné mtzeme psat, ze

or
= h.e: = 1.2 4.
S =hei. i=123. (457)
or | Or
= 5u! |5u| - (4.58)
¢ 9
r
- 4.
h; 90 (4.59)
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jsou tzv. Laméovy koeficienty.

Na rozdil od kartézského soufadnicového systému, sourfadnicové vektory e; méni
spojité od mista k mistu sviij smér.

Pro infinitezimélni zménu polohového vektoru muzeme psat

0 0 0
dr = aTrdul + 8TrdUQ + aTI‘CIU?, = hldulel -+ hgdUgeg + hgdUgeg . (460)
1 2 3
Pro obloukovy element plati, Ze
ds®* =dr-dr. (4.61)
Budeme-li dale predpokladat, Ze souradnicovy systém je ortogonalni, tj.
0 i#j 4,7=1,23
1 i=j,
potom pro obloukovy element (4.61), na zakladé vztahu (4.60), miuZeme psat
ds? = hidu,? + hiduy® + hidus® . (4.63)

V podkapitole 4.2 bylo uvedeno, Ze smiSeny soucin odpovida velikosti objemu rov-
nobéznosténu, jehoz stény odpovidaji velikosti vektori vystupujicich ve smiSeném
soucinu. Proto pro objemovy element dostavame

dV = |[(h1dulel) X (hgdUzez)] . (hgdU363)| = hlhghgduldﬂqdu:; (464)
nebot
](el X 82> . 6‘3| =1. (465)

Gradient skalarni funkce ¢ muzeme v pravouhlych kiivocarych soufadnicich vyja-
drit jako
Vo = fie + fres + fzes, (4.66)

kde skalarni funkce f;, fo a f3 mame urcit. Pro totélni diferencial skalarni funkce
¢ muzeme s ohledem na vztah (4.60) psat

d(b = (V¢) -dr = hlfldul + hgfgd’dg + hgfgdUg . (467)

Avsak obecné pro uplny diferencial funkce ¢(uq, uq, us) plati

0o 09 0o

dp = —d —d —dug . 4.68
(b 8u1 ur+ 611,2 U2 ¥ 8’&3 s ( )
Porovnénim odpovidajicich si ¢lenti v rovnostech (4.67) a (4.68) dostavame
1 96 1 96 1 96
_ _ 19 1090 4.69
fl hl aul ) f2 h,2 auz b fS h3 aU3 ( )

Dosadime-li za funkce fi, fo a f3 ve vztahu pro gradient funkce ¢ vyrazy (4.69),

pak dostaneme vztah pro gradient funkce v pravotuhlych kiivocarych souradnicich
1 0¢ 1 0¢ 1 0¢
Vp=—— — e+ ——e;3.
¢ hl 0u1 e+ hg 6“2 ©2 h3 0”3 “

Odtud dostavame vztah pro nabla operator v kfivocarych pravouhlych soutadni-

cich
1 0 +1 0 +1 0
= ———e€ — e ——€3.
hl 6u1 ! h2 81@ 2 h3 8U3 3

(4.70)

v (4.71)
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4.4.1 Cylindricka (valcova) soufadnicova soustava

Cylindrické soufadnice budeme znacit p, ¢, z, viz obr. 4.9. Mezi kartézskymi a
cylindrickymi souradnicemi plati nasledujici transformacni vztahy (viz (4.51))

xr=pcosp, y=psing, z==z, (4.72)

kde (viz (4.49))

p=Vr2+y?, @:arctang, 2=z, (4.73)
x

p>0, 0<p<2r, —c0<z<00. (4.74)

Zadame-li polomér p = py kruznice v roviné (z,y), pak to v prostoru predstavuje

A

~

|

- - -
-
~
7
/
0]
si_______,/'
T
Obrézek 4.9: Cylindrické souradnice souradnice.
plast valce (soufadnicova plocha) s osou z rozprostirajicitho se od z = —oo do

z = o0. Zvolime-li ur¢itou hodnotu thlu ¢ = ¢, vznikne tim v prostoru polo-
rovina kolma na rovinu (z,y) i cylindrickou plochu plasté valce. Prise¢ikem této
cylindrické plochy p = py s polorovinou ¢ = ¢y je primka rovnobézna s osou
valce (osou z) a lezici na plasti valce. Polozime-li z = zy, vznikne tim rovina rov-
nobé&zna s rovinou (z,y) a protinajici uvedenou piimku v bodé o cylindrickych
soutfadnicich pg, o, 20. Obecny bod P = [p, p, 2] je tedy v cylindrické soustavé
urcen prisecikem tif vzajemné kolmych souradnicovych ploch: cylindrické plochy
a dvou rovin, jedna se tedy o kffivocaré souradnice.
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Uvazujme polohovy vektor r = (x,y, z), za soufadnice x,y, z dosadime ze vztahu
(4.72), takze dostaneme
= (pcosg, psing, z) . (4.75)

Nyni zderivujeme polohovy vektor (4.75) podle jednotlivych cylindrickych sou-

&

Obrézek 4.10: Elementarni objem v cylindrickych soufadnicich.

fadnic, viz (4.57), kde uy = p, us = ¢ a uz = z a pomoci vztahu (4.58), (4.59)
uréime souradnicové vektory a Laméovy koeficienty

g—:l = g—; = (cos p,sinp,0) ,
(5—; = g—; = (—psin g, pcosp,0) , (4.76)
or or
= 2 —(0,0,1
Jus 0z (0,0,1),
hy = h,= v/ (cos )2 smcp) ,
ho h, = \/p2(sinp)? + p2(cos )2 = p , (4.77)
h3 - h :\/_
e = e,=(cosp,sing,0),
e, = e,=(—singp,cosp,0), (4.78)

es = e,=(0,0,1).
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Dosadime-li ze vztahu (4.76) a (4.77) do vyrazu (4.60), (4.63), (4.64), pak dospé-
jeme k néasledujicim vztahtim platnym pro cylindrickou souradnicovou soustavu

dr = dpe, + pdye, + dze, , (4.79)
ds? = dr-dr = dp* + p*dp? +dz? | (4.80)
dV = pdpdpdz . (4.81)

Na obrazku 4.10 je zachycen pfislusny element objemu.

4.4.2 Polarni souradnicova soustava

Nékdy se pro popis pohybu v roviné hodi tzv. polarni soutfadnice, které jsou jis-
tym piipadem cylindrickych soutadnic, kdy z = 0. Polarni soutadnice budeme
znacit p, ¢, viz obr. 4.11. Z tohoto obrazku odvodime transformadcni vztahy mezi
kartézskymi a polarnimi souradnicemi

Tr=pcosp, y=psiny, (4.82)

kde

p=+r2+y?, ¢ =arctan v (4.83)
T

Jelikoz polarni souradnicovy systém je jistym piipadem souradnicového systému

A
€, €p
L —— VP = [p,¢]
Y s
°
O T T

Obrazek 4.11: Polarni souradnice.

cylindrického, pak je mozné pro Laméovy koeficienty a souradnicové vektory psat,
viz (4.77), (4.78), ze

hy = h,=+/(cosp)?+ (sinp)2 =1, (4.84)
hy = hy=+/p*(sing)? + p*(cos )? = p .
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e = e,=(cosp,siny), (4.85)

e = e,=(—sinp,cosp).

V pripadé polarnich souradnic dostdvame pro infinitezimalni zménu polohového
vektoru
dr = dpe, + pdye, . (4.86)

Pro obloukovy element ds v ptfipadé polarnich souradnic plati
ds? = dr-dr = dp? + p*dy? . (4.87)

Element plochy dS v polarnich soutradnicich vyjadiime jako souc¢in délky oblouku
kruhové vysece pdy vynasobenou pfiristkem souradnice dp, viz obr. 4.12, tj.

dS = pdpdy . (4.88)

dS=pdpdyp

dp

P pde

AS)

@) T

Obrézek 4.12: Element plochy v polarnich soutadnicich.

4.4.3 Sférickd (kulova) sourfadnicova soustava

Stérické soutradnice budeme znacit r, ¥, ¢, viz obr. 4.13. Mezi kartézskymi a sfé-
rickymi soutadnicemi plati nésledujici transformacni vztahy

x=rsindcosy, y=rsindsingp, z=rcos?, (4.89)

z X
r=+x?+y?+22, ¥ =arccos—, @=arccos ——, 4.90
v : = 4
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r>0, 0<d<m, 0<p<2r. (4.91)

Co se tyce stérickych soufadnic, tak soutfadnici r nazyvame pravodi¢, ¥ nazyvame
deklinace a ¢ azimut.
Sférické soutadnice lze rovnéz interpretovat pomoci tii vzajemné se protinajicich
ploch. Zadame-li r = ry omezujeme mnozinu bodu na povrch koule o poloméru r =
ro. Uhlu 9 = 9y odpovida v prostoru plast kuzele s vrcholem v po¢atku souradnic
o rozvorovém thlu (méfeném od osy z) ¥ = ¥. Tato kuzelova plocha protne
povrch koule kolmo (kazdy polomér koule je kolmy na povrch koule); prisecikem je
kruznice o poloméru r sin v = rysin ¥g. Zadame-li ¢ = g, vznikne rovina svirajici
s rovinou (z,z) thel py. Tato rovina protne kolmo uvedenou kruznici v bodé o
sférickych soutadnicich rg, ¥y, @o. Tedy obecny bod P[r, v, ¢] je ve sférickych
soutfadnicich urcen prisecikem t¥i vzajemné kolmych ploch: kulové plochy, plasté
kuzele a roviny. Opét se tak setkdvame s piipadem ortogonalnich kiivocarych
souradnic.

Opét uvazujme polohovy vektor r = (x,y, z), za souradnice z,y,z dosadime

e,
_— - TN :~‘\ - = -~
- N “ ~
NN A
3
\ \
Ny
P =[r,J, ¢\
. €o
.\77\ :“‘ \
————— Uil 1
- - ' .: :: T~ \I
7 N €y I~
’ ;g ;N
O, -
ol ! Yy
N\% i !
¥ 20
TN\ /
/
/
/
/
7/
e
d
e
-~
-
1 -—— -
Obrazek 4.13: Sférické soufadnice.
vztahy (4.89), takze dostaneme
r = (rsind cos p, rsinvsin p, r cosv) . (4.92)

Nyni zderivujeme polohovy vektor (4.92) podle jednotlivych cylindrickych sou-
fadnic, viz (4.57), kde uy = r, us = ¥ a ug = ¢ a pomoci vztahu (4.58), (4.59)
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urc¢ime soufadnicové vektory a Laméovy koeficienty

g_r = %‘ = (sin ¥ cos ¢, sin ¥ sin p, cos V) ,

(751 r

or or . .

e = B (r cos ¥ cos p, rcosVsin g, —rsind) , (4.93)
Ug

a@_r = ? = (—rsindsin p, rsind cos p,0) ,

U3 2

hi = h,=/(sinvcosp)? + (sin¥sinp)? + (cos V)2 =1,
hy = hy = /r2(cost cos p)? + r2(cos¥sinp)? +r2(sin¥)2 = r , (4.94)
hy = hy, = /r2(sindsinp)? + r2(sin ) cos p)2 = rsind ,

e1 = e.= (sindcos,sinvsinp,cosd) ,
e = ey = (costcosp,cossinp, —sind) , (4.95)
es = e, = (—sing,cosp,0).

Dosadime-li ze vztaht (4.93) a (4.94) do vyrazu (4.60), (4.63), (4.64), pak dospé-

\

0

7 sin vde

dp

rsind| r
rdd T, dS = r%sin ¥ddde
2,

Obrazek 4.14: Elementarni objem a plocha ve sférickych souradnicich

jeme k nésledujicim vztahim platnym pro sféricky souradnicovy systém

dr = dre, + rddey + rsinddype,, , (4.96)
ds* = dr-dr = dr® + r*d¥? + r? sin? ¥dy? | (4.97)
dV = r?sin9drdddyp . (4.98)

Podle obrazku 4.14 muzeme elementérni plochu na kouli dS' vyjadfit jako soucin
stran vyznaceného ,,obdélniku®, tj.

dS = (rdd)(r sin¥de) = r*sin9dddyp . (4.99)

Pomoci obrazku 4.14 ¢ vztahu (4.64) dostavame i vztah pro element objemu ve
sférickych souradnicich

dV = dSdr = r?sinddrddde . (4.100)
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Priklad 4.4.1

Spocitejte obsah povrchu koule o poloméru r = R.

Reseni:

K vypoctu pouzijeme vztah pro element kulové plochy (4.99). Tuto infinitezimalni

plochu musime nascitat pres cely povrch koule, coz provedeme integrovanim, pri
kterém se méni soufadnici ¢ od 0 do 27 a soufadnici ¥ od 0 do 7

s 2w ™ 2w
S://dS:/ / stinﬁdﬂdszQ/ Sinﬁdﬁ/ dp =
0 0 0 0
S

R?[— cos V5 [¢]a™ = 47 R* .

Priklad 4.4.2
Spocitejte objem koule o poloméru r = R.

Reseni:
K vypoé¢tu pouzijeme vztah pro element objemu koule (4.100). Tuto infinitezimalni
plochu musime nascitat pfes cely objem koule, coZ provedeme integrovanim, pri

kterém se méni soufadnici » od 0 do R, soufadnici ¢ od 0 do 27 a soufadnici ¢/
od —7 do 7

R T 27
V= /// dV = / / / r? sin ¥drdddy =
£ o Jo Jo

R g 2m 7,3 R 4
/ r2dr/ sin z9d19/ dp = {—} [~ cos V|5 [¢]a" = -7 R® .
0 0 0 31 3
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Cast I

Klasickd mechanika
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Kapitola 5

Uvod do klasické mechaniky

Mechanika je obor fyziky, ktery se zabyva mechanickym pohybem, tj. zménou po-
lohy uvazovaného télesa vzhledem k télesu vztaznému ¢i zménou jeho velikosti a
tvaru. Mechanika hraje nejvyznamnéjsi roli ve fyzice, pfedstavuje jakousi pomy-
slnou ,,vstupni branu®“ do fyziky.

Mechanika zahrnuje kinematiku a dynamiku.

Kinematika se zabyva pouze zavislosti polohy télesa na case, tj. geometrii jeho
pohybu, bez zietele na pticiny (sily), které tento pohyb zpusobuji.

Dynamika vySetfuje zavislosti mezi pohybem téles a silami, které na né ptsobi a
vyvolavaji zménu jejich pohybového stavu.

Specidlnim piipadem dynamiky je statika a zabyva se vySetfovanim podminek
rovnovahy sil.

Klasickou mechaniku mizeme rozdélit na tzv. newtonovskou (vektorovou) mecha-
niku a mechaniku analytickou (skalarni). Newtonovské pojeti popisuje mechaniku
vektorovymi veli¢inami, které jsou spojeny pohybovymi zakony. Analytickd me-
chanika vychézi pii formulaci zakont z obecnych principi?!, které jsou vyjadrené
zpravidla skalarni rovnici (popf. nerovnici).

Klasickou mechaniku za¢neme newtonovskou mechanikou, jejiz teoretické zéklady
formuloval anglicky fyzik a matematik Isaac Newton (1643-1727) ve svém fun-
damentéalnim dile (1687) Philosophiae Naturalis Principia Mathematica®.
Newton predpokladal, Ze prostor a ¢as jsou absolutni, tj. Ze nezavisi na hmotnych
objektech a jejich pohybech. Na predpokladu absolutniho prostoru a c¢asu je
zalozena klasickd mechanika. I kdyz z Einsteinovy teorie relativity vime, ze
absolutni prostor a absolutni ¢as neexistuje, presto ndm klasicka mechanika popi-
suje fyzikalni svét s dostateénou presnosti, paklize mizeme predpokladat pritom-
nost slabého gravita¢niho pole (velmi hmotné objekty jsou dostatecné vzdélené)
a 7e vySetfované objekty jsou makroskopické® a pohybuji se rychlostmi vyrazné
niz&imi, nez je rychlost svétla, tedy v < ¢ = 3-10® ms™ .

Ponévadz dvé télesa mohou mit libovolnou, spojité se ménici vzajemnou vzdale-
nost a vzajemnou orientaci, pfisuzujeme prostoru, ve kterém pohyb télesa vySet-

!Principy maji pro fyziku charakter axiomii a jednotlivé zakony z nich plynou jako pifmy
logicky dusledek.

2Pieklad: Matematické zaklady pirirodni filosofie, nékdy toto dilo zkracené nazyvime
jen Principia ¢i Zaklady.

3Piedpokladem, Ze se jedné o objekty makroskopické, se vyvarujeme nutnosti pouzit kvantovy
popis.
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Fujeme, vlastnosti kontinua. Abychom jednotlivé body prostorového kontinua od
sebe odlisili, prifadime kazdému bodu soufadnice pomoci vztazné soutradnicové
soustavy, tj. souradnicové soustavy spojené s vztaznym télesem, takze na prostor
klasické mechaniky pohlizime jako na tfirozmérné kontinuum. Ukazuje se, Ze geo-
metrické vlastnosti takového prostoru lze popsat soustavou Eukleidovych axiomi,
takze prostor klasické fyziky je t¥irozmérnym eukleidovskym prostorem, ktery je
homogenni a izotropni, tj. vSechny body a vSechny sméry jsou zde rovnocenné,
ni¢im se nelisi.

Casto se setkavame se situaci, kdy se téleso pohybuje v oblasti prostoru, jejiz roz-
méry vyrazné prevysuji vlastni rozméry tohoto télesa (napf. pohyb Zemé kolem
Slunce). Z tohoto divodu si muZeme dovolit zanedbat vlastni rozméry pohybuji-
ciho se télesa a prejit k abstrakei, kdy tato télesa nahradime tzv. hmotnymi body*
(bodova hmotnost). Hmotny bod (HB) chapeme téleso se zanedbatelnymi geomet-
rickymi rozmeéry, které z divodu matematického popisu povazujeme za nekone¢né
malé (bod). Hmotny bod si vSak ponechava hmotnost télesa, které nahrazuje.
U hmotného bodu pak nema smysl mluvit o jeho vlastnim otéceni, ani o zméné
tvaru (deformaci).

4Nekdy se v literatufe misto pojmu hmotny bod mtiZeme setkat s pojmem Gastice.
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Kapitola 6

Kinematika hmotného bodu

6.1 Trajektorie hmotného bodu

Pohyb hmotného bodu je jednozna¢né urcen, je-li v kazdém ¢asovém okamziku ¢
déna jeho poloha polohovym vektorem r(t) vzhledem ke vztazné souradnicové sou-
stavé. Uvazujeme-li kartézsky souradnicovy systém, je poloha uvazovaného hmot-
ného bodu uréena kartézskymi souradnicemi, které jsou funkci c¢asu

A

[z(t1), y(t1), 2(t1)]

to > 1

[x(t2), y(t2), z(t2)]

trajektorie HB

Obrazek 6.1: Pohyb hmotného bodu (HB) po trajektorii.

r=ux(t), y=yt), z==z2(t). (6.1)

Rovnice (6.1) jsou parametrickymi rovnicemi kfivky, po niz se hmotny bod pohy-
buje. Parametrem je v tomto pfipadé ¢as ¢t. Rovnice (6.1) definuji oblouk spojité
kiivky a urCity smér na této kiivce, dany rostoucim ¢. Tuto kfivku nazyvame
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draha nebo trajektorie hmotného bodu, viz obr. 6.1.
Jestlize rovnice (6.1) vynasobime pfislusnymi jednotkovymi souradnicovymi vek-
tory i, j, k a seCteme, dostaneme polohovy vektor uvazovaného hmotného bodu

rit) =x(t)i+yt)j+ z2()k = (x(t),y(t), 2(¢)) . (6.2)
Parametrické rovnice (6.1) trajektorie jsou tedy ekvivalentni vektorové rovnici
r=r(t). (6.3)
Libovolnému bodu @ trajektorie o polohovém vektoru r(t) lze priradit ¢islo

A

z

e

trajektoric HB

Obrézek 6.2: Délka drahy, kterou urazil HB.

Q Q
(0 = [ as= [ Vi @ @ -

Elrde\? (dy\?  [dz\? tld
= -2 =) at' =
G () () -

r
—\dt'. (6.4
dt! (6-4)

Vztah (6.4) pfifazuje jednotlivym bodim trajektorie ¢isla vzhledem k bodu P
(reprezentuje pocatek) na trajektorii majici polohovy vektor r(¢y) . V takovém
piipadé je mozné pohliZet na s(t) jako na soutadnici, s jejiz pomoci uréujeme po-
lohu hmotného bodu na trajektorii, kterou predem zname. Budeme tikat, ze bod
Q lezi za (pfed) bodem P, je-li s(t) > 0 (s(t) < 0).

Jako ptiklad pouziti
soufadnic s miizeme
uvést napr. milniky
podél dalnice D1 mezi
mésty Praha (bod P)
a Brno.
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Priklad 6.1.1

Zjistéte, po jaké trajektorii se pohybuje HB, pro kterou plati: z(t) = at a y(t) =
bt?/4, 2(t) = 0, kde @ = 1 ms™ a b = 1 ms™? jsou rozmérové konstanty, které
zajistuji, aby parametricky vyjadiené souradnice byly v metrech.

Déle urcete soutradnici s bodu ) v ¢asech t =0 s at =4 s, vzhledem k bodu P,
ve kterém se nachéazel HB v Case ;) = 2 s.

Reseni:

Na zakladé zadani vime, Ze se HB bude pohybovat v roviné z = 0. Protoze ze
zadani plati, ze t = z/a, tak za ¢as t dosadime x/a ve vztahu pro soutadnici v,
¢imz dostaneme rovnici trajektorie HB:

ba? x?

Y= 42 T 4

coZ je rovnice paraboly, kde bylo dosazeno za a a b.
Pomoci vztahu (6.4) dostaneme:

o= [ (&) (Yo [ o (2
/ \/a? + mdt —argsmh< )+Z\/H—t2—argsinh(1)—\/§.

Odtud s(0) = —2,2956 m, tedy bod @ se nachazi na parabole pfed bodem P a
s(4) = 3,6201 m, tedy bod ) se nachéazi na parabole za bodem P.

V pripadé, ze je vektorova funkce r(t) prosta, pak s(t) udava i délku drahy uraze-
nou hmotnym bodem pfi jeho pohybu. Neni-li r(¢) prostou funkci, musime ¢asovy
interval, ve kterém se hmotny bod pohybuje, rozdélit na ¢asti, v nichz r(t) je
prostou funkci, a vypocitat délku drahy jako soucet drah urazenych v jednotli-
vych diléich intervalech s tim, Ze délka drahy musi byt kladna. V tomto smyslu
nas vztah (6.4) predstavuje délku dréahy s(t) > 0, kterou urazi hmotny bod v
Casovém intervalu (tg,t). Predstavuje-li s(¢) délku drahy, pak je rostouci funkei.
Diferencial ds vystupujici ve vztahu (6.4) nazyvame element délky drahy.

Priklad 6.1.2

Urcete délku drahy, kterou urazi HB za 4 s, kdyz se v ¢ase tg = 0 s nachazel v
bodé P a pohybuje se po trajektorii: z(¢) = asin (gt), y(t) = 0, z(t) = 0, kde
a=3m.

Urcete hodnotu souradnice s v ¢ase t = 4 s.

Reseni:
Na zékladé vztahu (6.4) dostaneme: s(t) = 3sin (%t) Ze zadani vyplyva, Ze se HB
pohybuje po piimce mezi body, kterym piislusi souradnice -3 a 3. Je zfejmé, ze

Prosta funkce je
funkce, ktera zadnou
funkéni hodnotu
nenabyva vicekréat.
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r(t) = z(t)i = 3sin (5t) i nenf v celém vySetfovaném Casovém intervalu prostou

funkei. Proto musime ¢asovy interval (0;4) rozdélit na ¢ty¥i podintervaly (0; 1),
(1;2), (2;3) a (3;4), ve kterych je r(t) prostou funkci, viz obrazek.

z(t) (m)

0 !

Celkova draha vySetfovaného HB, kterou urazi za 4 s (v kazdém uvazovaném

podintervalu musi byt kladna) je
3 3
5 [ (5)ar
2 Jy 2

3r 1 3r (2
s = —W/ cos (zt’> dt’'| + —W/ cOS (Et’> dt’
2 J; 2 2 J, 2
3 4
—W/ cos <zt’> dt’
A 2

Pozn.: Kdybychom nerozdélili interval na vySe uvedené ¢tyri podintervaly, tak
bychom dostali délku drahy:

3 4

—ﬂ/ cos <zt/> dt’

2 Jo 2

tj. ze se HB za 4 s nepohnul z bodu P.

_|_

=12m.

s = =0m,

Souradnici s v Case ¢ = 4 s spoditame ze vztahu s(t) = 3sin (5¢):

[\

s(4) = 3sin <g4) =0.

Tedy HB se za 4 s bude nachazet v bodé P.

Na parametr ¢, ktery je pouzit v parametrickych rovnicich (6.1), (6.2) a (6.3),
mizeme pohliZet jako na obecny parametr, kterym miize byt kromé casu i napfi-
klad soufadnice s danéd vztahem (6.4) (tzv. pfirozena parametrizace). V piipadé
tohoto parametru pak mtzeme analogicky psat, Ze

T = ZL’(S) I y(S) y A= Z(S) ) (65)
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r=r(s) = (z(s),y(s), 2(5)) , (6.6)

pfi¢emz zavislost s na ¢ je znama, viz vztah (6.4).

Priklad 6.1.3

Uvazujme pohyb HB bodu, jehoz poloha je dana nasledujicim polohovym vek-
torem: r(t) = (acos(qt),bsin(qt), ct), kde rozmérové konstanty maji nasledujici
hodnoty: a =3 m, b =3 m, ¢c = 2 ms™ !, ¢ = 2 s7!. Vyjadfete polohovy vektor
pomoci pfirozené parametrizace. Déle uréete polohu HB, ktery urazil drahu /40
m od bodu P, kdyz vime, Ze v ¢ase t5 = 0 s v tomto bodé nachazel.

Reseni:
Ze zadani vime, ze

r(t) = (x(t),y(t), 2(t)) = (3 cos(2t), 3sin(2t), 2t) .

Odtud uréime polohu HB (bodu P) v po¢atecnim ¢ase to = 0 s: r(0) = (3,0,0).
K urceni soutradnice s(t) pouzijeme vztahu (6.4):

o= [(E) () (&)

/Ot V/ (=65sin(2t'))2 + (6 cos(2t'))2 + (2)2dt’ =

t
/ \/ 36sin?(2t') + 36 cos?(2t') + 4dt’ =
0
t t
/ V36 +4dt’ = / VA0dt = /40 .
0 0

Tedy s(t) = t/40. Odtud si vyjadiime, ze t = s(t)/+/40, coz dosadime do vztahu
pro polohovy vektor, ktery timto bude vyjadifen pomoci prirozené parametrizace:

(s) (3 (25)3,(23) 23)
r(s)=(3cos| ——=|,3sin| ——=|,— | .
V40 V40/ /40
Polohu HB na trajektorii, kdyz urazil drahu s = m1/40, dostaneme dosazenim do
vztahu pro polohovy vektor vyjadieny pfirozenou parametrizaci:

r(ﬂ\/@) = (3 cos (27T—\/4—0)) 3sin (27“/@)) 2%@)) =

V40 VA0 )T V40

(3 cos 2w, 3sin 2w, 27) = (3,0, 27) .
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P1i popisu pohybu se nemusime omezit jen na kartézsky soufadnicovy systém.
Nékdy mohou byt vhodnéjsi napt. polarni, cylindrické nebo sférické souradnice.
Okamzité poloha je pak ddna nasledujicimi parametrickymi rovnicemi:

p= p(t) y P = @(t) y 2= Z(t) ) (67)

r=r(t), 9=001), ¢=¢). (6.8)
Podle trajektorie je mozné rozdélit pohyb hmotného bodu na pohyb:

e primocary — pohyb se déje po piimce.
e kiivocary — pohyb se déje po prostorové kiivce.

V pripadé, Ze je trajektorie pfedem znama, pak pro urcéeni polohy HB vysta¢ime
s jedinou soufadnici s i u kfivoc¢arého pohybu.

6.2 Jednorozmérny pohyb

Jedné se o pohyb, pro jehoZ popis vystacime s jedinou soufadnici, napf¥. délkou
drédhy s ¢ jednou z kartézskych soutradnic.

6.2.1 Rychlost

Fyzikalni veli¢inou, ktera vyjadiuje ¢asovou zménu polohy, je rychlost. Definujeme
ji podilem délky dréhy, kterou urazi sledovany hmotny bod, a doby potfebné
jejimu uraZeni. Rychlost znac¢ime obvykle znackou v.

Jestlize hmotny bod urazil za dobu At délku drahy As, potom se pohyboval
pramérnou rychlosti v

As
N
Jednotkou rychlosti! v soustavé SI je ms™?.

V pripadé, Ze se rychlost v Case méni — nerovnomérny pohyb, je ticelné zavést
okamzitou rychlost vztahem

(6.9)

v =

L st A —s(t) . As
CTAR T AT Al A AT (0:10)

Je to tedy prumérna rychlost béhem infinitezimalné kratkého ¢asového intervalu
(t,t+ At). Limita (6.10) reprezentuje derivaci funkce s = s(t), takze muzeme psét,
ze

ds .
=5 =
Ve vztahu (6.11) je pouzito pro oznafeni prvni ¢asové derivace tecky tak, jak to
zavedl Isaac Newton. Pro druhou derivaci bychom pouzili tecky dvé.
Ze vztahu (6.11) muzeme psat

v (6.11)

ds = vdt . (6.12)

! Napft. namotnici pouZivaji jinou jednotku rychlosti a tou je ndAmotni uzel, 1 uzel~0,514 m/s.
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Integraci rovnosti (6.12) dostavame, ze

s(¢) t
/ ds’ :/ v(thdt", (6.13)
S0 to

kde sy odpovida délce drahy, kterou hmotny bod jiz urazil v ¢ase ty. Tedy jedna
se o pocatecni podminku s(tg) = so.
Resenim levé strany rovnice (6.15) dostavame

s(t) — sp = /tv(t’)dt’ (6.14)

to
a odtud .
s(t) = / v(t)dt' + s . (6.15)
to
V ptipadé, ze v = konst. (rovhomérny pohyb), pak lze snadno Tesit integral ve
vztahu (6.15), tedy?

s(t) = v/t dt’ + s = v(t —to) + so . (6.16)

to

6.2.2 Zrychleni

Pohybuje-li se hmotny bod nerovnomérné, tedy méni-li béhem pohybu svoji rych-
lost, je ucelné zavést fyzikalni veli¢inu, kterd vyjadiuje ¢asovou zménu rychlosti.
Touto fyzikalni veli¢inou je zrychleni a budeme jej znacit a.

Definujeme primérné zrychleni @ jako

Av

a=—". 6.17
a= (6.17)
Jednotkou zrychleni je ms—2.
Okamzité zrychleni mtuzeme definovat limitou
A d
a=lm —="=p=45. (6.18)

T A0 A dt
Odtud lze vidét, Ze zrychleni ma vuci rychlosti stejny vztah jako rychlost ku

poloze.
Na zakladé vztahu (6.18) muzeme psat

dv = adt . (6.19)

Integraci vztahu (6.19) dostavame pro okamZitou rychlost

v(t) = /t a(t)dt' + vy , (6.20)

to
kde vg je hodnota rychlosti v Case t = ty, tedy jedna se o pocatecni podminku
v(tg) = vo. V piipadé, Ze se jedna o rovnomérné zrychleny pohyb, tj. a = konst.,
potom lze na zakladé rovnosti (6.20) integrovat

v(t) = a/t dt’ + vy = a(t — to) + vo (6.21)

to

2 Jelikoz rychlost je konstantni, vytkneme ji pfi integraci pied integral.
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Dosazenim rychlosti (6.21) do vztahu (6.15) dostaneme

t
1
s(t) = / la(t’ — to) + voldt’ + so = 5a(z& —t0)* + vo(t — to) + o - (6.22)
to

Je-li a < 0, jde o pohyb zpomaleny. Znac¢ime-li ' = —a > 0 a je-li a’ = konst.,

plati zfejmé
(t) = —a'(t —to) + o , (6.23)

1

s(t) = =5a'(t = to)* + volt = to) + 50 (6.24)

6.3 Vicerozmérny pohyb (pohyb v prostoru)

P1i vicerozmérném pohybu pouzivame k urcéeni polohy hmotného bodu polohovy
vektor. Jeho velikost a orientace popisuje polohu hmotného bodu, ktery se pohy-
buje po trajektorii. Casové proménny vektor r(t) je popsan vztahem (6.2).

6.3.1 Rychlost

Obecné je rychlost vektorovou veli¢inou, kterd poskytuje informaci nejen o veli-
kosti rychlosti hmotného bodu, ale i o sméru jakym se pohybuje.
Okamzitou rychlost zavadime podle obr. 6.3 vztahem

. r(t+ At) —r(t) . Ar dr .
i VA 0:29)
V kartézskych souradnicich plati
V= (Vg,0y,0,) = (2,9, 2) , (6.26)
resp.
v=ui+v,j+vk==2i+yj+ k. (6.27)
Zavedenim rychlosti je mozné vyjadrit vztah (6.4) jako
—Z tecna v bodé P
()
v(t)
Ar As
r(t)
Q
r(t + At)
@)

Obrazek 6.3: Pohyb hmotného bodu po trajektorii v prostoru.



FAKULTA i
ELEKTROTECHNICKA 53
&VUTV pRAZE

s(t) = /t o)+ ) ) ar (6.28)

Uvazujeme-li dva body P a @ lezici na trajektorii, pak témito body je urcena
délka oblouku As a orientované se¢na, kterd je v naSem piipadé dana vektorem
Ar, ktery reprezentuje vektor posunuti, viz obr. 6.3. Jestlize se bod @) blizi k bodu
P, otadi se orientovana se¢na kolem bodu P a v limitnim piipadé () — P splyva s
tecnou ke trajektorii v bodé P. Popsana situace je zfejma z geometrického ndhledu
6.3. Odtud je rovnéz patrné, Ze pro infinitezimalni ¢asovy interval se element délky
drahy limitné blizi k nule, ds = As — 0, pfi¢emz plati, ze

|dr| =ds, (6.29)

tedy v limité délka tétivy |dr| a délka oblouku ds jsou si rovny.
Na obréazku 6.4 je zachycen rozdil mezi symboly dr a |dr|. Vzroste-li ¢as t o dt,
zméni se vektor r o priristek dr, ktery predstavuje elementarni posunuti polo-
hového vektoru r a nazyvame ho orientovany element dréhy (kfivky) a k jeho
oznaCeni muzeme také pouzit stejné znacky jako pro oznaceni kiivky (s nebo
nékdy 1), tj.

dr=ds=dl. (6.30)

Absolutni hodnota vektoru r se také zméni, a to o primét vektoru dr do sméru

Obrazek 6.4: Rozdil mezi symbolem dr a |dr]|.

vektoru r. Prirtstek velikosti vektoru r je tedy
d|r| = dr = |dr|cosp = dscos ¢, (6.31)

kde ¢ je thel sevieny mezi vektorem r a jeho prirtstkem dr (uvazte, ze ¢ je tedy
i ithel mezi r a v). Protoze absolutni hodnotu vektoru r ozna¢ujeme symbolem r,
ma symbol dr vyznam priristku absolutni hodnoty a nikoliv hodnoty pfirtistku
vektoru, tedy

dr # |dr] . (6.32)
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Z obrazku 6.4 je je vidét, ze prumét polohového vektoru r(t 4+ dt) do sméru polo-
hového vektoru r(t) je

|r(t 4 dt)| cosa = |r(t)| + dr . (6.33)

Jelikoz délka drahy je funkei ¢asu, muzeme derivaci dr/dt vyjadrit nasledujicim

zpiisobem?
dr  drds

At dsdt
Jelikoz limitné prechazi se¢na v teénu a uvazime-li, Ze seCna je orientované (viz
obr. 6.3), pak dle vztahu (6.29) mtzeme psat, ze

(6.34)

dr
T T(t), (6.35)

kde 7(t) predstavuje jednotkovy te¢ny vektor v misté o polohovém vektoru r(t).
Na zakladé rovnosti (6.11) a (6.35) muzeme upravit vztah (6.34) do tvaru

v(t) =v(t)T(t) = %T(t) : (6.36)

kde v predstavuje okamzitou rychlost hmotného bodu. Ta mé vzdy smér teény ke
trajektorii a je orientovana souhlasné se smérem danym rostoucim ¢. Pro velikost

rychlosti plati v = /v2 + vZ + vZ.

Ze vztahu (6.25) muzeme psat, ze dr = vdt, takze naslednou integraci dostavame

t

r(t) = / v(t)dt' + g , (6.37)
to

kde r(ty) = ro.

Odtud pro pfimoc¢ary rovnomérny pohyb, tj. v = konst., dostdvame

r(t) = v(t —ty) + 1o . (6.38)

6.3.2 Zrychleni

Zrychleni predstavuje casovou zménu rychlosti. Rychlost mize ménit v prubéhu
¢asu nejen svoji velikost, ale i orientaci, takze zrychleni souvisi jak s ¢asovou zmé-
nou velikosti rychlosti, tak jeji orientace. Z vyse uvedeného vyplyva, ze zrychleni
je rovnéz vektorova veli¢ina. Vektor okamzitého zrychleni definujeme jako

v(t + At) — v(t) I Av _dv  d’r

AT A TN e T O
Pro kartézské soufadnice muzeme psat
a=(ay,ay,a,) = (%,9,%), (6.40)
resp.
a=a,i+a,j+ak=73i+§j+ zk. (6.41)

3Na r(t) pohliZzime jako na slozenou funkci r(s(t)).
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Ze vztahu (6.39) plyne dv = adt, takze

v(t) = /t a(t)dt' + vy, (6.42)

to

kde v(ty) = vp.
Jedna-li se o pfimocary rovnomérné zrychleny pohyb, tj. a = konst., pak

v(t) = a(t —to) + vo (6.43)

Dosazenim vztahu (6.43) do rovnice (6.37) a nasledné integraci obdrzime

r(t) = %a(t —t0)* 4+ vo(t —to) + 1o . (6.44)

6.4 Pohyb po kruzZnici

Pohyb po kruznici predstavuje velmi casty a v technice dilezity pripad kiivoc¢arého
pohybu. Pro polohovy vektor hmotného bodu v tom piipadé plati

r-r=r?= konst. (6.45)
Odtud derivaci dostaneme
d
d—;-r:i'-rﬁLr-I":O, (6.46)
protoze r = v, potom
r-v=_0. (6.47)

Vektory r a v tedy musi byt na sebe kolmé, viz obr. 6.5. Odtud vyplyva, Ze vektor
rychlosti v ma v kazdém okamziku smér tecny ke kruznici, tj. v = vT.
Uvazujme kruznici o poloméru r, po které se pohybuje hmotny bod. Za casovy

\4

A%

Obrézek 6.5: Pohyb hmotného bodu po kruznici.

interval At urazi hmotny bod drahu, kterd odpovida oblouku As = vAt, kde v
je prumérnéa obvodové rychlost. Tomuto oblouku odpovida stfedovy thel Ag, viz
obr. 6.6. Pro stfedovy tithel miZeme psat, zZe

_As VAL
oy ro

Ap (6.48)
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As

Obrazek 6.6: Zména stfedového thlu za cas At.

Protoze obvodova rychlost je dana pramérnou obvodovou rychlosti v béhem doby
At, muzeme zavést prumérnou thlovou rychlost @w vztahem

Ap

N (6.49)

w =

PouZijeme-li vztah (6.48), tj. Ap = As/r, miZeme priumérnou tuhlovou rychlost
vyjadrit jako

Ap 1As v
m=¥f_228 Y 6.50
YTAL T rAL T (6.50)
Pro okamzitou thlovou rychlost w muzeme psat
. Ap  dp
w=tm Ry T a T (6.51)
pro kterou pii pouziti vztahu (6.48) plati
L 0 As 1 .. As w
U= A AT A AT A A T (0:52)
kde v je okamzita obvodovéa rychlost.
Ze vztahu (6.50) a (6.52) vyplyva
v=wr, v=uwr. (6.53)

Je-li obvodova rychlost konstantni, v = konst., tj. jedna-li se o rovnomeérny
pohyb po kruznici, pak pro obéznou dobu (periodu) 7" bude platit

2 2 2
o AT (6.54)
v wr w

Odtud pak dostavame
2

w= "5 =2nf, (6.55)

kde f je kmitocet (frekvence) a udava (pfi rovnomérném otaceni) pocet otacek
za jednu sekundu. Jednotkou je Hz (hertz) a je roven 1/s. Ze vztahu (6.55) je
patrné, ze f =1/T.
Periodicky pohyb je takovy pohyb, ktery se po uplynuti doby 7" (periody) opakuje.
Plati tedy

r(t+T)=r(t) pro vSechny casy t . (6.56)
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V piipadé, Ze se jedna o nerovnomérny pohyb po kruznici, zaviadime okamzité
thlové zrychleni

dw  d%p
=—=—=w=¢. 6.57
Ta T ar Y TY (6.57)
Ze vztahu (6.51) plyne

dy = wdt (6.58)

a odtud .
o) = [ ()t +g0. (6.59)

to

kde ¢q je hodnota stiedového thlu v ¢ase t = tg, tj. ¢(to) = ¢o.
V piipadé, ze w = konst. (rovnomérny pohyb po kruZznici), pak snadno spoc-
teme? .
ﬂw:w/dﬂ+%:w@—m+¢m (6.60)
to
Podle (6.57) muzeme psat
dw = edt . (6.61)

a integraci dostaneme
t
w(t) :/ e(t)dt' + wy , (6.62)
to
kde wp je hodnota okamzité thlové rychlosti v ¢ase t = tg, tj. w(ty) = wo. V
piipadé, Ze se jedn& o rovnomeérné zrychleny pohyb, tj. ¢ = konst., lze snadno
(6.62) zintegrovat

t
w(t) = 5/ dt’ + wy = e(t — ty) + wo (6.63)
to
dalsi integraci
t 1
o(t) = / [e(t — to) + woldt + o = 55(15 —t0)2 4+ wo(t —to) + o - (6.64)
to
Je-li € < 0, jde o rovhnomérné zpomaleny pohyb. Pfi oznafeni &/ = —¢ > 0 a

je-li & = konst. plati ziejmé

w(t) = —€l(t — to) + wp , (665)
mw:—§w—mf+%@—m+¢m (6.66)

Vektor obvodové rychlosti v je vzdy kolmy k ose otaceni a te¢ny ke kruznici. Z
tohoto duvodu je mozné urc¢it vektor obvodové rychlosti v pomoci vektorového
soucinu, viz obr. 6.7

V=wXTr. (6.67)

K urc¢eni orientace vektoru tthlové rychlosti pouzijeme pravidla pravé ruky: ukazuji-
li zahnuté prsty pravé ruky smér pohybu hmotného bodu po kruznici, pak vzty-
¢eny palec této ruky ukazuje orientaci vektoru tihlové rychlosti w.

4Jelikoz tthlova rychlost je konstantni, vytkneme ji pii integraci pied integral.
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Obrazek 6.7: Zavedeni vektorovych veli¢in pro popis pohybu hmotného bodu po
kruZnici.

Necht w = ww’ a jednotkovy vektor w’ = konst., potom kdyZ zavedeme tihlové
zrychleni jako vektorovou veli¢inu € = €°, musf platit, 7e w® = €° (w = ww’ =
ew? = g€’ = €). Tedy vektory w a e jsou kolinearni, tj. maji stejny smér (w||e).
Je-li € 1T w, pak se jedna o pohyb zrychleny, je-li € [T w, tak se jedna o pohyb
zpomaleny.

6.4.1 Dostredivé zrychleni pii rovhomérném pohybu hmot-
ného bodu po kruznici

Uvazujme pfipad rovnomérného pohybu hmotného bodu po kruznici. Pro néj ktery

plati, Ze w = konst., a tedy w = 0. Ze vztahu (6.67) dostavame postupné
d(w x
aif% W Xr+wXr=wxv=wxX (wxr). (6.68)

=0

Tento vyraz lze dale upravit podle vektorové identity ,BAC-CAB*:

Obrézek 6.8: Dostiedivé zrychleni.
WX (Wwxr)=w(w-r)—r(w- -w)=—rw?, (6.69)

protoze vektory w a r jsou na sebe kolmé. Zavedeme nasledujici oznaceni
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kde i’ = r/r a v = —rY pak znadi jednotkovy vektor zvany vnitini normélovy
vektor (orientovany ke stfedu kiivosti)®. Vektor v sméiuje do stiedu kruznice,
po které se uvazovany hmotny bod pohybuje, proto zrychleni (6.68) nazyvame
dostifedivé, viz obr. 6.8. Je tedy dano vztahem

ap = wrv = —w’r. (6.71)

Pomoci vztahu (6.53) mizeme tento vyraz upravit do tvaru

U2

= —v. 6.72
ap , v ( )

Z puvodniho pfedpokladu w = konst. a vztahu (6.53) vyplyva, ze |v| = konst.,
a tudiz ap souvisi pouze s ¢asovou zménou orientace obvodové rychlosti v(t) =
vt (t).

6.4.2 Vyjadieni normalové a tec¢né slozky zrychleni p¥i po-
hybu hmotného bodu po kruznici

Derivaci rychlosti (6.67) podle ¢asu dostaneme zrychleni:

d d d
a:d—::d—ixr—l—wxd—;:sxr—i—wxv. (6.73)
—— -

Vime, Ze obvodova rychlost je te¢na ke kruznici, tj.
v=uorT=wxr=ww’ xr. (6.74)

Jelikoz € = w a smér vektoru thlové rychlosti w se béhem pohybu po kruznici
neméni, pak musi platit, ze €||lw, tedy € = w". TakZe vektor € x r, na zdklads
porovnani s rovnosti (6.74), musi byt také te¢ny ke kruznici, po které se pohybuje
HB. Odtud je zfejmé, ze

a=exr (6.75)

predstavuje te¢nou slozku slozku zrychleni.
Potom musi platit pro posledni ¢len rovnosti (6.73), Ze

a, =wxX v, (6.76)

kde a,, je norméalové slozky zrychleni HB.
Takze je mozné vyjadrit vektor zrychleni a jako soucet dvou na sebe kolmych
vektort a,, a a; (viz obr. 6.9):

a=exr+wxv=a+a,. (6.77)

Pomoci vztahti (6.67) a (6.70) mtzeme psat, ze

2
an:wxV:wx(wxr):w(w-r)—r(w-w):—rw2:w2r1/:U—v. (6.78)
~—— r
=0

5Vnéjsi normalovy vektor je k nému opacny.
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Obrézek 6.9: Rozklad vektoru zrychleni na te¢nou a normalovou slozku.

Protoze € L r bude pro velikost te¢ného vektoru zrychleni platit, Ze

dw d(wr) dv

ay = |la| =er = T e (6.79)
Takze plati, ze
dv
= — 6.80
dv
a=€XI=aT="1T, (6.81)
2
v
R 6.82
an =" (6.52)
02
a,=wXv=a,V=—U. (6.83)
r

Ze vztahu (6.81) a (6.83) vyplyva, Ze tecné zrychleni a, souvisi s ¢asovou zménou
velikosti rychlosti hmotného bodu, kdezto zrychleni a,, souvisi s ¢asovou zménou
sméru rychlosti uvazovaného hmotného bodu.

6.5 Obecny kiivocary pohyb

—Z tecna v bodé P

r(t + At)

@)

Obrézek 6.10: Pohyb hmotného bodu po kfivocaré trajektorii.
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V piipadé obecného kiivoc¢arého pohybu (pohyb po kruznici je jeho specialnim
pripadem) vyjdeme z obrazku 6.10. Na tomto obrazku je zachycena orientovana
seCna P() = Ar, pro kterou plati, Ze

PO =Ar=r(t+At) — r(t) . (6.84)

Jednotkovy vektor této orientované secny je Ar/|Ar|, ktery pro At — 0, tedy
Q) — P, prejde v orientovanou infinitezimalni se¢nu dr, ktera bude lezet na tecné
k trajektorii v bodé P a lze ji zapsat jako

dr = [dr|7(t) , (6.85)
kde A
. r

je jednotkovy tecny vektor v bodé P.
Jiz vime, Zze pro okamzitou rychlost HB plati:

. Ar . Ar| Ar
(t) =1 =1 —’ —_— | =
V= S0 A~ Ao \ At |Ar| )

. Ar| . Ar ds
Alglo A2 Alglo m = |v(t)|T(t) = vt)T(t) = ET(t) . (6.87)
——

vit) (t)

Tedy okamzita rychlost v(t) je tecna ke trajektorii v misté, kde se zrovna HB
nachézi.

Obecné lze trajektorii vyjadrit i pomoci jiného parametru, nez je ¢as, oznacme ta-
kovyto parametr jako «, viz obr. 6.11. Orientovana se¢na je pak dana nésledujicim

—Z] tetna v bodée P
L@
v(a)
ArN \As
r(o) ‘
Q
r(a+ Aa)
@)

Obrazek 6.11: Pohyb hmotného bodu po kfivocaré trajektorii vyjadieny pomoci
obecného parametru a.

vztahem:

]@ =Ar=r(a+ Aa) — r(a) . (6.88)
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Obdobné pro jednotkovy teény vektor muzeme psat:

A
7(a) = lim r

Déle miizeme derivaci polohového vektoru podle parametru « vyjadrit jako

) B0y (18 Ar)

da  aes0Aa  aeso\ Aa |[Ar]
. Ar| . Ar  |dr(a)
A Ae | A A T e | T (690)
— ————
dr(a)/da T()
Tedy
dr(a)  |dr(a)
o = () . (6.91)
Odtud dr(a) |dr(a)
r(o r(o
= 92
r(a) = ) |dHE (6.92)

PouZijeme-li pfirozenou parametrizaci, tj. & = s, potom na zakladé vztahu (6.91)
muzeme psat:

dr(s) _[dr(s)| . |dr] - di(s)
s | as |7 = \d_ﬁ, T(s)=7(s) = T(s) = — = (693
=1,viz (6.29)

7 vlastnosti skalarnfho soucinu vyplyva, Ze
T(s)-1(s) =1 (6.94)
Zderivujeme tuto rovnici podle proménné s, ¢imz dostaneme

dr(s) dr(s)
T T(s) =0 = T L 7(s). (6.95)

Pomoci vztahu vztahu (6.93) muzeme psat, ze

dr(s) B er(s)
ds  ds?

= x(s)v(s) , (6.96)

kde v(s) je jednotkovy normélovy vektor v daném misté (normalovy proto, Ze
de) ) 7(5)) a
S
dr(s)
ds

vyjadiuje tzv. kiivost trajektorie v daném misté. Pfevracenid hodnota kfivosti
urcuje polomér kiivosti trajektorie R(s), tj.

(6.97)

x(s) =

1 dr(s)  d’r(s)  wv(s)
R(s) = x(s) - ds  ds2  R(s)’

(6.98)
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—Z tetna v bodé P

r(s + As)

(0)

Obréazek 6.12: Trajektorie HB vyjarena pomoci parametru s.

Na obr. 6.12 je zachycena trajektorie vyjadiena pomoci parametru s, tj. r = r(s).
V okoli bodu P lze pomoci Taylorova rozvoje (budeme uvaZovat jen prvni tii
¢leny, zbyvajici zanedbame, protoze As < 1) aproximovat trajektorii HB jako

r(s + As) = r(s) + (g) As + (%) (As)?. (6.99)

Pomoci vztahi (6.93) a (6.98) lze Tayloruv rozvoj prepsat do nasledujiciho tvaru:

r(s + As) = r(s) + 7(s)As + 22 (Ag)2 (6.100)
2 R(s)
kde vyznam jednotlivych vektora je zachycen na obr. 6.12.
Nyni si vyjadiime pomoci mocninnych fad nésledujici goniometrické funkce, piti-
¢emz budeme uvazovat jen Cleny fad v souladu s pfesnosti vySe uvedeného Tay-
lorova rozvoje:

sin (RA(;> = RA(; = As = R(s)sin (%) : (6.101)
3
(
(

()3 () = el
6.102)

Za As a (As)?/(2R(s)) dosadime do Taylorova rozvoje (6.100) ze vztahi (6.101)
a (6.102):

r(s+As) = r(s)+ R(s) sin < RA(;) 7(s)+R(s) [1 ~ cos ( 1?(2))} v(s) . (6.103)

Vektory 7(s) a v(s) vymezuji tzv. oskulaéni rovinu, jejiz soucasti je bod P. Jestlize
jednotkové vektory 7(s) a v(s) povazujeme za souradnicové vektory rovinné kar-
tézské ¢arkované soufadnicové soustavy s pocatkem v bodé P, tj. €, = 7(s) a
e, = v(s), potom posledni dva cleny rovnice (6.103),

R(s)sin (%) (s) + R(s) {1 — cos <%)} v(s) (6.104)
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predstavuji parametrickou rovnici kruznice v této soustaveé, pricemz stied této
kruznice v této ¢arkované soustavé ma soufadnice S = [0, R(s)] a jeji polomér je
R(s), viz obr. 6.13. Tato kruznice se nazyva oskula¢ni kruznice. Necht oblouk As

Py
. As/< 1
/)
V= < T(s)
\\

/ r(s) I‘(? -I-XS)\ . T
;/(s) \) \_-trajektorie HB
R(s)
\\\\ // (’)Ski}l&(’:lli kruznice

O~} — |y
y .‘

Obréazek 6.13: Oskulacéni kruznice.

je vymezen stiedovym thlem ¢, potom plati, Ze As = R(s)p. Dosadime-li takto
vyjadieny oblouk do parametrické rovnice kruznice, tak mizeme rovnici oskula¢ni
kruznice (6.104) pfepsat do nésledujiciho tvaru:

r(¢) = R(s)sin (p) 7(s) + R(s) [1 — cos ()] v(s) , (6.105)

kde parametr s povazujeme pro dany bod P za neménny a ¢ € (0; 27 ).
Oskulac¢ni kruznici miizeme urcit pro jakykoliv bod P lezici na trajektorii HB,
pfi¢emz se bude obecné ménit jeji polomér a rovnéz se bude ménit (stacet) i osku-
la¢ni rovina, ve které tato kruznice lezi.

Pro As — 0 je oskula¢ni kruznice soucasti trajektorie HB. Jinymi slovy, v kaz-
dém bodé¢ trajektorie mizeme velmi maly tisek kiivky priblizné nahradit obloukem
kruznice o jistém poloméru. Zmensovanim délky tohoto tseku kiivky nahrazuje
kruhovy oblouk tsek k¥ivky presnéji. V limitnim piipadé, tj. v pfipadé nekonecné
malé délky tuseku kiivky, existuje pravé jedna kruznice, jejiz oblouk nekonec¢né
malé délky kopiruje presné zakfiveni trajektorie v daném bode P.
Poznamenejme, ze polomér kiivosti piimky je nekonecné velky.

Vratme se ke vztahu (6.39), do kterého dosadime za vektor rychlosti ze vztahu
(6.36), ¢imz dostaneme

dv  d(vr) dv dr

a= == =TTy (6.106)
Derivaci
dr
dt
upravime jako derivaci slozené funkce 7 = 7(s(t)), tj.
dr drds

dt  dsdt’
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Dosazenim za derivaci ve vztahu (6.106) dostavame, ze
dv n vdT ds
dt ds dt_ -
—— —

at v

a =

(6.107)

Rovnici (6.107) mtzeme dale upravit s ohledem na vztah (6.98):

2
a= aT + %u . (6.108)
ay ~~~

Vektor zrychleni, viz obr. 6.14, je tedy souctem dvou vektori, vektoru te¢ného
zrychleni a; = a;T, a to vektoru normalového zrychleni a,, = a,v, tj.

a=a +a, . (6.109)

Tec¢né zrychleni a; souvisi s ¢asovou zménou velikosti rychlosti hmotného bodu,
kdezto norméalové zrychleni a, souvisi s ¢asovou zménou orientace rychlosti.

trajektorie HB

oskulacéni kruznice

Obrézek 6.14: Normalové a te¢né zrychleni.

Priklad 6.5.1
Uvazujme trajektorii parametricky urc¢enou takto:

xr =acos(qt), y=bsin(qt), z=ct, (6.110)

1 1

kde rozmérové konstanty jsou rovny: a =3 m,b=3m,c=4ms ", qg=1s"".
Urcete polohovy vektor, okamzitou rychlost, normalovou a te¢nou slozku okamzi-
tého zrychleni, polomér kfivosti.
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Reseni:
Polohovy vektor mé pak néasledujici tvar
r(t) = 3cos(t)i+ 3sin(t)j+ 4tk . (6.111)
Ze vztahu (9.3) dostaneme vektor rychlosti (6.25)
d
V= d—; = —3sin(t)i+ 3cos(t)j + 4k . (6.112)
ds dr dr dr
= — = —_— = —_— . —— — J— 1 2 2 2 — 71
v= T g 5 T V[=3sin(t)]2 + [3cos(t)]2 + 42 =5 ms " .
(6.113)
Na zakladé vztahu (6.36) mtizeme pro jednotkovy tecény vektor T psét
dr
4 d 3 3 4
T:%:%:d—;°:—gsin(t)i+gcos(t)j+gk. (6.114)
d¢
d d 3 3 4 3 3
d_7t- =% [—g sin(t)i+ R cos(t)j+ gk =~z cos(t)i— = sin(t)j . (6.115)
dr
d d. 3 3
d—: - % = — = cos(t)i — - sin(t)j. (6.116)
d¢
Protoze
dr y
— =
ds

odtud pro kfivost

dr 3 /3 S
=%l = \/(—2—5 cos(t)> + (% Sln(t)) =gy m
Jelikoz pro polomér kiivosti plati, ze R = 1/k, pak dostavame, Ze
1 25
=—=—m.
” 3

Ze vztahu (6.96) plyne, ze
1dr
v=——
k ds

Pro teéné zrychleni dostavame

= —cos(t)i — sin(t)j .

d 3 3 4
a r=0 (—— sin(t)i+ — cos(t)j + —k) =0.

Tt 5 5 5
Pro normalové zrychleni dostavame
1)2 52
a = V= 55 (— cos(t)i — sin(t)j) = —3 cos(t)i — 3sin(t)j .
3
Pak

a=a;+a,=0—3cos(t)i— 3sin(t)j = —3cos(t)i — 3sin(t)j .
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6.5.1 Popis rovinného pohybu v polarnich souradnicich

Ve dvourozmérnych piipadech je ¢asto vhodnéjsi popisovat rovinny kiivocary po-
hyb v polarnich soufadnicich. Na obrazku 6.15 je zachycen obecny vektor spolu
s jeho slozkami jak v kartézskych, tak polarnich souradnicich. Pro obecny vektor

ey‘

0O (5% T

Obrézek 6.15: Obecny vektor v polarnich soufadnicich.

A plati, ze se nezméni volbou soufadnicové soustavy:
A=A, +Ae,, A=Ae,+Ase,. (6.117)

Z obr. 6.15 je vidét, Ze souradnicové vektory e, a e, jsou pootoceny vuci sourad-

nicovym vektoriim e, a e, o thel . TakZe pro vyjadieni vztahu mezi kartézskymi

a polarnimi slozkami vektoru A muzeme pouzit transformacnich vztaht pro poo-

tocené kartézské souradnicové soustavy (4.47) a (4.48), kde ztotoznime A, = A,
/ ~ o v ~z 4.

a A, = A, takZe mizeme primo psat:

A, =A,cosp—A,sing, (6.118)

A, =A,sinp+ A,cosp . (6.119)

Rovnosti (6.118) a (6.119) ukazuji, jaky je vztah mezi kartézskymi a polarnimi
slozkami obecného vektoru (geometrického modelu) A .
Pripomenme, Ze mezi kartézskymi a polarnimi souradnicemi plati nasledujici trans-
formac¢ni vztahy

T =pcosy, (6.120)

y = psing . (6.121)

Pristupme k odvozeni slozek vektoru rychlosti v v polarnich souradnicich, pficemz
je nutné si uvédomit, Ze polarni souradnice jsou funkcemi ¢asu, tj. p = p(t) a
¢ = ()

Uy =% = pcosp — ppsinp (6.122)

vy =y =psing + ppcosyp . (6.123)
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Porovnanim rovnosti (6.122) s vyrazem (6.118), resp. (6.123) s vyrazem (6.119)
pro slozky rychlosti v polarnich souradnicich dostaneme

Vp =P, Up=pp, (6'124)
takze pro vektor rychlosti mtizeme psat
v = pe, + ppe, . (6.125)

Podobné mutzeme postupovat pii odvozeni slozek v polarnich souradnicich pro
vektor zrychleni a, pro ktery plati®

4, =7 = (p— pp?) cosp — (p@ +2pp) sin g . (6.126)

Porovnanim vyrazu (6.126) s vyrazem (6.118) dostaneme, ze

a,=p—pg°, a,=pp+2pp, (6.127)

takze pro vektor zrychleni mizeme psat

a=(p—pp’le, + (pp + 2pp)e, . (6.128)

Napriklad pro pohyb HB po kruznici o poloméru r polozime p = r = konst., pak
mizeme na zakladé vyse uvedenych vztahti psat

R s _ .2 2
v,=7=0, v,=rP=rw, a,=—-TP" = —TW",

A, =TP =T, € =T, €,=—U, (6.129)
kde v, odpovida velikosti okamzité obvodové rychlosti v, tj. v, = v, uvazime-li,
Ze v = rw, potom plati

2
a, = aye, = —a,v = rw’v = v?l/ . (6.130)

Srovname-li vyraz (6.130) s vyrazem (6.72), tak je zfejmé, ze vektor a, reprezen-
tuje dostredivé zrychleni, tj. a, = ap.
Jedna-li se o kruhovy pohyb rovnomérny (w = konst., ¢ = 0), potom plati

vV, =7=0, v,=TPp=10, a,=—-1p’ = —rw*, a,=0. (6.131)

6.6 Skladani a rozkladani pohybu. Pohyb v homo-
gennim tihovém poli

Kona-li hmotny bod nékolik pohybii soucasné, pak vysledny pohyb ziskame tak, Ze
vSechny pohyby slozime, a to v libovolném poradi. Naopak sloZzeny pohyb miiZzeme
rozlozit do jednodusSsich pohybii a ty vySetrovat zvIast.

vvvvvv

jednodussich, napi. pii vysetfovani pohybti v homogennim tihovém poli Zemé’.

6Zderivujeme podle ¢asu vyraz (6.122).
"Neuvazujeme odpor prostiedi.
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Maé-li hmotny bod nenulovou poc¢atecni rychlost, pak takovyto pohyb nazyvame
vrhem, v pfipadé nulové pocatecni rychlosti pak volnym padem.

Jelikoz se vSechna télesa v tithovém poli Zemé pohybuji se stejnym zrychlenim
a = g, budou pro né platit nasledujici vztahy, viz (6.43), (6.44)

v(t) = vo + gt — to) , (6.132)

r(t) = ro + vo(t —to) + %g(t —t9)?, (6.133)

kde ry je pocatecni polohovy vektor hmotného bodu a vy je jeho pocatecni rych-
lost.

Jak vrhy, tak volny pad budeme povazovat za rovinné pohyby, tj. za pohyby jejichz
trajektorie jsou rovinnymi kiivkami. Pro vySetfovani téchto pohybii si zvolime ro-
vinu (x,y). Piislugné vektorové veliciny miizeme zapsat jako®

V(t) = (Uﬂwvy) » Vo= (Uﬂc07vy0) ) I'(t) = (x,y) , To = (x07y0> , 8= (07 _g) :
(6.134)
Pohyb hmotného bodu rozlozime na pohyb vodorovny (podél osy x) a pohyb
svisly (podél osy y), takze rovnice (6.132) a (6.133) budou mit pro uvazované
slozky vektortu (6.134) nasledujici tvar

Uy (t) = Va0 , (6.135)

vy(t) = vyo — g(t —to) (6.136)

2(t) = w0 + vao(t — fo) (6.137)

y(0) = o+ ol — to) — 5(t — 1) (6.138)

Priklad 6.6.1
Necht je hmotny bod vrzen pocatecni rychlosti vy, svirajici s osou z thel o (nazyva
elevaéni), viz obr. 6.16.

Reseni:
Pocatecni hodnoty jsou

to=0; 2g=0, yo=0, vy0 =vVpcos, Vyo = Vpsina . (6.139)

Pro rovnice (6.135) - (6.138) s ohledem na pocate¢ni podminky (6.139) dostavame

v.(t) = vgcosa (6.140)
vy (t) = vosina — gt | (6.141)
x(t) = votcosa (6.142)
1
y(t) = votsina — ith . (6.143)

8Uvazujeme, Ze smér tihového pole je opaény nez orientace osy y. Pro velikost tihového

zrychleni zvolime hodnotu g = 9,81 ms™2.
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Obrézek 6.16: Vrh sikmy vzhiru.

V urcity casovy okamzik ¢, dosdhne vrzeny hmotny bod maximéalni vysky ¢,q4z-
V tomto ¢asovém okamziku pfestava hmotny bod stoupat, tj. rychlost v,(t,) = 0,
takZe z rovnice (6.141) dostaneme

Vo Sin «v
t, = .
g

Protoze hmotny bod bude z maximalni vysky, které dosahne, klesat po stejnou
dobu, jakou stoupal, bude ¢asovy okamzik dopadu (doba pohybu) roven

(6.144)

.
ty = 2t, = oA (6.145)
g

Dosazenim ¢asu t, do vztahu (6.143) dostaneme maximalni vysku vystupu

v2 sin® o

29

a dosazenim Casu t4 do vztahu (6.142) dostaneme vzdalenost, kam vrzeny hmotny
bod doleti

1
Ymaz = Volysin o — — gt = (6.146)

202 sin a cos a v2 sin 2a
xg = votgcosa = —2 =20 . (6.147)

g g
Vylou¢enim ¢asu ¢ z rovnic (6.142) a (6.143) dostaneme rovnici trajektorie uvazo-
vaného hmotného bodu. Pro tento u¢el vyjadiime ¢as z rovnice (6.142), tedy

T

t= . (6.148)
Vg COS v
Tento ¢as dosadime do rovnice (6.143), takze po tpravé dostaneme
y=xtana — J ., (6.149)

————
208 cos? «

Rovnice trajektorie (balisticka kiivka) hmotného bodu (6.149) pfedstavuje rovnici
paraboly.
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Kapitola 7

Dynamika hmotného bodu

Newtonovskd mechanika vychazi ze tii zakladnich navzajem nezavislych pohy-
bovych zakonu (axiomt): Zakon setrvacnosti, Zakon sily a Zakon akce a reakce.
Uvedeme si znéni téchto t¥f zakonii v soucasném pojeti! spolu s jejich matematic-
kym vyjadienim:

Zakon setrvacénosti

Téleso setrvava v klidu nebo rovnomérném piimocarém pohybu, dokud neni
pfinuceno svij pohybovy stav zménit ptisobenim vnéjsich sil.

F=0 = v=konst..
Zakon sily
Casova zména hybnosti télesa se rovna sile, kterd na néj ptsobi.

dp

=F.
dt

Zakon akce a reakce

Jestlize dvé télesa 1,2 na sebe vzajemné ptlisobi silami, pak jsou tyto sily
stejné velké, ale opacné orientované, lezi na spolecné silové primce a v kaz-
dém okamziku plati:

Fip=—Fy .

Tradi¢né se jedna ze sil (libovolnd) nazyva akce, druha reakce.

Zakon setrvacnosti nam tika, ze setrvacnost (vlastnost setrvavat ve svém po-
hybovém stavu) predstavuje jednu ze zékladnich vlastnosti télesa. Dale definuje
zékladni pohybovy stav télesa a pfi¢inu zmény pohybového stavu (tj. zménu vek-
toru rychlosti) télesa, kterd se nazyvé (vngjsi) silou. Jinymi slovy mizeme fict, ze
uvazované téleso méni sviij pohybovy stav pouze interakci (vzajemnym pisobe-
nim) s okolnimi objekty, pfi¢emz kvantitativné tuto interakci popisujeme pomoci

fyzikalni veli¢iny, kterou nazyvame sila.

'Modernim tvarem je minéno, Ze se nejedna o doslovny pieklad zakont, jak je Newton pub-
likoval ve svych Principiich.
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Jestlize na téleso nepodrobené vazbam (neni omezeno v pohybu) nepisobi sila,
nebo na né piisobi vice sil, které maji nulovou vyslednici, nazyvame takové téleso
volnym télesem a jeho pohyb setrvaénym (stejnym zptusobem je mozné definovat
volny hmotny bod).

Newtonova formulace zédkona setrvacnosti plati presné vzato jen pro hmotny bod,
popf. hmotny stied télesa, tj. zminuje jen pohyb translacni (posuvny). Uvedena
formulace zékona se nezminuje o rotaénim (otacivém) pohybu. Aby formulace za-
kona byla uplna, je nutné ji doplnit o tvrzeni, Ze se zachovava i velikost a
smér rychlosti otaceni. Vzhledem k tomu, Ze se v ramci této kapitoly vénujeme
dynamice hmotného bodu, muzeme se s Newtonovou formulaci spokojit.

7 rozboru zakona setrvacnosti vyplyva otazka ohledné vztazné soustavy, vici které
se urcuje stav klidu nebo pohybu. Zakon setrva¢nosti plati ve vztazné soustavé, v
niz se téleso, na které nepiisobi Zadné sily (volné téleso), nachézi v klidu nebo rov-
nomérném pifmocarém pohybu, neboli plati v souradnicové soustavé, v niz plati.
Odtud vyplyva existencni vyznam zakona setrvacnosti, ktery muze byt preformu-
lovan do néasledujictho moderniho znéni:

Existuje vztazna soustava, v niz se volné téleso pohybuje beze zmény rych-
losti. Takovato soustava se nazyva inercialni vztazna soustava.

Je-li jedna vztazné soustava inercidlni, jsou inercialni vSechny vztazné soustavy,
které jsou vaci ni v klidu nebo se pohybuji rovnomérné piimocare.

Diky tomu, ze prvni pohybovy zakon vlastné predstavuje teorém o existenci iner-
cidlni vztazné soustavy, nelze tento zakon povazovat za dusledek druhého pohy-
bového zakona, ve kterém polozime F' = 0.

K urceni vztazné soustavy potiebujeme tii hmotné body, které nelezi na stejné
pifimce. V piipadé, Ze tyto t¥i hmotné body budou volné?, potom ziejmé sou-
stava, ktera se k nim bude vztahovat, bude inercialni vztaznou soustavu. BohuZzel,
zddnou inercidlni vztaznou soustavu neznéme, a tak se musime spokojit se sou-
stavami, které muzeme poklddat za priblizné inercialni. Protoze vSechny znamé
interakce téles slabnou s jejich vzajemnou vzdéalenosti, povazuji se za témér volné
hmotné body objekty, které jsou od sebe velmi hodné vzdéleny®. Za velmi vzda-
lené objekty muzeme povazovat napi. stalice nasi galaxie, jejichz primérné vzda-
lenost ¢ini ~ 10 km. Tyto stélice mizeme s vysokou presnosti povazovat za volné
hmotné body. Souradnicovou soustavu, kterd ma pocatek ve stfedu hmotnosti nasi
slunecni soustavy a jeji dvé osy smétuji ke stalicim, pokladame za témér inercidlni
a nazyvame ji Galileiho soustavou. Casto lze pFijmout s dostacujici presnosti za
inercialni i soustavu pevné spojenou se Zemi. Tuto soustavu nazyvame laboratorni
soustavou.

V Newtonovych pohybovych zakonech vystupuje sila jako zékladni pojem,
ktery vSak témito zakony nemuze byt definovan. Proto je potfeba definovat silu
nezévisle zakonem silového ptisobeni (interakce) mezi hmotnymi body (télesy).
Hybnost p definoval Newton jako sou¢in hmotnosti m a okamzité rychlosti télesa

2Volny hmotny bod je hmotny bod, na ktery nepiisobi vné&jii sily a ktery neni podroben
vazbam (nenf omezen ve svém pohybu).
3Tyto objekty pak s ohledem na jejich vzdalenost mtiZzeme povaZovat za hmotné body.
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v, tj. p = mv. Potom na zakladé zakona sily mizeme psat, ze
dp d(mv)
dt —  dt

Jelikoz v klasické mechanice povazujeme hmotnost m za nezavislou na pohybovém

stavu télesa? (m = konst.), mtiZzeme rovnost (7.1) upravit do nasledujiciho tvaru:

d(mv) dv d*r

—_— M = MM— = Mma. 7.2

dt dt de? (72)

Ze vztahu (7.2) je patrné, Ze sila je pric¢inou zrychleni (zrychleného pohybu) uva-

zovaného télesa a mé s nim stejny smér. To ndm dovoluje preformulovat zédkon

sily nasledujicim zptisobem:

—F. (7.1)

F:

Zrychleni je pfimo umérné ptlisobici sile, mé s ni stejny smér a je nepiimo
umérné hmotnosti télesa.
a=—. (7.3)

Protoze hmotnost m = konst., pak pomér m = |F|/|a| = F/a = konst., tedy
pomeér velikosti sily a velikosti zrychleni je konstantni.
Pro uplné vybudovéani mechaniky je tfeba pridat jesté axiom (zakon) o nezévislosti
silového pisobeni neboli princip superpozice:

Pusobi-li na hmotny bod (téleso) soucasné vice sil, je vysledné zrychleni
rovno vektorovému souctu zrychleni, udélovanych hmotnému bodu (télesu)
jednotlivymi silami,

7

Hmotnost télesa budeme chapat jako skalarni fyzikalni velic¢inu, jejiz hodnota
vyjadiuje miru odporu (,neochoty*) tohoto télesa ke zméné svého pohybového
stavu. TakZe ¢im je vétsi hmotnost télesa, tim klade v&tsi odpor ke zméné svého
pohybového stavu. Odtud vyplyva, Ze chceme-li zajistit dané zrychleni (zménu
pohybového stavu) télesa, pak u téles o velké hmotnosti bude k tomuto zapotiebi
vétsi sily, nez by tomu bylo u télesa s hmotnosti mensi. Jinymi slovy miizeme
fici, Ze hmotnost je mirou setrva¢nych vlastnosti télesa. Kazdé téleso, na které
plisobime silou, potfebuje urcity cas, nez zméni svou rychlost o danou hodnotu.
Ptsobime-li silou dlouhou dobu, pak téleso ,,ochotné“ zméni svou rychlost i vlivem
malé sily. Chceme-li docilit zmény rychlosti v kratkém case, ,brani se“ téleso
této zméné ohromnou silou. Tuto skutecnost je mozné demonstrovat tak, ze tézké
téleso, k némuz je pripevnén provézek, polozime na hladkou vodorovnou podlozku.
Trneme-li prudce provazkem, provazek se pretrhne. Tahneme-li proviazek malou
silou, téleso tim uvedeme do pohybu, aniz by se provazek pretrhl.

Hmotnost, ktera je mirou setrvacnych vlastnosti télesa, budeme nazyvat setrvac-
nou hmotnosti a zna¢ime ji® m,. Setrva¢nou hmotnost uréime napiiklad tak, ze

4Hmotnost se neméni s Casem, tedy je nezavisla na ¢ase.
5V piedchozim textu zna¢ime hmotnost standardné m, i kdyZ s ohledem na tento text by
méla byt znacena m.
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jak na referen¢ni, tak na mérené téleso budeme definovanym zptsobem pusobit
stejnou silou. Referen¢ni téleso se bude pohybovat se zrychlenim ag, kdezto métené
téleso se zrychlenim ax. Oznacime-li setrvacnou hmotnost referenéniho télesa my
a méfenou setrvacnou hmotnost télesa mgx, potom z diivodu piisobeni stejné sily
na obé télesa muZeme ze vztahu (7.3) psat, Ze

MsoQy = Mgxax - (7.5)

Odtud pak uréime setrvacnou hmotnost télesa jako

mgsx — ﬂ7’ns() . (76)
ax

Ze vztahu (7.6) je vidét, ze setrvaénou hmotnost uréime méfenim zrychleni.
Dilezitou experimentalni skutecnosti je, Zze zrychleni pfi volném padu téles je
pro vSechna télesa v daném misté stejné. Toto zrychleni zpravidla znac¢ime g a
nazyvame ho tithovym zrychlenim. Obecné pii kazdém pohybu v okoli Zemé bude
na téleso pusobit tihova sila, kterou nazyvame tihou (diive se fikalo vahou) a
budeme ji oznacovat symbolem G. Pro tihu (tihovou silu) mizeme tedy psat:

G =mg, (7.7)

kde m; je tthova hmotnost.
Tihovou hmotnost lze stanovit pomérem velikosti tihovych sil ptisobicich na refe-
ren¢ni téleso (Gg) a na téleso, pro kterého tihovou hmotnost chceme uréit (Gx)

mix — Myo—=— (78)

kde my je tithova hmotnost referenéniho télesa.

Tihovou hmotnost v8ak bézné urcujeme vazenim, napf. pomoci rovnoramenné
vahy, na jejiz jednu misku poloZime téleso, které chceme vazit, a na druhou misku
klademe referen¢ni téliska (zavazi) znamych hmotnosti. Jakmile dosdhneme rov-
novahy, jsou tithové hmotnosti misek vyrovnény a znédme tim i tthovou hmotnost
télesa my.

Rovnost tihovych hmotnosti dvou riznych téles uré¢ime tedy vazenim. Rovnost
dvou setrva¢nych hmotnosti se projevuje tim, Ze stejné veliké sily jim udéluji stejné
velké zrychleni. Otézkou je, zda dvé télesa, jedno napt. olovéné a druhé zZelezné,
kterd maji stejnou tithovou hmotnost, budou mit stejné i hmotnosti setrvacné,
tj. pfi ptusobeni stejnych sil by nabyvaly stejnych zrychleni. Experimentalné bylo
ukazano (s velmi vysokou presnosti), Ze rizna télesa o stejnych tthovych hmot-
nostech, maji i stejné setrvacné hmotnosti. Takze byla zjisténa skutecnost, ze z
rovnosti tfhovych hmotnosti plyne rovnost jejich hmotnosti setrva¢nych a naopak,
tedy

My = My <= Mgl = Mo . (79)
Vydélime-li prvou rovnici rovnici druhou, dostaneme:

msi1 Ms2

=2 (7.10)

mg M2

Pomér hmotnosti tithové a setrvacné téhoz télesa je pro vSechna télesa stejny. Zavisi
jen na volbé jednotek, v nichz tithovou a setrvacnou hmotnost mérime. Méfime-li
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obé& hmotnosti ve stejnych jednotkach, je tento pomér roven jedné®. Pak hmot-
nost setrva¢na kazdého télesa je rovna jeho hmotnosti tihové. Tento zajimavy
vysledek je z hlediska Newtonovy mechaniky experimentalni skute¢nosti, avSak v
Einsteinové teorii gravitace predstavuje zakladni princip, podle kterého tihové a
setrvacné vlastnosti jsou projevem jedné a téze fyzikalni veli¢iny - hmotnosti. V
dnesni dobé méa tedy otazka existence jakoby dvou ruznych fyzikalnich veli¢in -
hmotnosti setrvacné a hmotnosti tithové - jen historicky vyznam. V dalsim textu
budeme proto hovorit jen o hmotnosti a znacit ji budeme m.

Hmotnost udavame v kilogramech, jejichz zkratkou je kg. Jelikoz sila pfedstavuje
vyznamnou fyzikalni veli¢inu, tak ma i svoji jednotku a tou je newton, jehoz
zkratkou je N, N=kg.m.s72. Ze vztahu (7.3) piimo vyplyvé, Ze téleso ma hmot-
nost 1 kg, kdyZ mu sila 1 N udéluje zrychleni 1 m.s~2.

Je tfeba zduraznit, ze 1. a 2. pohybovy zékon plati pouze v inerciélni vztazné sou-
stavé. Platnost tfetitho pohybového zédkona vsak neni vazédna pouze na inercialni
vztazné soustavy. Tteti pohybovy zédkon umoziuje prechod od dynamiky hmot-
ného bodu k dynamice soustavy hmotnych bodi. Z tfetitho pohybového zakona
vyplyva, Ze soucet sil akce a reakce je vzdy roven nulovému vektoru. Je vsak nutné
si uvédomit, ze tyto sily piisobi na rizna télesa: Fo oznacuje silu, kterou plisobi
prvni téleso na téleso druhé a Fs; je sila, kterou ptisobi druhé téleso na téleso
prvni, a nelze je proto secist. Skladat 1ze totiz jen sily pisobici na stejné téleso.

Priklad 7.0.1

Osoba o hmotnosti mo = 65 kg tlaci vozik po podlaze, jehoz hmotnost i s nakupem
je my = 19 kg. Osoba pii tlaceni voziku pusobi na podlahu silou Fp_p = 150 N.
Proti pohybu voziku piisobi tfeci sila F; = 24 N. Spocitejte jaké zrychleni zptisobi
dana osoba. Popisovana situace je zachycena na obr. 7.1.

r 3\

<«——soustava

-« > .ﬁ-
Fo_p Fp_o Fy

Obrézek 7.1: Osoba tlacici vozik a sily ptusobici v horizontalnim sméru.

6Nejnovéjsi méfeni dosahla pii ovéfovani rovnosti setrvaéné a tihové hmotnosti hodnoty 1+
10712,
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Reseni:

Protoze osoba a vozik zrychluji spolecné, tak na né pohlizime jako na jednu
soustavu. Osoba pusobi na vozik silou Fp_y (akce) a vozik piisobi na osobu,
podle Zakona akce a reakce, stejné velkou silou, ale opacné orientovanou, tj.
Fy_o = —Fp_y. Protoze osoba ptisobi na podlahu silou Fp_p, tak opét podle
Zakona akce a reakce, puisobi stejné velkou silou, ale opa¢né orientovanou podlaha
na osobu, tj. Fp_o = —F¢_p. Protoze sily Fo_y, Fy_o a Fo_p jsou sily, které
neptsobi na soustavu, tak je nebudeme pfi vypoctu jejiho zrychleni uvazovat. Je-
diné sily, které pusobi na uvazovanou soustavu jsou Fp_o (jeji velikost je 150 N) a
F, (jeji velikost je 24 N), pticemz tieci sila je opa¢né orientované. Takze vysledna
sila F, = Fp_p + F; pusobici na soustavu ma velikost

F.=Fp o—F, =150 —24 =126 N .

Hledana velikost zrychleni soustavy je

F, 126
qQ = —- =

126 2
mo + my 84 '

=1,5ms”

Pozn.: Jesté na soustavu pusobi vertikalni sily (tihové sily a jejich reakce), které
neni jiz potieba do vysledné sily zahrnout.

7.1 Zakladni alohy dynamiky

Ulohy, se kterymi se v dynamice hmotného bodu setkavame, miizeme rozdélit do
dvou skupin.

1. Prvni zakladni iloha mechaniky
Jedna se o tlohu, kterd z daného popisu pohybu, tj. kinematické rovnice
hmotného bodu r(t) nebo v(t), maji ur¢it pusobici silu. Pusobici silu ziskame
z 2. pohybového zakona tak, Zze vynasobime zrychleni hmotného bodu jeho
hmotnosti:
F=ma, (7.11)

pricemz zrychleni ziskdme z dané kinematické rovnice uvazenim rovnosti:

B dv B d’r

=—=—. A2
dt  de? (7.12)

a

2. Druha zakladni iloha mechaniky
Jedna se o ulohu, kterda ma z danych sil pusobicich na hmotny bod urcit
pribéh pohybu, tj. najit kinematické pohybové rovnice hmotného bodu (r(t)
a v(t)). K vyFeSeni této tlohy je nutné fesit rovnici, ktera je matematickym
vyjadfenim druhého pohybového zakona. Tato rovnice méa nésledujici tvar:

d’r dr
— =F{(tr — 7.13
s =P (en ) (713
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kde sila je obecné funkci ¢asu, polohy a rychlosti. Tato rovnice se nazyva
pohybova rovnice ve vektorovém tvaru. K tomu, abychom mohli Fesit vek-
torovou diferencialni rovnici druhého fadu (7.13), musime navic znat poca-
tecni podminky soutadnic r(ty) = ro a rychlosti v(tg) = vy. Chceme-li Fesit
tuto vektorovou diferenciélni rovnici, pak ji zpravidla fesime pro jednotlivé
slozky”, tj. vektorova diferencialni rovnice piejde v soustavu tif skalarni dife-
rencialnich rovnic. V kartézkych souradnicich mtazeme vyjadrit ve slozkovém
tvaru druhy pohybovy zakon jako

do, d*z dr dy dz
_ — i t - = = 14
dv, d%y dr dy dz
may = mE = m@ == Fy (t,l’,’y,Z, E, E, E s (715)
dv, d?z dr dy dz
z = = Vo 1z t7 s Y%y Ty Ty 14 . 7.16
B TR TE ( S SRTAIET dt) (7.16)

Rovnice (7.14)-(7.16) se nazyvaji pohybové rovnice ve slozkovém tvaru. Pro
feSeni pohybovych rovnic ve slozkovém tvaru je nutné znat i pocatec¢ni pod-
minky v tomto tvaru:

z(to) = xo , Va(to) = Va0 (7.17)
y(t()) = Yo, Uy(tO) = Uyo (718)
2(to) = 20, ws(to) = Va0 - (7.19)

7.2 Galileiho princip relativity a Galileiho trans-
formace

Uvazujme dvé souradnicové kartézské soustavy, které se viici sobé pohybuji, si-
tuace je zachycena na obrazku 7.2. Necht hmotny bod P o hmotnosti m mé v
uvazovanych souradnicovych soustavach polohovy vektor r, resp. r’. NapiSeme
pohybové rovnice hmotného bodu pro obé uvazované soustavy

d’r
d?r
Pro rozdil sil dostaneme, Ze
d? d*R

Uvézime-li, ze m # 0, potom rozdil sil v rovnosti (7.22) bude nulovy jen za
predpokladu, Ze

d°R dR

o 0 neboli T konst. = vp. (7.23)

"V piipadg, ze sila je konstantni, je mozné Fesit pohybovou rovnici rovnou ve vektorovém

tvaru.
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Obréazek 7.2: Polohové vektory bodu P v ne¢arkované a carkované kartézské sou-
stave.

Odtud vyplyvé, ze sily jsou si rovny jen v piipadé, Ze se obé souradnicové soustavy
vici sobé pohybuji konstantni rychlosti vg, tj. neméni se jak jeji velikost, tak jeji
orientace. Predpokladédme-li, Ze necarkovana soutradnicovi soustava je soustavou
inercialni a ¢arkovana soustava se viuci nec¢arkované pohybuje konstantni rychlosti,
jak co do orientace, tak rychlosti, potom je i ¢arkovana soustava soustavou inerci-
alni. Tato skutecnost se da zobecnit a muzeme tvrdit, ze vSechny soustavy, které
se pohybuji rovnomérné primocaie vzhledem k inercidlni vztazné soustaveé, jsou
rovnéz inercialnimi vztaznymi soustavami.

Na zakladé vyse uvedené rovnosti sil v inercialnich vztaznych soustavach tedy
plati, Ze pohybové rovnice maji stejny tvar a ze sily piisobici na vySetfovany
hmotny bod jsou stejné. Odtud je mozné napsat tzv. Galileiho (klasicky) princip
relativity:

Galileiho princip relativity

VSechny inercidlni vztazné soustavy jsou pro popis mechanickych déji rov-
nocenné a zadnymi mechanickymi experimenty nelze zmérit absolutni pohyb
dané inercialni soustavy.

Uvazujme dvé inercidlni vztazné souradnicové soustavy, pricemz predpoklé-
dame, Ze se ¢arkovana soustava vuci té necarkované pohybuje rovnomérné primo-
¢are rychlosti vg, opét viz obr. 7.2. Jelikoz jeden ze zakladnich postulatu klasické
mechaniky je predpoklad absolutniho ¢asu, pak pro obé soustavy bude platit,
7e t = t'. Pro polohové vektory v uvazovanych soustavach dostavame néasledujici
vztah:

r=r+R=r+vpt. (7.24)
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Derivaci podle ¢asu, s uvazenim, ze vp = konst., dostaneme:

dr dr
neboli
v=v +vg. (7.26)

Nasledujici derivaci podle ¢asu® rovnice (7.26) obdrZime rovnost:

dv dv
— = — 7.27
dt dt ( )
neboli
a=a . (7.28)

Nalezené transformacni vztahy mtuzeme napsat pohromadé a predstavuji tzv. Ga-
lileiho transformaci:

Galileiho transformace

r=r +vpt,v=v +vgp,a=a,t=1t. (7.29)

8Rychlost vp = konst. je konstantni co do sméru i rychlosti, potom jeji ¢asova derivace je
rovna nulovému vektoru.
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Kapitola 8

Neinercialni vztazné soustavy

Uvazujeme ¢arkovanou vztaznou soustava §’, jejiz poc¢atek O se vzhledem k li-
bovolné zvolené inercialni vztazné soustavé S (ne¢arkovana) se pohybuje s ne-
nulovym zrychleni nebo ¢arkovana soustava rotuje kolem okamzité osy otéceni
prochazejici jejim pocatkem (osa v ¢ase muZe ménit svoji polohu a tedy vektor
thlové rychlosti se s ¢asem méni, tj. jak jeho velikost, tak jeho orientace) vuci
S ¢ konéd oba zminéné pohyby soucasné (jedné se o obecny slozeny pohyb). V
takovém pripadé predstavuje ¢arkovana soustava neinercialni vztaznou soustavu.
Pripomenme, Ze v neinercialni vztazné soustavé neplati 1. a 2. Newtontuv pohy-
bovy zakon. Proto nasSim cflem je nalezeni pohybové rovnice, ktera bude platit
pro neinercialni vztaznou soustavu.

8.1 Odvozeni pohybové rovnice pro neinercialni
vztaZznou soustavu

Neinercialni vztazna soustava v jistém casovém okamziku je zachycena na obr.
8.1. Z obrazku lze vidét, Ze musi platit, Ze

r=r+R. (8.1)

Byt ¢arkovana (neinercialni) soustava viaci ne¢arkované (inercialni) soustavé muze
konat obecny pohyb, tak mi si zvolime postup, kdy jeji pohyb budeme postupné
popisovat pro jednodussi piipady, az postupné dospéjeme k popisu obecnému.

1. Pocatek c¢arkované soustavy O’ se vucéi necarkované soustavé nepohybuje
a carkovana soustava kond jen otacivy (rota¢ni) pohyb vuéci nec¢arkované
soustavé s ihlovou rychlosti w, pfi¢emz bod P se nepohybuje viéi ¢arkované
soustavé (jen vici necarkované se otaci). Tedy musi platit, ze

/
@:0, ﬂzﬂ a w#0, (8.2)
dt dt
kde ¢arkou d’ vyjadiujeme, Ze se jednad o ¢asovou zménu pozorovanou v
carkované soustave.
S ohledem na vztah (8.1) muzeme ¢asovou zménu vektoru r, ktera odpovida
obvodové rychlosti bodu P, zapsat jako

dr dr’ dR dr’
FTARr TR T T (8.3)
=0
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Obrazek 8.1: Orientace neinercialni (¢arkované) vztazné soustavy vici inercialni
(necarkované) soustavé v néjakém c¢asovém okamziku.

takze obvodova rychlost bodu P je dana jako ¢asova derivace polohového
vektoru r'. Déle si rozloZzime vektor r’ na dvé slozky, jedna bude rovnobézna
s osou otaceni a druh& bude na ni kolmé, viz obr. 8.2, tj.

r=r+r. (8.4)

Obvodovou rychlost bodu P muZzeme na zakladé vztahu (6.67) napsat jako

Obrazek 8.2: Rozklad vektoru r’ na dvé slozky rj a r).

dr
dt

Protoze z definice vektorového souc¢inu musi platit, Ze w x I’” = 0, tak tento

—wxr . (8.5)

¢len muzeme pricist k ¢lenu na pravé strané rovnice (8.5), aniz se jeji rovnost
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porusi, takZze dostaneme:

dr’

E:wxr’l—i—wxrﬁ:wx(r’L—i—r’H):wxr’. (8.6)
Tedy plati, ze
dr
T r. (8.7)

.V dalsim pfipadé uvazujme, Ze se oproti predchozimu pfipadu méni s ¢asem

poloha bodu P i vzhledem k ¢arkované soustavé, takze plati:

dR d'r

— =0, —#0 a w#0. 8.8
% 57 # (8.8)
To ma za nésledek, ze vii¢i neCarkované soustavé je zména polohy bodu
P dana jak otacenim cCarkované soustavy, tak jeho zménou polohy v této
soustavé. TakZe s ohledem na vztah (8.7) muze psat:

dr d'r
— = / (8.9)
dt dt
Tento vztah nam udava ¢éasovou zménu vektor r v necarkované soustave.
Budeme-li na vektor r’ pohlizet jako na ,,geometricky model*, tedy nahradime-
li ho jinym vektore, tfeba q, tak pro jeho ¢asovou zménu bychom dostali
stejny vztah, tj.

dg dq

— =—+wX 8.10

ar  dt 4 (8.10)
neboli pro vyjadreni ¢asové zmény libovolné vektorové veli¢iny v necérko-
vané soustavé je mozné pouzit nasledujiciho operéatoru:

d-d-

—=—4wx-, 8.11

dt dt (8.11)
kde za tecku dosadime konkrétni vektorovou veli¢inu, jejiz ¢asovou zmeénu
chceme urcit.

Nyni budeme predpokladat nejobecnéjsi piipad, tedy Ze se vici necarkované
soustavé pohybuje pocatek ¢arkované soustavy O, ¢arkovand soustava v
necarkované soustavé vykonava otacivy pohyb a poloha bodu P se s Casem
méni, tedy

dR d'r

— #0, —#0 a w#0. 8.12

=5 77 # (8.12)
S ohledem na vztahy (8.1) a (8.9) lze psat:

dr  dR dr dR dY

/
@ a Ta T T ter (8.13)

Vztah (8.13) mizeme vyjadiit pomoci okamzitych rychlosti:

v=V+VvV+wxr, (8.14)
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kde v pfedstavuje rychlost bodu P v ne¢arkované soustavé, V vyjadiuje rychlost
pocatku ¢arkované soustavy O, v/ je rychlost bodu P z pohledu ¢arkované sou-
stavy a w X 1’ reprezentuje unasivou rychlost.

Protoze nasim cilem je nalezeni pohybové rovnice HB pro neinercidlni vztaznou
soustavu, je nejdfive nutné nalézt vztah pro zrychleni. Proto zderivujeme podle
¢asu rovnici (8.14):

dv. dV dv  d(wxTr)

— =—+ — 8.15
dt dt * dt * dt (8.15)
Pro derivaci vektorového souc¢inu dvou vektorovych veli¢in plati:
d(ux w) du < w1 x dw (8.16)
———— = — XWH+uUx —. .
dt dt dt
S ohledem na toto pravidlo muzeme déle vztah (8.15) upravit jako
dV_dV+dV’+d<.u>< L ><dr’ (8.17)
at —dt Car ar T N an ‘

V této rovnici pouzijeme operator pro ¢asovou derivace (8.11), ze kterého vyplyva,
7e

v d'V
E—E—wax/, (818)
dw dw dw
= = 1
TR A (519)
dr  d'r )
- 2
T T +w X (8.20)

Vidime z vysledku (8.19), Ze ¢asova zména thlové rychlosti w je z pohledu obou
soustav stejna. Za piislusné derivace ve vztahu (8.17) dosadime ze vztaha (8.18)
a (8.20):

dv_dV+d’v’+ NI AN d’r’+ ¥ (8.21)
dt  dt a ¢ a Tt a el ‘
~— \( ~~ ~— ~~

Odtud pak miizeme psat:
a=A+ad+exr+2wxVvV+wx (wxr), (8.22)

kde a je zrychleni bodu P z pohledu ne¢arkované (inercialni) vztazné soustavy,
a’ je zrychleni bodu P z pohledu ¢arkované (neinercialni) vztazné soustavy a e
predstavuje ithlové zrychleni ¢arkované soustavy.

Rovnici (8.22) vynasobime hmotnosti uvazovaného HB:

ma=ma +mA+me x1r +2mw x vV +mw x (wxr). (8.23)

Z této rovnice si mizeme snadno vyjadfit pohybovou rovnici pro neinerciélni sou-
stavu:
ma =F—mA —me X1 —2mw x vV —mw x (wx7r), (8.24)
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kde F = ma.
Tuto pohybovou rovnici mizeme pfepsat do nasledujiciho tvaru:

ma/:F+FS+FE+Fc+Fo, (825)

kde F je prava (skute¢nd, realna, vtisténa) sila pusobici na hmotny bod, zatimco
zbyvajici ¢tyfi sily predstavuji sily, které zajistuji jakousi ,,korekci® pohybové rov-
nice, aby mohla platit pro uvazovanou neinercialni soustavu. Tyto ¢tyfi sily se
oznacuji jako sily nepravé (kinematické, zdanlivé, fiktivni, neskuteéné), coz sou-
visi s faktem, Ze tyto sily jsou jen kinematickym dusledkem posuvného (translac-
niho) a ota¢ivého (rota¢niho) pohybu vztazné soustavy a ne vysledkem silového
pusobeni realného fyzikalniho objektu, takZze k nim neexistuje pfislusna silova
reakce. Na rozdil od sil nepravych se zménou vztazné soustavy, bez ohledu jestli
jde o soustavu inercidlni ¢i neinercialni, se pravé sily neméni. Setrvacné sily
se objevuji jen v pohybovych rovnicich pro neinercidlni vztazné soustavy, takze
prechodem od soustavy neinercialni k soustavé inercialni tyto sily vymizi.

Prvni z nepravych sil je tzv. setrvacné sila

F,=—-mA. (8.26)
Druha z nepravych sil je tzv. Eulerova sila
Fyp=magp=—-mexr, (8.27)

kde ap = —e x r’ je Eulerovo zrychleni.
TTeti neprava sila je tzv. Coriolisova sila

FC = mag = —2mw X \'d R (828)

kde ac = —2w x V' je Coriolisovo zrychleni.
Posledni nepravou silou je tzv. odstrediva sila

Fo =map = —mw x (w x 1), (8.29)

kde ap = —w X (w x r') je odstiedivé zrychleni.

8.1.1 Odstrediva sila

K uréeni sméru a velikosti odstredivého zrychleni vyjdeme z obrazku 8.3. Prove-
deme rozklad polohového vektoru do dvou slozek r' = r/, + r{, kde slozka r’, je
kolmé k ose rotace, kdezto slozka I’” je s ni rovnobézné, viz obr. 8.3. Dosazenim
téchto slozek do vyrazu pro odstifedivou silu a po nasledné tpravé dostaneme

ap = —wx (wxr)=-wxwx ([ +r))]=-—wx(wxr)-—wx(wxr)=
=0
—wXx (WwWxr)=—ww r)+r(w w=wr . (830
-0
Z vysledku (8.30) je vidét, ze odstfedivé zrychleni je kolmé na okamzitou osu
otaceni! (viz obr. 8.3) a ma velikost, jeZ je dédna sou¢inem poloméru kruZnice,

Wektor odstiedivého zrychleni je orientovan od stiedu kruZnice, po které se pohybuje bod
P, odtud je zfejmé pojmenovani tohoto vektoru.
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Obrazek 8.3: Usporadani vektortu pii urceni velikosti a sméru odstredivého zrych-
leni.

kolem které bod P obiha, a kvadratu velikosti thlové rychlosti. Z rovnosti (8.30)
je patrné, ze (na rozdil od dostfedivého zrychleni) odstiedivé zrychleni, a tedy
i odstiediva sila, nezavisi na rychlosti pohybu télesa (hmotného bodu, které
téleso reprezentuje).

Pro vysvétleni odstiedivé sily budeme uvazovat nésledujici pripad. Necht se disk
otaci konstantni thlovou rychlosti w. Uprostied tohoto disku je pivot, ke kterému
je pomoci provizku prichyceno téleso ve tvaru kvadru o hmotnosti m a toto té-
leso se pohybuje obvodovou rychlosti v po kruznici a tato rychlost je v kazdém
okamziku k ni te¢na. Pozorovatel se nachazi mimo tento disk a je v klidu vici
inercidlni vztazné soustavé, takze pozoruje vySetfovany pohyb z pozice inercialni
vztazné soustavy, viz obr. 8.4. Pozorovatel vidi, ze se téleso pohybuje po kruznici
o poloméru r, takze na néj musi pusobit sila smérujici do stfedu rotujiciho disku,
jedné se tedy o dostiedivou silu Fp = map, protoze jinak téleso, podle Zakona
setrvacnosti, by muselo byt v klidu nebo rovnomérném piimocarém pohybu. Kdy-
bychom presttihli provazek, tak by se téleso pohybovalo rovnomérné primocare ve
sméru obvodové rychlosti, kterou ma téleso v okamziku prestiizeni, protoze téleso
setrvava ve svém pohybovém stavu. V dusledku Zakona akce a reakce bude pro-
stfednictvim tohoto provazku ptsobit téleso na pivot reakéni silou Fg, ktera je
stejné velka jako sila dostrediva, ale je opacné orientovana, tedy Fp+ Fr = 0. Sila
dostfediva je silou pravou a existuje k ni reakce, pficemz dostiediva sila ptisobi
na téleso, kdezto reakéni sila (reakce) pusobi na pivot.

Nyni si popiseme, jak by situaci vidél tento pozorovatel, kdy se postavil na rotujici

Obrazek 8.4: Pozorovatel je v klidu vuéi inercialni vztazné soustave.

disk. V tomto pripadé pozoruje situaci z pohledu neinercialni vztazné soustavy,
coz je soustava spojena s rotujicim diskem, viz obr. 8.5. Pozorovatel vidi, ze téleso
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je vuci nému v klidu, to znamené, Ze na néj nepiisobi zadna vysledna sila. Aby
tomu tak mohlo byt, tak se musi sila dostfediva (o které vi z predchoziho pozo-
rovani z pohledu inercialni vztazné soustavy) vyrusit néjakou jinou silou a tou
je pravé sila odstiediva Fp, pro kterou plati, ze Fo = —Fp (obé sily pusobi na
totéz téleso). Tedy k vysvétleni pozorované situace potfebuje novou silu (nepra-
vou), kterd se v predchozim piipadu nevyskytovala. Tato odstiediva sila je tedy
jen disledkem pozorovani z pohledu neinercialni vztazné soustavy a nemé k sobé
reakci.

Je nutné si uvédomit, ze ackoliv odstiediva sila predstavuje nepravou (zdanlivou)

Obrézek 8.5: Pozorovatel je v klidu vici neinercialni vztazné soustave.

sflu, tak jeji u¢inky jsou realné. Kdyby se pozorovatel nachazel na okraji disku,
tak by mohl z disku spadnout (v pfipadé nedostatecné velké teci sily) ptisobenim
této sily. Ke znazornéni plisobeni odstredivé sily muze poslouzit obr. 8.6. Na ob-
réazku je zachycen pfedmét na sedadle automobilu, ktery vjel do kruhové zatacky.
Diky slabé tieci sile se se pfedmét vedle Fidice zacne pohybovat po sedadle. Z

Obréazek 8.6: Posun predmétu na sedle automobilu jedouctho kruhovou zatackou.

pohledu inercidlni vztazné soustavy si pfedmét zachovava sviij pohybovy stav, tj.
bude se pohybovat ve sméru te¢ném ke kruznici, jejiz polomér odpovida poloméru
kruhové zatacky, ¢imz se pii jizdé automobilu zatackou pohybuje po sedadle ve
sméru od tidice. Z pohledu neinercialni vztazné soustavy ptisobi na predmét od-
strediva sila, kterd mé za nasledek posun piredmétu po sedadle ve sméru od stfedu
drahy automobilu (kruznice).
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Nektera zarizeni vyuzivaji pusobeni odstfedivych sil, patii k nim zejména zdi-
macky pradla ¢ odstfedivky pouzivané v chemickych a biochemickych laborato-
tich.

8.1.2 Coriolisova sila

Coriolisova sila (8.28) zavisi na rychlosti, se kterou se vzhledem k rotujici sou-
stavé hmotny bod pohybuje. Je-li hmotny bod v klidu anebo se pohybuje rovno-
bézné s osou otaceni, Coriolisova sila na néj nepusobi. Nejvétsi vliv mé Coriolisova
sila na pohyby kolmé k ose otaceni. Coriolisova sila je vzdy kolméa na smér pohybu
hmotného bodu, a tedy se jedné o silu gyroskopickou.

Coriolisovu silu je mozné fyzikalné demonstrovat na nasledujicim piikladu. Uva-
zujme rotujici disk s thlovou rychlosti w a o poloméru r, v jehoZz stfedu se nachéazi
zafizeni, které vystieli kulicku rychlosti v, tak aby zasdhla ter¢ umistény na okraji
disku. Kuli¢ka, kterou reprezentujeme hmotnym bodem, se bude tedy pohybovat
k okraji rotujiciho disku a my jeji pohyb budeme pozorovat jak z pozice pozorova-
tele, ktery se nachézi v inercialni soustavé (mimo disk), tak z pozice pozorovatele,
jenz se nachazi ve stfedu rotujiciho disku, tedy v neinercialni vztazné soustave.
Nejdrive se budeme vénovat pozorovateli, ktery se nachazi v inercidlni soustavé,
viz obrazek 8.7. Na obrazku 8.7 a) je zachycena situace v pocateénim ¢ase tq. Diky
tomu, ze se disk otaci konstantni thlovou rychlosti w, nezasahne kulicka terc. Z
pohledu pozorovatele v inercialni soustavé se kulicka pohybuje po pfimce rychlosti
v a v ase t >ty dosadhne kraje disku, tj. r = v(t — ty) = At, jak je zachyceno na
obrazku 8.7 b). Za ¢as At se ter¢ posunul o usek As, jemuz odpovida stredovy

t >ty

’U

Al
]
S

©

a) b)

Obrazek 8.7: Pozorovani pohybu kulicky z pohledu pozorovatele nachéazejiciho se
v inercidlni soustavé. Na obrazku je zachycena situace v pocatecnim case ty a v
¢ase dopadu t.

thel Ay, takze plati:
As = rAp = rwAt = vwAt? (8.31)
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kde za polomér bylo dosazeno r = vAt.

Jinak pohyb kulicky vidi pozorovatel, ktery se nachézi ve stfedu otacejiciho se
disku. Tento pozorovatel je soucasti neinercialni rotujici vztazné soustavy. Pro to-
hoto pozorovatele se otaci objekty mimo disk tthlovou rychlosti w, avsak v opa¢ném
sméru, nez rotuje disk vzhledem k inercialni vztazné soustavé. Popsana situace se
nachézi na obrazku 8.8 a). Pozorovatel v neinercialni soustavé samoziejmé rov-

10 f>f()

a) b)

Obréazek 8.8: Pozorovani pohybu kulicky z pohledu pozorovatele nachézejiciho se
v neinercialni soustavé. Na obrazku je zachycena situace v pocateénim cCase t; a
v ¢ase dopadu t.

néz pozoruje, Ze kulicka nezasahla ter¢ (zménou souradnicové soustavy se nemize
zménit fyzikalni skutecnost). Jenze pfi¢inu toho, Ze kulicka, a¢ byla vystielena
presné na terc, nezasahla terc vidi z pohledu své soustavy jinak. Tento pozorova-
tel mél za to, ze se kulicka bude pohybovat rovnomérné primocare, avsak vidi, ze
vysledny pohyb se d&je po kiivee?, viz obr. 8.8 b). ProtoZe na zakladé Zakona se-
trvacnosti se téleso pohybuje rovnomérné piimocare, dokud neni pfinuceno vnéjsi
silou jinak, usoudi pozorovatel z neinercialni soustavy, Ze na kulicku (hmotny bod)
musela ptsobit néjaka sila, kterou reprezentuje Coriolisova sila Fg. Jelikoz neza-
visle na volbé vztazné soustavy musime pozorovat stejny fyzikalni vysledek, tak
tato sila zpusobi stejny odklon kulicky od terée As, jako v pripadé pozorovani
déje z pohledu inercidlni vztazné soustavy.

Coriolisovu silu muzeme snadno pocitit ,na vlastni kuzi“, kdyz se posadime na
otoc¢nou zidli. Nejdfive uvolnénou rukou nacviéme rychly pohyb od kolenou smé-
rem k nasemu télu. Potom zidli rozto¢ime a nacvicenym pohybem se pokusime
trefit do cela. Pokud na samotny pohyb prili§ nemyslime, Coriolisova sila nam
odkloni pohybujici se ruku, takze se do cela netrefime.

?Da se ukéazat, 7e touto kfivkou je spirala. Tato kiivka je vysledkem souc¢asného ptisobeni
Coriolisovy a odstfedivé sily.

Ostrediva sila Fp
pusobi ve sméru
radialnim, takze
odklon kulicky
nemuze zpusobit.
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8.1.3 Setrvacna sila a princip ekvivalence

Uvazujme téleso (HB) o hmotnosti m padajici volnym padem v homogennim ti-
hovém poli Zemé. V takovém piipadé se bude téleso pohybovat se zrychlenim g
a jeho pohyb bude primocary a rovnomérné zrychleny. Zvolime za ¢arkovanou
(neinercialni) soustavu takovou, Ze se jeji poc¢atek O" bude pohybovat pravé se
zrychlenim g, tedy A = g, viz obr. 8.9. Z pohledu necarkované (inercialni) sou-
stavy se bude téleso pohybovat se zrychlenim a = g.

Vzhledem k tomu, Ze v nasem piipadé w = € = 0, tak z rovnice (8.22), resp.

[

a=0
g m

)

Y

T

Obréazek 8.9: Volny péd télesa z pohledu inercialni a neineridlni vztazné soustavy,
kterd se pohybuje se zrychlenim g.

(8.24) obdrzime:
a=a-A=g—g=0, respp ma=G+Fs=mg—mg=0, (832)

kde F = G je sila prava.

Odtud dostavame, ze v ¢arkované soustavé vsechna télesa se pohybuji s nulovym
zrychlenim, jako by zde zadna tiZe neexistovala a plati pro né Zakon setrvac¢nosti.
Prakticky neexistuje zptusob, jak napt. v kosmické lodi urcit, zda lod pada volnym
padem v tithovém poli Zemé nebo se pohybuje rovhomérné pifimocaie ve vesmiru
daleko od vSech zdroju gravitace.

Jiny pripad zachycuje obr. 8.10. Na tomto obrazku se vazi pasazér kosmické lodi
pred startem na Zemi (A = 0) a zjisti svoji hmotnost 75 kg nebot podle rov-
nice (8.24) dostavame (jak ¢arkovana, tak necarkované soustava jsou soustavami
inercialnimi):

ma =F+Fs=G+ Fs=mg—mA=mg—m0=mg=G . (8.33)
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Nésledné se zvazi tento pasazér v kosmické lodi daleko od vSech zdroju gravitace,
tj. prava sila je nulova (F'=0), pfi¢emz tato lod se pohybuje se zrychleni A = —g.
Na zékladé pohybové rovnice (8.24) pro tento piipad miZeme psat:

ma =F+Fs=0—mA=—-m(—g)=mg=G. (8.34)

Odtud vidime, Ze pasazér naméii stejnou hmotnost jako pred startem.
Vyse popsané piipady jsou diisledkem rovnosti tihové a setrva¢né hmotnosti, tedy

vesmirny prostor

F=0

Obrézek 8.10: Uréeni hmotnosti pasazéra v kosmické lodi stojici na Zemi a pohy-
bujici se vesmirnym prostorem se zrychlenim g.

principu ekvivalence.

8.2 Pohybova rovnice hmotného bodu pohybuji-
ciho se blizko nad zemskym povrchem pro sou-
stavu pevné spojenou s rotujici Zemi

Predpokladejme, Zze Zemé koné pouze rotacni pohyb kolem své osy, pricemz vek-
tor uhlové rychlosti w Zemé povazujeme za konstantni, tj. dw/dt = 0. Déle Zemi
povazujeme za homogenni kouli o poloméru® R a pocatek inercidlni soustavy umis-
time do jejiho stfedu. Pocatek neinercialni soustavy se nachazi na povrchu Zemé,

3Za polomér Zemé budeme povazovat R = 6378 km.
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Obrézek 8.11: Poloha ¢arkované a necarkované soutradnicové soustavy na Zemi.

pricemz jeho poloha je urc¢ena pouze dvéma soutadnicemi ¢ a ¢, viz obr. 8.11. Ne-
inercialni soustava tedy kona ¢isté rotacni pohyb kolem osy a pocatky inercidlni
a neinercialni soustavy nejsou totozné. V tomto pfipadé je mozné pouzit k popisu
hmotného bodu vuéi rotujici soustavé pohybovou rovnici (8.24), kterou prepiseme
do tvaru:

? 2 /
dd;:F—m%;—mi—jxr’—Qmwxt—?—mwx(uxr’). (8.35)
kde polohovy vektor R ukazujici na pocatek neinercidlni soustavy neméni s ca-
sem svoji velikost, ale jen orientaci, jelikoZ po¢atek O" neinercialni soustavy obihéa
po kruznici. Ukazuje-li polohovy vektor r' na bod P, ktery by byl nepohyblivy
vzhledem k neinercialni soustavé, bude obfhat se stejnym vektorem thlové rych-
losti w jako koncovy bod polohového vektoru R, viz obr.8.11. Vzhledem k tomu,
Ze Casova zména polohového vektoru R je ¢asova zména pozorovana v inercidlni
vztazné soustavé, vyjdeme pro vyjadieni této zmény ze vztahu (6.67), ktery pro
nés ucel prepiseme jako

m

dR
Derivaci této rovnice podle ¢asu s uvazenim dw/dt = 0 dostaneme:
d’R dR
— = —_—. 8.37
a2~ Y@ (8:57)

Dosadime-li do posledniho ¢lenu na pravé strané rovnice (8.37) ze vztahu (8.36),
pak dostéavame, ze
d’R
2
Dosazenim vztahu (8.38) do rovnice (8.35), opét s uvazenim dw/dt = 0, dospé&jeme
k nasledujici pohybové rovnici:
d?r d'r

mW:F—mwx(wa)—2mwxE—mwx(wxr’). (8.39)

=wXx(wxR). (8.38)
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Jestlize jedinou realnou silou, kterd na hmotny bod o hmotnosti m ptsobi, je
gravitacni sila, jez ma v inercialni soustavé tvar (podrobnéji v kapitole vénované
gravitanimu poli):
mM
Fg = —%71': agm s
kde M je hmotnost Zemé, kterou nahrazujeme HB a o stejné hmotnosti, a r =
R+ 1’ a a, je tzv. gravitaéni zrychleni. Dosazenim této sily do pohybové rovnice

(8.39) dostaneme:

d?r mM d'r’ ,
Mgy = ~% 3 r—mwx(wa)—2mw><E—mwx(wxr). (8.40)

Jestlize pohybova rovnice (8.40) bude popisovat pohyb hmotného bodu v blizkosti
zemského povrchu, pak si muZzeme dovolit aproximaci, ze r = R+ 1 = R, protoze
|IR| > |T|.

Na zékladé této aproximace si zavedeme tzv. tthové zrychleni jako

g:—%%R—wx(wa):ag+ao. (8.41)
Ze vztahu pro tihové zrychleni (8.41) je vidét, Ze tihové zrychleni predstavuje pro
danou zemépisnou sitku 0 (f = 7/2 — 1) konstantni vektor. Diky vektorovému
sou¢tu s odstfedivym zrychlenim ap = —w X (w x R) je zfejmé, Ze vektor tiho-
vého zrychleni, na rozdil od gravita¢niho zrychleni, a, nesmétuje presné do stfedu
zemeé pro ¥ # 0. Odstiedivé zrychleni zavisi na zemépisné Sifce a na polech Zemé
je nulové (w || R).
Pomoci tihového zrychleni mtuZeme piepsat pohybovou rovnici (8.40) do néasledu-

jiciho tvaru:
d?r d'r
=mg—2mw X — —mw X (w xr). 8.42
= mg = (w x ¥) (542
Jelikoz se v odstfedivém zrychleni vyskytuje kvadrat velikosti tthlové rychlosti,
kterd je pro Zemi'’ w < 1 a v blizkosti zemského povrchu plati, Ze |R| > |r/|,
je mozné posledni ¢len na pravé strand rovnice (8.42) zanedbat®, &im7 se nam

pohybova rovnice (8.42) redukuje na nésledujici tvar:

m

d?r d'r
g - M8 2mw X TR (8.43)

m

kde posledni ¢len na pravé strané reprezentuje Coriolisovu sflu. Tato pohybova
rovnice pro soufadnicovou vztaznou soustavu s dostateCnou pfesnosti popisuje
pohyb hmotnych bodt v blizkosti povrchu Zemé.
S ohledem na zavedeni ¢arkované soustavy, viz obrazek 8.11, je mozné po vydéleni
hmotnosti a uplatnéni teckové notace pro derivace podle ¢asu prepsat pohybovou
rovnici (8.43) do tvaru:

r=—gey — 2w xr, (8.44)

resp. ) ‘
F=g—2wxr, (8.45)

Yw=2r/T =27/86400 ~ 7,3 - 1075 s~ 1.
5Qdstiedivé zrychleni na povrchu Zemé je zahrnuto do tihového zrychleni g.

M r >0
P A
F,

Gravitacni sila ma
opacnou orientaci nez
polohovy vektor,
proto znaménko
minus.
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kde, s ohledem na skutec¢nost, 7ze w < 1, se predpokladé, ze vektor tfhového zrych-
leni smétuje do stfedu Zemé, tj. g = (0,0, —g) = —gé€j.
Jednotkovy soufadnicovy vektor e3 ma v ¢arkované souradnicové soustaveé nasle-
dujici soufadnice®:
e; = (e3-€))e] + (e3-€,)é, + (e3- €;)e; = cos(V + 7/2)€] + 0e), + cos(V)e; =
— sin(¥) €] + cos(V)e; . (8.46)

Protoze vektor thlové rychlosti Zemé je dan v necarkované soustavé jako w = wes,
je mozné slozky tohoto vektoru vyjadiit pomoci rovnosti (8.46) néasledovné:

w = —wsin(d)e] + w cos(V)e} (8.47)

takZe muZeme muZzeme psat, Ze

/ / /
€ € €3
., . _
—wWXr=-—| _ysind 0 wcosd | =
/ -/ /
Ly Ly L3

(wih cos V) €] — (wifysind + wi) cosV)ey + (wiysind)ey . (8.48)

Pomoci rovnosti (8.46) a vysledku (8.48) je mozné piepsat rovnici (8.44) do néa-
sledujiciho tvaru

(@, 25, 75) = (0,0, —g) + 2(wiy cos ¥, —wiy sin ) — wid] cos ¥, wihsind) . (8.49)

Vektorova rovnice (8.49) pfedstavuje nasledujici tii slozkové rovnice:

7} = 2w cos v | (8.50)
Iy = —2w(iysind + & cos J) , (8.51)
Iy = —g 4 2wy sin v . (8.52)

Soustava rovnic (8.50), (8.51), (8.52) predstavuje soustavu vazanych diferencial-
nich rovnic, kde parametrem vazby je hlova rychlost w. Pro pfipad, Zze w = 0 se
soustava téchto rovnic redukuje na jedinou rovnici, ktera popisuje volny pad v iner-
cialni vztazné soustavé. Uvedenou soustavu diferencialnich rovnic je sice mozné
vyTeSit analyticky, av8ak TeSeni je pomérné zdlouhavé. Vyuzijeme-li skutec¢nosti,
ze w < 1, je mozné fesit vektorovou diferencialni rovnici (8.44) ¢ soustavu di-
ferencialnich rovnic (8.50), (8.51), (8.52) za danych pocatecnich podminek napft.
metodou postupnych aproximaci.

Priklad 8.2.1

Urcete velikost a smér odchylky od téznice pii padu téles z véze vysoké 100 m,
ktera se nachézi na 50° severni zemépisné sitky (feSte metodou postupnych apro-
ximaci).

6Skalarni souéiny ve vztahu (8.46) predstavuji smérové kosiny.
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Reseni:

Pfi FeSeni této ulohy vyjdeme z pohybové rovnice (8.45), kterou budeme fesit
metodou postupnych aproximaci, coz nam dovoluje skutecnost, ze Coriolisova sila
je slaba. Reseni budeme hledat ve tvaru:

vV =vWl 4 v® (8.53)

pro které plati, ze || > |v®)|. ReSeni v prvnim piibliZeni (aproximaci) v/(!
predstavuje FeSeni rovnice (8.45) pii zanedbani Coriolisovy sily a FeSeni v druhém
piiblizeni v/?) pfedstavuje korekei ptisobeni Coriolisovy sily. Do pohybové rovnice
(8.45) dosadime za relativni rychlost ze vztahu (8.53):

VO 4V = g 2w x VI — 2w x vV (8.54)

S ohledem na vyse uvedené predpoklady ziskdme z rovnice (8.54) néasledujici di-
ferencialni rovnice

v =g, (8.55)
V@ = 20w x v (8.56)

piicem? diky skutecnosti, ze Coriolisova sila je slaba a ze [v'()| > [V jsme
zanedbali vliv ¢lenu 2w x v/,
ReSenim rovnice (8.55) dostaneme, 7Ze

v =gt + v, (8.57)

kde integrac¢ni konstanta v{, reprezentuje pocatecni rychlost. Resent (8.57) dosa-
dime do diferencialni rovnice (8.56):

V@ = 2w x (gt + V) = —2(w x @)t — 2w X V), (8.58)
jejiz feSenim dostaneme:
V@ = _9(w x V)t — (w x g)t?, (8.59)

pricemz integra¢ni konstantu volime rovnu nule, protoze pocéatec¢ni rychlost jsme
jiz uvazili ve vyrazu pro v, Dosazenim jednotlivych feseni (8.57) a (8.59) do
predpokladaného tvaru feseni (8.53) dostavame piiblizné feseni pro relativni rych-
lost v/

V=v)+gt —2wx V)t — (wx g)t*. (8.60)
Jelikoz v/ = 1/, dostaneme jednoduchou integraci vztahu (8.60) nésledujici pii-

blizné feSeni pro polohovy vektor spojeny s neinerciélni soufadnicovou soustavou,
tedy

1 1
r =r)+ vyt + §g‘t2 — (w x VH)t* — g(w x g)t?, (8.61)

kde integra¢ni rj, konstanta odpovida po¢atecni poloze hmotného bodu vici ¢ar-
kované soustave.

ReSeni (8.61) predstavuje feSeni pohybové rovnice (8.45) ve vektorovém tvaru.
Pouzijeme-li vztahu (8.47), pak feseni (8.60) a (8.61) si muZeme vyjadfit pomoci
slozek jejich jednotlivych vektorovych ¢lent, tedy

(vlla Ué, U:IB) = (v(l)lv U(I)Z’ v(l):}) + (0,0, —g)t+
20 (Vg cOS Y, —vps Sin Y — vy cos ¥, vy sin 9)t + w(0, —gsind, 0)¢ | (8.62)
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(21, 75, 23) = (o1, T2, Toz) + (Vor, Voz: Vos)t + %(07 0, —g)t*+
W (Ve COS VY, —j3 SIN Y — vfy; cos Y, v, sin 9)t* + %w(O, —gsind, 0)t* . (8.63)
S ohledem na zadani miizeme napsat nasledujici pocate¢ni podminky:
ry = (0,0,h), vo=(0,0,0), (8.64)

kde h = 100 m a uvazované zemépisné sifce odpovida ¥ = 9, = 90° — 50° = 40°.
Dosazenim pocate¢nich podminek do feseni (8.62) a (8.63) dostaneme

(v7, v3,v5) = (0,0,0) + (0,0, —g)t +(0,0,0)t + w(0, —gsin ¥y, 0)¢*,  (8.65)

1 1
(], 2%, 2%) = (0,0, h)+(0,0, O)t+§(0, 0, —g)t*+w(0,0, 0)t2+§w(0, —gsind,, 0)t* .

(8.66)
Z rovnice (8.66) muzeme piimo psat, ze
2 =0, (8.67)
! 1 3
Th = —gwgt sind, , (8.68)
/ 1 2
ry=h— §gt . (8.69)

Polozenim levé strany rovnice (8.69) rovnou nule, miuZeme z této rovnice urcit
dobu pédu, tj.

2h
t, = ] — . 8.70
d . (8.70)

Dosazenim této doby do rovnice (8.70) dostaneme, Ze

A T 1 20\

xy = —-wgtysint, = —-wg | — sind, = —0,014 m . (8.71)
3 3 g

TakZze misto dopadu bude mit soufadnice (0;0,014;0) neboli odchylka od téZnice

bude 1,4 cm vychodnim smérem.

Pozn.: Regeni (8.60) a (8.61) predstavuji obecné feseni pohybové rovnice (8.45) a

tedy se daji pouzit pro rizné typy zadani.

8.2.1 Projevy Coriolisovy sily na Zemi

Jelikoz je Coriolisova sila na Zemi mala, bude se projevovat zejména u pohyb1,
které trvaji dostatec¢né dlouho. Prikladem takovéhoto plisobeni jsou tzv. pasaty,
coz jsou vétry, které na obou polokoulich pravidelné vanou smérem k rovniku.
Vlivem Coriolisovy sily se na severni polokouli staceji doprava, tedy na zapad.
Na jizni polokouli se vlivem Coriolisovy sily pasaty staceji doleva, tedy rovnéz na
zédpad. Z hlediska inercidlni vztazné soustavy lze pohyb pasati vysvétlit tak, ze
setrvavaji v rovhomérném piimocarém pohybu, zatimco Zemé se pod nimi otaci
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smérem na vychod. Obecné pohyb vzdusnych mas je ovliviiovin mimo jiné préave
pohybem Coriolisovy sily, takZe tato sila je soucasti rady meteorologickych a kli-
matologickych modelii. Napt. vlivem rozdilnych tlakid vnikd vzdusné proudéni,
které by mélo sméfovat od tlakové vyse (anticyklona) k tlakové nizi (cyklona), a
tudiz by mélo byt kolmé na izobary. Avsak vlivem Coriolisovy sily se toto proudéni
staci, na severni polokouli doprava, a tak vysledné proudéni mé spiSe smér podél
izobar. Podobné jsou Coriolisovou silou ovliviiovany i moiské proudy a reky na
Zemi. U velkych vodnich toki se na severni polokouli vice podemilaji pravé biehy
nez levé. Nejlépe lze tuto skutecnost pozorovat u rek, které tecou na sever nebo
jih, nebot v tomto piipadé pozorovany jev neovliviuje odstiediva sila.

Dalsim vyznamnym piipadem, u kterého se projevuje vliv Coriolisovy sily, je po-
stupné staceni roviny kyvu kyvadla, jenz je k tomuto t¢elu vhodné zkonstruovano
a nazyva se Foucaultovo kyvadlo. Samoziejmé se s vlivem Coriolisovych sil na
Zemi setkavame ve vojenstvi, napf. pii vypoctu dopadu stiel dalekonosnych dél.
V praxi se miiZzeme setkat s pritokoméry vyuzivajici projevu Coriolisovy sily (Co-
riolisovy pritokoméry). Dalsim piipadem u¢inka Coriolisovych sil jsou koleje s
prevladajicim jednosmérnym provozem, kdy se na severni polokouli vice opotfe-
bovavé prava kolejnice ve sméru jizdy. S vlivem Coriolisovy sily je mozné se také
setkat napt. u volné padajicich téles z vysoké véze, kdy pozorujeme odklon od
pfimého sméru pohybu, viz predchozi priklad. Dalsim z projevi Coriolisovy sily,
ktery se casto demonstruje, souvisi se smérem otéceni vodniho viru pfi vypousténi
vody z umyvadla ¢i jiné nadoby. Na severni polokouli se vir vody toci doleva a
na jizni polokouli opa¢nym smérem. Pii demonstraci tohoto pokusu je nutné si
v8ak uvédomit, ze vytok vody je citlivy na poc¢ateéni podminky, a tak pfi rychlém
vypousténi z klasického umyvadla mize mit nahodny vznik pohybu viru na opac-
nou stranu silngjsi ucinek nez Coriolisova sila, ¢imz se pokus stane neprikaznym.
Proto je k demonstraci vhodné&jsi napf. vana, u které neni rychlost vypousténi tak
velké, a tudiz se vznikly vir otac¢i zpravidla predpokladanym smérem.
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Kapitola 9

Prace, vykon, impuls sily a
mechanicka energie

9.1 Prace, vykon a impuls sily

Kdyz zminujeme, ze ¢lovék kona praci, tak zpravidla mame primérné na mysli
skutecnost, Ze silou svych svalu premistuje néjaké predméty. Tedy v obycejné feci
spojujeme pojem préce se silou a premisténim. Podobné mechanickou praci defi-
nujeme i ve fyzice. Praci definujeme jako drahovy ucinek sily, resp. sil.

9.1.1 Prace konstantni sily po primce

Nejjednodussim piipadem je prace konstantni sily (F = konst.) po piimce p,
situace je zachycena na obr. 9.1.
Prace A konstantni sily je definovana jako skalarni soucin vektoru sily F' a vektoru

z
/ p
F ‘N
\y
Ar

Y

T
Obrazek 9.1: Prace konstanrni sily F' po tseku piimky Ar.
posunuti Ar jejiho pisobisteé, tj.

A=F -Ar=Fscosp =F;s, kde s=|Ar|=|ry—r| (9.1)
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a @ je uhel, ktery svira vektor sily F' s vektorem posunuti Ar.

Prace A je tedy skalarni fyzikalni veli¢ina, jejiz jednotkou je joule, kterou znac¢ime
J. Polohovy vektor muZeme vyjadfit i pomoci parametru casu, tj. r; = r(a) a
ry = r(f), kde 5 > a. Casové okamziky «, resp. 8 odpovidaji ¢asum, kdy se HB
na pifmce p nachézel v misté o polohovém vektoru ry, resp. ro. Potom vektor
posunuti Ar muzeme vyjadiit jako Ar = r(f) — r(«).

7 definice skalarnfho soucinu vyplyva, Ze prace konstantni sily je rovna soucinu
velikosti posunuti a prumétu sily do sméru posunuti F; (F; = F cos ), tedy A =
Fis. Je-1i thel mezi vektorem sily a vektorem posunuti ostry, koné sila kladnou
praci a v tomto piipadé se sila nazyva hybné. Je-li thel mezi vektorem sily a
vektorem posunuti tupy, kona sila praci zdpornou a v tomto piipadé se sila
nazyva odporem proti pohybu, piip. odporujici silou. Sviraji-li vektor sily a vektor
posunuti ihel 7/2, tj. jsou na sebe kolmé, pak z definice skalarniho sou¢inu rovnéz
plyne, Ze prace sily je rovna nule. Tedy rozlozime-li silu na te¢nou slozku F; (slozka
ve sméru posunuti) a normalovou slozku F,,, pak normalové slozka préaci nekona.
Uvazujeme-li kartézsky soufadnicovy systém, pak F = (F,, F,, F,) a

Ar = (Azx, Ay, Az), takze vztah (9.1) miaZzeme vyjadiit v nasledujicim slozkovém
tvaru:

A=F-Ar=F,Ax+ F,Ay+ F.Az . (9.2)

Jelikoz pro skalarni soucin plati distributivni zakon, muzeme psat, ze
F-Ar=(F+Fy+---+Fy)-Ar=F,-Ar+ Fy - Ar+---+ Fy - Ar. (9.3)

Z rovnosti (9.3) vyplyva, ze prace vyslednice sil F je rovna algebraickému sou¢tu
praci jednotlivych konstantnich sil, které piisobi na tentyz hmotny bod.
Rovnéz na zakladé distributivniho zédkona plati, ze

FArYLFAr@ L L FAFN-D — P (Ar(l) +Ar® 4o Ar(N—l)) =F-Ar,
(9.4)

kde Ar(’) =TI — I, 1= 1,...,N— 1.

Tedy rovnost (9.4) vyjadiuje skutecnost, ze praci, kterou vykona konstantni sila

F po sobé provedenymi posunutimi ArtY, Ar®, . ArY) p¥islugného hmotného

bodu, je rovna praci, kterou by tato sila vykonala pii jednom posunuti, které

predstavuje vyslednici vSech posunuti Ar = ry — ry.

9.1.2 Prace obecné sily po krivce

Uvazujme, Ze se HB pohybuje po tseku kiivky (oblouku) C : r(t), kterou vyjadiu-
jeme parametricky pomoci ¢asu, pricemz bude platit, ze ¢t € («; 5). Silu konajici
praci po useku kiivky chapeme jako obecnou silu, ¢imz myslime, ze mize zaviset
na poloze, rychlosti HB a explicitné na case, tedy F = F(r(t), v(t),t).

Zvolime-li dostatecné jemné déleni ¢asového intervalu (a; 3):

D = {to,t1,...,tn},a =ty < t; < --- < ty = [, potom v kazdém intervalu
(t;; tiv1) lze povazovat silu F za témér konstantni a nahradit ji silou v po¢ateénim
okamziku tohoto intervalu, t;j.

F = F(r(t), v(t),t) ~ F(r(t), v(t;), t) = Fy . t€ {tutim) . (9.5)

Misto znaceni préace
A (z néméiny Arbeit)
se nékdy v literatute
pouziva znaceni W (z
angli¢tiny Work).

F,
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F.
y t = f‘i.+l /
t=1; Ar; t=ty =8
t;
(t:) r(tiy1)
0
t= f() = O Y

x

Obrazek 9.2: Prace obecné sily F po tseku kfivky C pro jemné déleni ¢asového
intervalu («; 3).

Na obr. 9.2 je zachycena uvazovana situace. V ¢asové intervalu (t;;¢;41), tj mezi
body r(t;) a r(t;11), viz obr. 9.2, vykona sila F praci AA;, ktera je pfiblizné rovna

AA; ~ F(r(ti)> V(ti)7ti) Ar; =

) P ZX ) N A . (06)

F(P(tz), V(tz), t,
liv1 — 1

Celkova préace po useku kiivky C vymezeném ¢asovym intervalem (a; 3) je dana
nasledujicim souctem:

A(C) = Z AA; =) F(r(t;), vit), t;) - w&fi . (9.7)

Zavedeme si normu Q(D) predstavujici kritérium jemnosti déleni (velikost nejmen-
siho dilku) na ¢asovém intervalu (a; ) jako

Q(D) = max{Ati|i € {0,1,...,N — 1}} . (9.8)

Pro Q(D) — 0 prechazi diskrétné indexovana proménna t; v proménnou spojitou
t, ¢imz prejde sumace ve vztahu (9.7) v integraci:

N-1 r(tiy1) — r(t;)
- Vvt gy - ) — o) N
A(C) = Q(lg)n_}g Zz:; F(r(tz)a V(tz>7 tl) tivy1 — s Atl

B
/ F(x(t), v(t).1) - v(t)dt . (9.9)

AlC) = /IB F(r(t), v(t),t) - v(t)dt ¢ zkracene A(C) = /6F- vdt . (9.10)

(e}

Protoze dr = v(t)dt, tak lze také praci po kiivee vyjadrit jako

B ra
A(C) = / F(r(t), v(t),t) - v(t)dt = / F(r(t), r(t),t) - dr, (9.11)

ry
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kde polohové vektory r; = r(a) a ry = r() vymezuji tsek na kiivce C.
Casto zapisujeme vztah pro praci obecné sily po kfivce C ve zkraceném tvaru:

A(C) = / F-dr, (9.12)

kde F reprezentuje obecnou silu ¢i vyslednici sil a tento integrél predstavuje kiiv-
kovy integral druhého druhu vektorové funkce F.

Budeme-li predpokladat nekonecné malé (infinitezimalni, resp. elementarni) posu-
nuti dr, potom na zakladé vztahu (9.12) dostavame vztah pro elementérni préci:

dA=F-dr= Fdscosy . (9.13)
V pripadé kartézskych souradnic mizeme element prace vyjadrit jako
dA=F.-dr = (F,,F,, F,) - (dz,dy,dz) = F,dz + F,dy + F.dz . (9.14)

Pri vypoctu kiivkového integralu je tfeba mit na paméti, ze budeme-li provadét
integraci po té samé kfivce, ale v opa¢ném sméru, pak bude platit, ze

ro ri
/F~dr:—/ F.-dr. (9.15)

Priklad 9.1.1

Uvazujte silu, F = (av(t),0,0), kde v(t) je velikost rychlosti HB, ktery se pohybuje
po piimce a jeho rychlost je dana vztahem: v(t) = (bt,0,0). Spocitejte praci,
kterou tato sila vykoné za casovy interval (0; 7).

Reseni:
Pfi vypoctu prace vyjdeme ze vztahu (9.11), pficem? ze zadani vime, Ze se HB
pohybuje po draze (viz vztah (6.37)):

t t th
r(t) / ()t = / (bt',0,0)dt’ = (—,0,0) |
to=0 to=0 2

Tedy HB se pohybuje po pifmce splyvajici s osou z. Déale vime ze zadéani, Ze
|v(t)| = v(t) = bt, takze

B T T b2T3
F-th:/ (abt,O,O)-(bt,O,O)dt:abQ/ 2dt =2 —
0 0

A(tsecka) = /

o

9.1.3 Kineticka energie

Uvazujme hmotny bod o hmotnosti m, na ktery pisobi sila F, pak mizeme napsat
jeho pohybovou rovnici v nasledujicim tvaru:

dvi

L _F 9.16
m e =F, (9.16)
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kde v je rychlost uvazovaného hmotného bodu v ¢ase ¢ (okamzita rychlost). V
tomto misté neklademe zaddna omezeni, co se tyce pusobici sily F. Skalarné vyna-
sobime pohybovou rovnici (9.16) rychlosti v uvazovaného hmotného bodu, takze

dostaneme q
v
—=F-v. 1
mv- v (9.17)

Pro dalsi upravu levé strany rovnice (9.17) provedeme derivaci skalarniho sou¢inu

dv?  d(v-v) dv dv dv
dv” _ v Y9y Y 0.18
dt dt a "tV T w (9.18)
Odtud q L d? 4 9
\% v v
v ldv _d vy 1
Viad T 2w dt(2) (9.19)

S ohledem na skute¢nost, ze m = konst., mizeme levou stranu rovnice (9.17)
pomoci rovnosti (9.19) upravit nasledujicim zpiisobem:

dv. d (1
e T \2™ )

mizeme pomoci této rovnosti upravit rovnici (9.17)

d /1 ,\ dr
— | = = —=F. 2
gy (zmv) " v, (9.20)

kde ]
T = §mv2 (9.21)
je tzv. kineticka energie (pohybova energie) hmotného bodu.

Z rovnosti (9.20) a (9.13) vyplyva, Ze
AT =F vdt=F-dr=dA. (9.22)

a odtud integraci dostavame, ze

to ra
TQ—le/ F-th:/ F.-dr=A(@C), (9.23)
t1 ri
kde A je prace vykonana premisténim hmotného bodu z mista o polohovém vek-
toru ry(t1) do mista o polohovém vektoru ry(ty) po trajektorii, jiz odpovida kiivka
C. T} je kinetickéd energie hmotného bodu v ¢ase t = t; a Ty je kinetickd energie
hmotného bodu v Case t = t,, pfidemz s Casem je svazana jak poloha, tak rychlost
uvazovaného hmotného bodu.
Je nutné si uvédomit skutecnost, ze obecné hodnota vykonané prace A zéavisi na
zvolené cesté (kiivce), po které se hmotny bod pohyboval neboli pro rizné cesty
vymezené stejnymi body r; a ry ziskdme rozdilné hodnoty vykonané préce. Od-
tud vyplyva, Ze elementarni prace (9.13) obecné nepredstavuje uplny diferenciél,
jak je tomu v pripadé kinetické energie d7’, ale netiplny diferencial. To znamena,
ze k urceni hodnoty vykonané préace nam staci znat kinetickou energii v pocatec-
nim a koncovém bodé, kdezto k urceni vykonané prace obecnou silou po kiivce
musime spocitat hodnotu kiivkového integralu

A(C) = / “Fear, (9.24)
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pricemz potifebujeme znat kiivku C, po které se pohyboval uvazovany hmotny bod
a tedy cestu, podle které provedeme prislusnou integraci.

Muzeme konstatovat, ze na zménu rychlosti hmotného bodu (urychleni), musime
vykonat préaci a tato prace je uchovana ve formé kinetické energie.

V nasledujicim piikladu je ukazana skutecnost, ze obecné hodnota prace zavisi na
zvolené cesté.

Priklad 9.1.2

Urcete préci, kterou vykona silové pole F = (axy, by) pii premisténi télesa z bodu
r; = (0,0) do bodu ry = (3,9) a) po parabole y = 2%, b) po piimce y = 3x. Necht
rozmérové konstanty jsou jednotkové, tj. a =1 Nm=2, b =1 Nm~%.

Reseni:
a) Prace po parabole
Nejdrive provedeme parametrizaci paraboly pomoci ¢asu:

Pr(t) = (ugt,upt?) , ug=1ms ', uy=1ms 2, ¢€(0;3).

Odtud v(t) = i(t) = (ua, 2uspt) a F = (augupt?, buyt?), kam dosadime za rozmérové
konstanty a a b.
Pak praci spoc¢itame podle vztahu (9.10):

3 3 3
A(parabola) = / F.vdt = / (t3,1%) - (1,2t) = / (t* + 2t%)dt =
0 0 0
243

Cgpar = (110 =22
0 40 g T
b) Prace po piimce

Nejdrive provedeme parametrizaci primky pomoci ¢asu:

Pr(t) = (uct,ugt), ue=1ms™' ug=3ms™', te(0;3).

Odtud v(t) = 1(t) = (e, uq) a F = (aucuqt?, bugt), kam dosadime za rozmérové
konstanty.
Pak préci spo¢itame podle vztahu (9.10):

3 3 3
A(pfimka) = / F.vdt = / (3t%,3t) - (1,3) = / (3t + 9t)dt =
0 0 0

313, 903 135
o+ 5 Elo=5 7
Odtud vidime, Ze prace po dvou riznych cestach mezi stejnymi body se pro zvo-

lenou silu 1isi.

Pozn.: Pii parametrizaci, kdy parametrem je ¢as, z fyzikalniho hlediska znamena,
ze HB projde po téze geometrické kiivce obecné v ruznych casovych intervalech
a ruzné rychle. AvSak pfi volbé jiné parametrizace bychom dospéli ke stejnym
vysledkiim. Kdybychom napiiklad parametrizovali uvazovanou parabolu jako

Pr(t) = (uevt — to,up(t—to) , ue = lms 2, up=1ms ' to=1s,t € (1;10) .
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U
vit) = | ——, u , F = (aueur(t —to)v/t —to,bus(t — t )
0= () + F = (nausle — VP buslt — )
kam dosadime za rozmérové konstanty. Pak praci spoc¢itame podle vztahu (9.10):

A(parabola) = /110F- vdt = /110 (t—DVEt=1,(t-1))- (2\/%, 1)

10 /741 3 371% 243
L tt—1)dt= |-t =T,
[ ()= -3] =5

Tedy vysledek je shodny s vysledkem pfi ptivodni parametrizaci. Vzhledem k tomu,
7e volba parametrizace neovliviuje vysledek, tak volime parametrizaci takovou,
aby byl vypocet prace co nejjednodussi.

9.1.4 Vykon a impulz sily

Z hlediska technickych aplikaci je prace dilezitd nejen sama o sobé, nybrz je
dilezity i pomér prace a doby, za kterou byla vykonéana. Je zfejmé, Ze ze dvou
stroju, které vykonavaji tu samou praci, je ekonomicky cennéjsi ten, ktery tuto
praci vykona za kratsi dobu. Abychom mohli posoudit praci s ohledem na dobu
potiebnou k jejimu vykonani, zavadime novou fyzikalni veli¢inu, tzv. vykon. Podil
vykonané priace AA za dobu At definuje tzv. pramérny vykon

_ AA
P=—. 9.25
At (9:25)
Vykon mérime jednotkou zvanou watt ktera ma znacku W.
Kromé primérného vykonu definujeme jesté okamzity vykon
Béhem posunu

AA dA dr o ewix .
P=lim-—=—=F-—=F-v=Fi+Fy+F.2, (9.26) pisobisteé sﬂ.y po
Ai=0 At dt dt elementu kiiky
kde v = (,9, 2) je okamzita rychlost, kterou sila F premistuje hmotny bod (té- bovazujeme silu za
neproménnou.

leso). Nutno pfipomenout, ze normélova slozka sily, jez je kolmé ke sméru pohybu,
a tedy k rychlosti, nekona praci a ma tudiz nulovy vykon.

Dalsi fyzikalni veli¢inou, které souvisi se silou, je impuls sily. Impuls sily vy-
jadiuje ¢asovy tucinek sily a budeme ho znacit I. Necht na HB ptsobi sila obecné
zévisla na Case, tj. F = F(t). Podle Zakona sily (2. Newtoniv zakon) plati, ze

dp
- = F0). (9.27)

Odtud Ize spocitat zménu hybnosti hmotného bodu, kterou uvazovana sila zptisobi
za Casovy interval («; ():

Ap— / "Rt (9.29)
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Zména hybnosti, kterou uvazované sila zptusobi za ¢asovy interval (a; 3), je rovna
impulzu sily:

1= [“Fwa= [ /pp(ﬁ)dpzpw)—pm). (929

(a)

Predpokladejme, Ze uvazovana sila méni v ¢asovém intervalu («; ) jen svoji ve-
likost a jeji orientace zustava stejné, tedy F(t) = F(t)F°, kde F* = konst. je
jednotkovy vektor sily a F(t) = |F(t)|. Potom jednotkovy vektor hybnosti I’
bude totozny s jednotkovym vektorem sily, tj. I = F°. Pak pro velikost hybnosti
bude platit:

[ / " Pt = Ap (9.30)

Na obr. 9.3 je zachycen casovy priibéh velikosti ptisobici sily. Z tohoto obrazku

0 a B 1(s)

Obrazek 9.3: Casové zavislost velikosti sily pusobici na HB v Casovém intervalu

(o B).

vidime, ze velikost impulzu sily, a tedy i velikost zmény hybnosti, pro casovy
interval (a; ) odpovida plose pod grafem. Odtud je zfejmé, ze budeme-li chtit
zajistit stejnou velikost zmény hybnosti v kratsim ¢asovém intervalu, pak je nutné
pusobit na HB daleko vétsi silou, aby plocha pod grafem byla stejné. Tedy k dosa-
zeni rychlé zmény velikosti hybnosti je nutné pouzit velmi velké sily. I ptisobenim
malé sily je mozné dosdhnou pozadované zmény velikosti hybnosti, paklize méame
k tomu dostatek casu.

9.2 Rozdéleni sil a mechanicka energie
Sily, se kterymi ve fyzice pracujeme, je mozné rozdélit nasledujicim zpusobem:

1. Sily gyroskopické F¢,,, coz jsou sily, které zaviseji linedrné na rychlosti hmot-
ného bodu a maji smér kolmy na tuto rychlost, z ¢ehoz na zakladé vztahu
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(9.26) vyplyva, ze vykon gyroskopickych sil je vzdy roven nule, nebot

dA
E:ng-V:O. (931)
S ohledem na vztah (9.10) mizeme také konstatovat, Ze gyroskopické sily
nekonaji praci.

Prikladem gyroskopické sily je sila Coriolisova ¢i magneticka sila.

. Sily disipativni F'p;s, coz jsou sily, které jsou namifené proti sméru pohybu

hmotného bodu. Disipativni sila se d& zapsat ve tvaru:
Fpis = —\v, (9.32)

kde A je kladna skalarni funkce, ktera miize obecné zaviset na poloze a na
rychlosti hmotného bodu. Pomoci téchto sil se projevuje odpor prostiedi
pfi pohybu hmotnych bodu ¢i téles ve spojitém prostiedi (tekutinach) nebo
pii vzajemném styku téles. Obecny zakon piisobeni téchto sil nebyl dosud
nalezen, takze se zpravidla vyuziva nasledujicitho empirického vzorce:

Fpis = —Av)v=—kv" 'v=—kv"V", (9.33)

kde k znaci konstantu imeérnosti, exponent n nabyvéi nezdpornych hodnot a
V! je jednotkovy vektor te¢ny k draze. Fyzikadlnimi pfi¢inami vzniku téchto
sil jsou:

(a) interakce mezi dotykajicimi se plochami pevnych téles

(b) viskozita, tj. pusobeni tfecich sil ve vrstvach tekutiny, s nimiz dochazi
do styku povrch télesa,

(c) tlakovy odpor, tj. vyslednice tlaki v tekuting, které piisobi na povrch
télesa,

(d) vlnovy odpor, tj. zpisobeny ztratami energie v disledku vzniku vInéni
prostiedi pfi pohybu télesa v ném. Uplatiuje se zejména pii FeSeni
pohybu lodi, kdy kazda vina zptusobena lodi odnasi energii, ktera musi
byt nahrazena jinou formou energie, napf. motoru.

sily potencialové, coz jsou sily, které lze vyjadrit jako
F=-VU, (9.34)

kde U je skalarni funkce (pole), kterou nazyvame potenciélni energie hmot-
ného bodu. Je-li potenciélni energie pouze funkei polohy, tj. U = U(r),
potom silu s ni spojenou vztahem (9.34) nazyvame stacionarni potencialo-
vou silou, je-li potencialni energie navic funkei ¢asu, tj. U = U(r,t), potom
silu s ni spojenou vztahem (9.34) nazyvame nestacionarni potencialovou si-

lou®.

!Prikladem takovéto sily mize byt pole ¢asové proménného naboje nebo pole nabijeného &
vybijeného kondenzatoru.
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Pro uplny diferenciél potencidlni energie U = U(r,t) je mozné psat, ze

ou ou ou ou ou
dU = —d —dy+ —dz+ —dt =VU -dr+ —dt . 9.35
0z T oy VT 9 T o (9:35)
Odtud 507
VU -dr=dU - Sodt (9.36)
Na zékladé vztahu (9.34) a (9.36) je mozné vyjadrit element préace (9.13)
jako
ou

dA=F.-dr=-VU dr=—dU + =—dt, (9.37)

ot
odtud pak s ohledem na vztah (9.36) dostavame okamzity vykon nestacio-
narni potencialové sily:

dA dr dU  oU

L —Fv=-VU -—=-VU-v=

T T _E+§ . (9.38)

Predpokléddejme, Ze na hmotny bod ptsobi nestacionarni potencialova sila, disi-
pativni sila a gyroskopicka sila, takze jejich vyslednici je sila:

F=-VU+ FGy + Fp;, . (939)

S uvazenim vztahu (9.38) mizeme pro okamzity vykon vyslednice uvazovanych sil
(9.39) psat, ze

dA dU oU
—:F'V:—VU'V+FGy'V+FDiS'V:——+—+FDZ‘5'V. (940)
dt —— dt ot

=0
Ze vztahu (9.22) vyplyva rovnost:
dA dT

—_— = 9.41
dt  dt’ (9.41)
s jejiz pomoci muzeme déle upravit vyraz (9.40) nésledujicim zptusobem:
d(r+v) oU
————— = —+Fpis-v. 9.42
dt i ThpienV (9.42)

Soucet kinetické a potencidlni energie pfedstavuje celkovou mechanickou energii a
budeme ji znacit F, tedy E = T + U. Takze miizeme timto pfepsat rovnici (9.42)
jako

dE oU
= = L Fp, 4
a o TPV (9.43)
resp. s ohledem na vztah (9.32)
dE  oU
e ) 44
a o (9.44)

Z rovnice pro ¢asovou zménu celkové mechanické energie (9.43), resp. (9.44) je
vidét, ze gyroskopické sily celkovou mechanickou energii neméni, a ze ¢asova zména
celkové mechanické energie je dana ¢asovou zménou potencialni energie a existenci
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(okamzitym vykonem) disipativnich sil. S ohledem na vztah (9.32) je zfejmé, zZe
okamzity vykon disipativnich sil je vzdy zaporny (A > 0), takze disipativni sily se
podileji na poklesu celkové mechanické energie.

Jedné-li se o stacionarni sily (OU/0t = 0), pak ze vztahu (9.44) plyne, Ze

dE

dt
tedy ¢asova zména celkové mechanické energie je spojena pouze s jejim tbytkem.
Neptsobi-li na hmotny bod disipativni sily (Fp;s = 0) a soucasné plati, Ze poten-
cialové sily jsou stacionarni, potom ze vztahu (9.45) dostaneme:

dE

v
Vztah (9.46) vyjadiuje Zakon zachovéani mechanické energie. Jelikoz se celkova
mechanické energie E zachovava, neboli konzervuje, nazyvaji se stacionarni poten-
cidlové sily jako sily konzervativni, resp. pole téchto sil se nazyva konzervativnim
silovym polem. Jelikoz konzervativni sily hraji ve fyzice zédsadni vyznam, budeme
se jimi déle zabyvat.
Na zékladé definice totalnfho (iplného) diferencialu a vztahu (9.34) muzeme psat,
ze

= -\’ <0, (9.45)

0 = E=konst., resp. T +U = konst. . (9.46)

F.dr=-VU . -dr=-dU, (9.47)

u kterého je nutné pripomenout, ze pro konzervativni sily je potencialni energie
pouze funkei polohy, tj. U = U(r). Z tohoto divodu nazyvame takovouto poten-
cialni energii také jako polohové energie.
Pri konecném premisténi hmotného bodu z mista o polohovém vektoru r; do mista
o polohovém vektoru ry po néjaké kiivce C vykoname, s ohledem na vztah (9.47)
praci:
r U(rz)
AC) = / F.dr= —/ dU =U(r;) — U(rs) . (9.48)
ry U(r1)

Odtud vyplyva, ze budou-li konzervativni sily konat praci po libovolné uzaviené
kiivece, tudiz pocatecni a koncovy pod je stejny, potom na zakladé vztahu (9.48)
muzeme fict, ze vykonana prace bude rovna nule, tj. A = U(r;) —U(r;) = 0. Tuto
skutecnost je mozné zapsat jako

A(C) = 7{ F-dr=0. (9.49)

Vztah (9.49) je vyjadienim faktu, ze koné-li konzervativni sila préci po libovolné
uzaviené kiivce, pak se jeji prace rovna nule neboli cirkulace vektoru konzervativni
sily podél libovolné kiivky je rovna nule.

Uvazujme praci konzervativni sily po dvou uzavienych krivkach C4 a Cpg, které se
sestavaji ze dvou libovolnych kiivek, tj. C4 = C; +C3 a Cg = Cy + Cs, viz obr. 9.4.
Potom s ohledem na rovnost (9.49) musi platit:

0=A(Ca)=A(C1)+A(C3) = A(C2)+ A(C3) = A(C) =0 = A(Cy) = A(Cy) .

(9.50)
Z vysledku je ziejmé, ze v piipadé prace konzervativnich sil nezalezi na cesté, po
které se jejich prace kona. Z rovnosti tedy (9.48) vyplyva, ze v pfipadé konzerva-
tivnich sil préace zavisi pouze na rozdilu hodnot potencidlnich energii v pocateénim
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Obrézek 9.4: Préace konzervativni sily po ruznych kifivkach mezi body r; a rs.

a koncovém bodé, pricemz tento vysledek neni ovlivnén cestou (kiivkou), po které
byl hmotny bod presouvan, neboli v pfipadé konzervativnich sil nezavisi hodnota
vykonané prace na kfivce, po které se uvazovany hmotny bod pfemistil z bodu o
polohovém vektoru r; do bodu o polohovém vektoru rs, ale jen na poloze téchto
bodi.

Overit konzervativnost silového pole na zakladé vztahu (9.49) je ovSem kompli-
kované, protoZze nikdy si nemuzete byt jisti tim, Ze pro zcela urcitou kiivku ¢i
oblouk, po které jsme prislusny integrél druhého druhu jesté nepocitali, uvedené

vztahy plati.
Kritérium konzervativnosti silového pole dostaneme pouzitim Stokesovy véty (te-

orému), ktery zni:

Stokesova véta

Necht S je po éastech hladké orientovana plocha v R? s hranici 9.5. Jestlize
vektorové pole A je definovano a mé spojité prvni parcidlni derivace v ob-
lasti obsahujici S, pak

oS

(VxA)-dS=¢ A-dr. (9.51)
f

Integrand v plosném integralu V x A pfedstavuje operaci zvanou rotace vektorové
funkce A a v pripadé uvazovani kartézskych souradnic je tato operace dana jako

i j k
ox oy 0z
A, A, A,

0A,  0A,\ . (0A, OAL\ . (04, 0A,
( — )1+<az — aIE)JJF(E_ ay)k (952)
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V nasem piipadé je vektorové pole A dano konzervativnim silovym polem F' a
hranice plochy 95 = C. Zavedeme timluvu, Ze 9S budeme zapisovat jako C(.S).
Pomoci Stokesovy véty muZzeme rovnost (9.49) vyjadiit néasledujicim zpusobem:

j{(S)F-dr://(VxF)-dS:O. (9.53)
S

Jelikoz kiivka C ohranicujici plochu S je libovolnou kfivkou, tak plosny integral
ve vztahu (9.53) roven nule, paklize

VxF=0. (9.54)

Vztah (9.54) je nutnou a postacujici podminkou konzervativnosti silového pole.
V nasledujicim piikladu je ukazana skutecnost, ze obecné hodnota prace zavisi na
zvolené cesteé.

Priklad 9.2.1

Rozhodnéte, zda silové pole F = (F,, F,, F,) = (3az?y?, 2bx3y,0) je polem kon-
zervativnim. Necht rozmérové konstanty jsou jednotkové, tj. a = 1 Nm™, b = 1
Nm—.

Reseni:
Pouzijeme kritérium (9.54):

i j k i J k
VxF=|9 9 09 |= el o 9 | =
or Oy Oz oz oy 0z
F, F, F, 322y? 223y 0
00 9223 93z%y% 90 02123 03z%y?
ooy i+ V= J+ Ty gy k
oy 0z 0z ox ox oy

0i + 0j + (62%y — 62”y)k = 0.

Protoze V x F = 0, jedna se o konzervativni silové pole.

Ze vztahu (9.47) muzeme psat, ze
dU = —F-dr. (9.55)

Potencialni energii U v misté o polohovém vektoru r pak uc¢ime integraci pravé
strany vztahu (9.55):

U(r) = — / F(r) - dr (9.56)

kde polohovy vektor ry ukazuje na referenc¢ni bod, ve kterém nabyva potencidlni
energie dané hodnoty.
Préaci z bodu o poloze r; do bodu ry po kfivce C, viz obr. 9.5, spocitame jako
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Obrazek 9.5: Vypocet prace z rozdilu potencidlnich energii.

A(C) = / F-dr. (9.57)

Jelikoz uvazujeme praci konzervativnich sil, a tedy nezalezi na volbé integracni
cesty, zvolime si integracni cestu z bodu o polohovém vektoru r; do referencéniho
bodu ry (A(Cy)) a od ného ke koncovému bodu ry (A(Cs)), viz obr. 9.5, pficemz
pi vypoctu pouZijeme vztah (9.56), takZze muZeme psat, Ze

A(C):/PQF-dr:A(Cl)+A(CQ):/TOF-dr+/r2F-dr:

ry ry ro

- / F.dr+ / Fodr=U(r) — Ulrg) — Ulrs) + Ulro) = U(ry) — Ulrs) -
i i (9.58)

Vysledek (9.58) ukazuje skutecnost, ze prace je dana rozdilem potenciélnich energii
v prislusnych mistech, pri¢emz volba polohy referenéniho bodu neméa na samotny
vysledek vliv, takze volba referenéniho bodu ry ve vztahu (9.40) neni striktné
limitovana, zpravidla polohu referen¢niho bodu volime tak, aby v ném potenciélni
energie nabyvala nulové hodnoty.

Uvazujeme silu, ktera je dana nasledujicim vztahem

F= f(r)f = g(r)r. (9.59)

Ze vztahu (9.59) je patrné, Ze tato sila nabyva stejné velikosti ve v8ech bodech,
které jsou stejné vzdaleny od pocatku souradnic. Rovnéz z tohoto vztahu vyplyva,
ze vSechny sméry od pocatku soutfadnic jsou si rovnocenné, tj. vektorové pole této
sily je pole izotropni. Je-li vektorové pole této sily tiidimenzionalni, potom je
geometrickym mistem bodi, ve kterych nabyvé toto silové pole stejné velikosti,
kulova plocha. Pocatek soufadnic je v tomto piipadé totozny s tzv. silovym cen-
trem a sily, resp. silova pole, které vyhovuji predpisu (9.59) se nazyvaji centralni
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sily (radialni sily), resp. centrélni silova pole. Piikladem centralniho silového pole
je pole gravita¢ni. Pomoci podminky (9.54) zjistime, zda centralni sily jsou sily
konzervativni.

i J k
VX F=Vx () =V x(g)ep2)=| 2 2 2 |=

g(r)z g(r)y g(r)z

(5(952)27) 3 5(952)@) it <5(gg;)w) B 5(9(;;)2))j+
(3(9(7“)y) a(9(7“)96)) K (ag(T)Zng(T)% 3 89(7“)y —g(r)@) it
ox dy dy dy 0z 0z
(0 8]
<ag¥)y + g(r)% - a%g)m - g(r)g—‘;) k. (9.60)

Jelikoz x, y a z jsou nezavislé proménné, potom vSechny jejich parcialni derivace
v rovnosti (9.60) jsou rovny nule, takze vysledek (9.60) je mozné zjednodusit na
tvar

vtwon = (G- %) i (e 250)

(022“)11 B 39@;”3;) k. (9.61)

V argumentu funkce g je velikost polohového vektoru, tj. r = /a2 + y? + 22,
takze derivaci této funkce podle jednotlivych proménnych dostaneme, ze

V x (g(r)r) = (@% _ @%) it (@% _ @ﬁ>j+ (@@ _ @@) k.

Vzhledem k tomu, Ze parcidlni derivace funkce g jako vné&jsi funkce podle jednot-
livych proménnych musi byt stejna a oznacime ji ¢’. Pak je moZné vysledek (9.62)
upravit jako

V x (g(r)r) = ¢ <%—%>i+g' (%—%)ﬁg' <%—%)k=0. (9.63)

r

Vysledek (9.63) nam tika, ze v8echny centralni sily jsou silami konzervativnimi.

Priklad 9.2.2
Spoctéte centralni izotropni silové pole (silu), je-li zadéna jeho potencialni energie

U = 1kr? kde k > 0 je konstanta a soutadnice r = /22 + y2 + 22.
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1
F=-VU= —Vék(xQ +y* + 2%) = (=kx, —ky, —k2) = —k(z,y,2) = —kr .

Homogenni silové pole nap¥. mizeme vyjadiit jako?
F=ak=1(0,0,a), (9.64)

kde a je konstanta.
K ovéreni skutecnosti, zda homogenni silové pole je pole konzervativni, pouzijeme
opét podminky (9.54), takze mizeme psat, Ze

i j k

V x F=V x (ak) = 8@ 8@ 8@ —
i y z
0O 0 a

Ou 0\, (00 da) . (20 00\,
oy 0z 9 ox)? or oy)
protoze derivace konstanty je rovna nule. Tedy v pfipadé homogennich sil (silovych

poli) plati, Ze jsou vzdy konzervativni. Piikladem homogenniho pole je homogenni
tithové pole Zemé.

9.3 Treci sily pri vzajemném klouzavém pohybu
dvou téles

Pfi vzéjemném (relativnim) klouzavém pohybu dvou téles, mezi kterymi neni
zadna tekutina (lubrikant), dochézi k tzv. suchému smykovému tieni, jehoZ p¥ici-
nou je treci sila ptisobici proti vzajemnému pohybu.
Uvazujme pripad, kdy na sobé spocivaji dvé télesa a na horni téleso o hmotnosti
m pusobime silou F. Kromé této sily pusobi na toto téleso jesté pritlacna sila
normalova F,,. To méa za nasledek, Ze na horni téleso ptisobi druhé téleso tlakovou
silou (reakce) N. Kromé zminénych sil pusobi jesté na horni téleso tfeci sila FY,
kterd ma opacnou orientaci nez sila F, viz obr. 9.6.

Predpokladejme, Ze se velikost sily, kterou na horni téleso plisobime postupné
zvétsuje od nulové hodnoty. Zpocatku se horni téleso viici spodnimu téleso nepo-
hybuje a tedy v kazdém okamziku musi platit, ze F+ F; = 0. Postupné zvétsujeme

2Vzdy si muZeme zvolit orientaci kartézské souradnicové soustavy tak, aby bylo mozné vyja-
dfit homogenni silové pole uvedenym zpusobem.
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Obrazek 9.6: Sily ptisobici na horni téleso pfi vzajemném klouzavém pohybu dvou
téles.

sflu, kterou na horni téleso plisobime, a od jisté jeji hodnoty, viceméné skokem,
klesne velikost treci sily a télesa se zacnou vici sobé vzidjemné pohybovat. Po-
psané situace je zachycena na obr. 9.7.

Maximéalni hodnota tteci sily je dana vztahem:

Fy|  vzajemny pohyb vzajemny pohyb
je nulovy v =0 je nenulovy v # 0
Fis = gV promemmemmmsemmecmmecmreeenes
Fig = paN
F,=F
F

Obrézek 9.7: Zavislost velikosti tfeci sily F; na velikosti ptsobici sily F'.

Fr = Fiy = usN (9.65)

kde p se nazyva soudinitel statického tfeni (bezrozmérna veli¢ina).
Hodnota tieci sily pii jejim poklesu z maximalni hodnoty (zapo¢ne vzajemny
pohyb mezi télesy) se nazyva dynamicka tieci sila a je rovna:

Fig = pahN (9.66)

kde ps se nazyva soucinitel dynamického tieni.
Ze vztaht (9.65) a (9.66) vyplyva, Ze plati mezi souciniteli nasledujici relace:

s > g - (9.67)

Ze vztahu (9.65) a (9.66) je rovnéz vidét, Ze hodnoty Fs a Fj; nezavisi na veli-
kosti stykovych ploch, pouze na materiadlech stykovych ploch a jejich opracovani
(hrubosti). Kdybychom si zvétsili povrch dvou stykovych ploch, tak bychom vidéli
jejich hrubost a Ze jsou stykové plochy do sebe zamknuty. Jakmile se vii¢i sobé

QN 042
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poc¢nou pohybovat, pak dochézi k obrusovani téchto ploch a tyto plochy jakoby
po sobé skakaly, a proto plati, zZe s > puq.

Poznamenejme, ze velmi Casto je jako pfitlacna sila zastoupena jen sila tihova, tj.
F,=G=mg.

Jestlize ja vzajemna rychlost dvou téles v = vv’, kde v° je jednotkovy vektor
vzéjemné rychlosti, potom pro tfeci silu plati, ze

Fig = —paNv’ (9.68)

kde znaménko minus souvisi s tim, Ze treci sila vzdy pusobi proti pohybu. Tteci
sfla patii mezi disipativni sily a mtuzeme si ji v souladu se vztahem pro disipativni
sily (9.32) vyjadrit jako

aN 0 _,UdN

vV = v=—-\v=Fp;. (9.69)
v v

Fiy= —paNv* = =&

Z obrazku 9.7 vidime, ze pro F' > F;; bude vzajemné rychlost mezi télesy s ¢asem
narustat (téleso se bude pohybovat se zrychlenim). V pfipadé, ze F' = F,4, pak
rychlost vzajemného pohybu bude konstantni, protoze F+ F;; = 0, tedy na téleso
nebude plisobit zadna sila, takze se téleso bude bez zrychleni.

V tabulce 9.1 jsou pro predstavu uvedeny soucinitele tfeni mezi povrchy vybranych
material.

Hd Hs
ocel - led 0,01 0,03
ocel - teflon 0,04 0,09

ocel - ocel 0,10 0,15 - 0,60

ocel - guma | 0,5-1,0 1-4

drevo - dfevo | 0,3 - 0,5 0,6

Tabulka 9.1: Tabulka vybranych souciniteld tieni.

Uvazujme desku, na které se nachazi téleso o hmotnosti m. Tuto desku postupné
naklanime, az dosdhne sklonu «, pti kterém se zacne téleso posouvat konstantni
rychlosti v = konst., viz obr. 9.8. V tomto piipadé je pfitlacna sila F,, rovna
normalové slozce tihového zrychleni G,,, kterd je kolmé k naklanéjici se roviné.
Pusobici sila F' je rovna tecné slozce tihového sily Gy, kterd je rovnobézna s
naklanéjici se rovinou. Protoze uvazujeme situaci, kdy F + Fyy = 0, tedy v =
vv? = konst., tak na zékladé rovnosti (9.69) musi platit:

F= Gt = GtGO = GtVO = _Ftd = /.LdNVO . (970)

Odtud
F =G, =N . (9.71)
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Obrazek 9.8: Naklangjici se deska s télesem.

Uvéazime-li, ze G = mg, pak z obr. 9.8 je vidét, ze
F =G, =mgsina. (9.72)
Rovnéz z tohoto obrazku vidime, ze
N =|G,| = mgcosa . (9.73)

Dosadime-li ze vztahu (9.72) a (9.73) do vztahu (9.71), ta dostavame:

mgsina = pgmgcosa . (9.74)
Odtud miizeme psat, ze '
g = PN _ tana . (9.75)
Cos v

Takze muzeme urcit soucinitel dynamického tfeni py pro dané dva materidly a
povrchy (télese a deska) jako tangens thlu sklonu desky, pti kterém zacne klouzat
téleso konstantni rychlosti.
Stejnym zptisobem muzeme urcit i soucinitel statického tfeni u, s tim, ze thel
sklonu naklonéné desky o bude odpovidat nejvyssimu moznému ihlu, kdy se jesté
télese po desce nepohybuje.

9.4 Lanové treni

Uvazujme kil o poloméru R, na ktery je namotéano lano, pfi¢emz lano je tazeno
silou F4 na jednom konci a na druhém konci je tazeno silou Fg, ktera je co do
velikosti mensi, tj. Fig < F4. Mezi lanem a kiilem uvazujeme suché smykové tient,
viz obr. 9.9(a). Sily pusobici na kousek lana jsou zachyceny na obr. 9.9(b). Z
obrazku lze vidét, Ze na kousek lana pisobi na jeho koncich sily F(6 + Af), F(9),
treci sila Fys a reakce pritlacné sily IN. Sily ptisobici na vybrany kousek lana si
rozlozime na slozky ve sméru vektort e, a e, tim, Ze je témito vektory skaldrné
vynéasobime. Jelikoz vime, Ze se lano nepohybuje, tak slozky sil ptsobicich na
vybrany kousek lana v jednotlivych smérech se musi rovnat (musi byt v rovnovéze)
neboli plati nasledujici rovnice:

e, i F(6)cos (%) — Fyy — F(0+ A0) cos (%) ~0, (9.76)



Obrazek 9.9: (a) Lano ¢astecné omotané kolem kulu. (b) Sily pisobici na kousek
namotaného a napinaného lana.

A0 Af
e,: —F(#)sin (7) + N — F(6 + Af) sin (7) =0. (9.77)
Vzhledem k tomu, Ze uvazujeme hodné maly kousek lana, tak z Taylorova rozvoje
muzZeme psat:

F AF
F(0+ A6) ~ F(6) + i—ede ~ F(0) + 3500 = F(0) + AF . (9.78)

Déle diky malosti elementu stfedového thlu (Af < 1) miZeme goniometrické

funkce nahradit jako:
. (0 0 0
sin (5) N, cos (5) ~1. (9.79)

Aproximace (9.78) a (9.79) dosadime do rovnic (9.76) a (9.77), ¢imz dostaneme:

e,: F)—F,—F0O)—AF=0, = F,=-AF, (9.80)
e, —F(G)g +N—(F(0) + AF)% =0, = N=F(@0)A0, (9.81)

kde jsme zanedbali ¢len AFAf/2, protoze je viuci zbyvajicim Clenim vyrazné
mensi.
Na zékladé vztahu (9.65) a vysledku (9.80) miiZzeme psat:
Fiy=u N = —AF =pusN . (9.82)
Za velikost reakéni sily N do tohoto vysledku dosadime ze vztahu (9.81):
—AF = pu,F(0)A0 >0 . (9.83)
Odtud

AF
— = —uF . .84
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Protoze prava strana této rovnice je zaporné, proto musi platit, ze AF < 0.
Derivace funkce F'(0) podle 6 je na zakladé vztahu (9.84) rovna:

dF . AF
a6~ A ag O (9:85)
Z obr. 9.9(a) vidime, ze pro stfedovy uhel § = 0 je velikost sily rovna F'(0) = Fs
a pro 0 = 0,5 je velikost sily rovna F(045) = Fp. Rovnici (9.85) mizeme Tesit
metodou separace proménnych, takze dostavame, Ze

Fp dF 0aB
/ e / a0 (9.86)
Fa F 0

ReSenim integralt dostaneme:

In (—) = —ps0ap - (9.87)
Odlogaritmovanim dostaneme, Ze

_ 59
Fp— e 74

(9.88)
Odtud vidime, Ze pro 6,45 > 0 plati, ze Fg < Fjy.

Ze vztahu (9.88) vidime, Ze pokud bychom méli udrzet na lané velkou silu holyma
rukama, tak staci lano omotat kolem néjakého kilu a pak udrzime témétr cokoliv
a spiSe se pretrhne lano, nez Ze bychom lano neudrzeli. V piipadé, Ze soucinitel
suchého tfeni ps = 1 a 045 = 27, tj. obto¢ime jednou kil lanem, pak sila Fig (sila,
kterou tahneme za lano) bude cca 500-krat mensi nez je sila F4. Pfi dvojitém
obtoceni (0ap = 4m) jiz sila Fjp bude cca 300 000-krat mensi nez sila Fly, a pii
trojitém obtoceni (45 = 67) by sila Fiz byla cca 150 000 000-krat mensi.
Poznamenejme, Ze i pevnost vSech typi uzli je vlastné zalozena na lanovém tfeni.
Dokonce i stehy, kterymi jsou sesity jednotlivé dily obleceni drzi pohromadé diky
tomuto tieni. Tedy mizeme konstatovat, Ze prakticky vyznam lanového tfeni je
obrovsky.
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Kapitola 10

Analytickd mechanika

V predchozich kapitolach vénované mechanice hmotnych bodi jsme pouzivali fyzi-
kalnich vektorovych veli¢in, a proto takovouto mechaniku oznacujeme jako vekto-
se piistup zalozeny na vektorovych veli¢inach stava velmi komplikovanym a z
tohoto diavodu byla zavedena mechanika skalarni (analytickd), ktera, jak uz jeji
oznaceni napovida, vyuziva k popisu mechanickych dé&ji skalarnich veli¢in, ¢imz
se TeSeni komplikovanéjsich mechanickych tloh vyrazné zjednodusi. Nékdy byva
analytickd mechanika oznacovana jako teoretickd mechanika, ale toto oznaceni je
ponékud zavadéjici, protoze pravé analytickd mechanika umozni Tesit praktické
tlohy, které jsou soucasné zpravidla i pomérné komplikované.

10.1 Klasifikace vazeb a stupen volnosti

K popisu volného hmotného bodu v prostoru potfebujeme znét 3 soufadnice, nej-
Castéji zavisi na rychlosti se jedna o souradnice kartézské, pri¢emz privlastkem
Lwvolny® vyjadfujeme v analytické mechanice skutecnost, Ze hmotny bod neni ve
svém pohybu omezen (neni podroben vazbam).

Uvazujme soustavu N volnych hmotnych bodt. K jednozna¢nému urceni jejich
polohy budeme potiebovat 3N soutradnic. Napiiklad si pfedstavme soustavu tvo-
fenou dvéma volnymi hmotnymi body, na které ukazuji dva polohové vektory
r; a r,. Potom k urceni jejich polohy potfebujeme znét celkem 6 soufadnic,
tj. T1,Y1, 215 T2, Y2, 22, TESP. T11,T12,T1,3; T2,1, To2, Ta3, PIIP. X1, Lo, T3; Ty, T5, Te.
Uvedli jsme tfi zpusoby indexovani soutradnic, pficemz v nastévajici ¢asti textu
vénovanému analytické mechanice budeme pouzZivat druhy uvedeny zpiisob,
kdy je kazda soutradnice znac¢ena dvéma indexy. Prvni index oznacuje o jaky z N
hmotnych bodi se jedna a druhy index urcuje soufadnici a obecné nabyva hodnot
1,2,3.

V pripadé, Ze je pohyb hmotnych bodi néjak omezen, mluvime o existenci tzv.
vazeb (vazebnych sil).

Charakter vazeb muze byt rozmanity. Matematicky je vazba vyjadiena bud rov-
nici f = 0, pak mluvime o vazbé oboustranné (udrzujici), nebo nerovnici f > 0,
resp. f < 0 a v tomto pfipadé mluvime o vazbé jednostranné (neudrzujici). Pokud
se jednostranné vazba projevuje na pohybu, jeji efekt se nelisi od pisobeni vazby
oboustranné, a muzeme se proto v dalsi ¢asti textu omezit na oboustranné vazby.
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Oboustrannou vazbu muzeme vyjadrit nasledovné
f(x11, 012,713, %21, Ta, Ta3, .-+, TN,1, TN2, TN, E) = 0 (10.1)

resp.
f(ry,ra, ..., rn,t) =0 (10.2)

Vazba vyjadirena vazebnou podminkou (10.1) se nazyva vazbou geometrickou. V
pripadé, Ze vazebna podminka obsahuje i rychlost

f(xl,l, 12,213+, TN,1,TN2,TN3>T1,1,L1,2,T13, - -, TN,1, TN,2, TN,3, 75) =0,
(10.3)
pak se tato vazba nazyva kinematickou.
Zderivujeme-li vazebnou podminku geometrické vazby (10.1) podle ¢asu, pak do-
staneme

3

df of  of .
- = it = =0 bol
I ;;axwx it BN neboli

80(961,1, Z1,2,21,3,---,LN1,TN2,TN3,L1,1,212,L1,3,---,TN,1,LN?2,TN,3, t) =0.
(10.4)

Srovnanim vazebnych podminek (10.3) a (10.4) vidime, Ze jsme geometrickou
vazebnou podminku prevedli na vazebnou podminku kinematickou. Prakticky vy-
znam maji hlavné kinematické vazby linedrni v rychlostech. MiiZeme je zapsat
jako

N 3
DY ail@ais t)iai + bz t) = 0. (10.5)

a=1 i=1

Pokud lze levou stranu rovnice (10.5) pfepsat jako totalni derivaci podle ¢asu, tj.

Zza —dad ai’ (10.6)

pak je mozné néslednou integraci podle ¢asu ziskat vazebnou podminku (viz rov-
nost (10.4))

f(r11,%19, %13, T21,T22,T23, ..., TN1, TN 2, TN 3, ) =

g($1,17 Z1,2,21,3,22,1,222,X23,---,TN1,TN?2,TN,3, t) -C=0, (10-7)

kde C' je integra¢ni konstanta zavisléd na pocatecnich podminkéch. Vazebna pod-
minka (10.7) predstavuje vlastné geometrickou podminku. Kinematicka vazba je v
tomto pripadé integrabilni, tj. pfevoditelnd na vazbu geometrickou. Kazdou geo-
metrickou vazbu nebo kinematickou vazbu, ktera je integrabilni, budeme nazyvat
holonomni vazbou!. Vazba, ktera tuto vlastnost nema, se nazyva neholonomni
(anholonomni). Neholonomni vazby se vyskytuji zejména v mechanice tuhych té-
les. Déle rozlisujeme ptipad, kdy vazebna podminka explicitné neobsahuje ¢as, pak
se nazyva stacionarni (skleronomni). Vazebna podminka zavisla na ¢ase se nazyva

IN¢kdy jsou v literatuie geometrické vazby nazyvany holonomnimi a integrabilni kinematickée
vazby vazbami semiholonomnimi.
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nestacionérni (rheonomni). V dalsim textu se budeme zabyvat jen vazbami ho-
lonomnimi.

Je-li mechanicka soustava podrobena pouze holonomnim vazbam, pak se nazyva
holonomni soustavou. Typickymi holonomnimi vazbami jsou vazby, které udrzuji
hmotné body pfi jejich pohybu na stanovenych plochéach, ptip. kiivkach, nebo v
danych vzajemnych vzdalenostech. Jestlize se tvar ani poloha téchto ploch, ptip.
kiivek, nebo vzajemné vzdalenosti neméni, jde zaroven o vazbu skleronomni.
Fyzikalné jsou vazby realizovany napf. spojujicimi tycemi, lany, kloubovymi me-
chanizmy apod. Vazby holonomni maji ve fyzice nejvétsi vyznam a snizuji
pocet stupni volnosti!

Poétem stupnii volnosti s rozumime pocet nezavislych tdaju (parametri), kte-
rymi lze jednoznacné urcit polohu systému (objektu).

Systém N hmotnych bodi s R holonomnimi vazbami mé pocet stupiit volnosti

s=3N—R. (10.8)

NiZe si ukdZeme piiklady vazanych pohybu (vazeb) spolu s uvedenym stupném
volnosti.

Priklady vazeb

Uvazujme dva HB, které pti pohybu vici sobé zachovavaji vzdalenost . V tomto
piipadé si vazebnou podminku f(z11, 212,213, 21, T22, T2 3) = 0 mizeme vyjad-
rit jako
(211 — 332,1)2 + (212 — $2,2)2 + (z1,3 — 5132,3)2 —*=0.

Jedna se tedy o jednu geometrickou (nezavisi na rychlosti HB) skleronomni (vazba
explicitné nezavisi na ¢ase) holonomni vazbu (R = 1) mezi dvéma HB (N = 2),
takze pro pocet stupiii volnosti dle vztahu (10.8) dostavame: s = 3N — R =
3 -2 —1=5. Takze k jednozna¢nému urceni polohy téchto dvou HB nam staci 5
nezavislych parametri, kdyz vime jak jsou od sebe vzdaleny, tj. nepotfebujeme 6
kartézskych soufadnic.

Jako dalsi pripad budeme uvazovat rovinné matematické kyvadlo, které se sestava
ze zavésu délky ¢ a jednoho HB (N = 1), jehoz poloha je déna soufadnicemi
Z11,T1,2, %13, @ kmitd v roviné po kruznici o poloméru ¢ kolem rovnovazného
bodu. Kmitajici HB je podroben dvéma holonomnim vazbam (R = 2), kdy jedna
souvisi s jeho omezenim pohybu v roviné a druhé souvisi s konstantni délkou
zZavesu:

filvi3) =0 = x13=0, fo(z11,712)=0 = x%,l + m%g —0=0.

Vidime, ze obé vazby jsou geometrické, tudiz holonomni, a navic skleronomni.
Pocet stupni volnosti: s = 3N — R=3-1—2 = 1. Tedy k jednoznac¢nému urceni
polohy tohoto HB nepotiebujeme tii kartézské souradnice, ale sta¢i nam s jeden
parametr (udaj). Timto parametrem je hodnota stiedového thlu .

Dalsim piikladem je jeden HB (N = 1), ktery pohybujici se po povrchu koule,
které linearné s ¢asem roste polomér r(t) = rot (napf. mravenec pohybujici se

¢ = konst.

2

O

s=25

().l

é — konst.
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po nafukovacim balénku kulového tvaru). V tomto piipadé mizeme rovnici vazby
(vazebni podminku) napsat jako

2 2 2 2,2
f(x11, 012,013,021, Ta2, T23,t) =0 = i, +a7,+x73 15t =0.

Vidime ze se jedna o rheonomni geometrickou vazbu (explicitné zavisi na case a
nezavisi na rychlosti), tudiz se jedna o jednu holonomni vazbu (R = 1). Takze
pocet stupni volnosti je: s = 3N — R =3-1— 1 = 2. Protoze zname predpis, jak
se méni v ¢ase polomér koule, tak k jednozna¢nému urceni polohy HB na povrchu
koule nam staci 2 nezavislé parametry namisto ti{ kartézskych soutadnic.

Jako posledni piipad si uvedeme dva HB (IV = 2) pohybujici se v roviné (napf. na
desce stolu) a zachovavajici vaci sobé konstantni vzdéalenost ¢. V tomto piipadé
se uplatnuji t¥i vazebné podminky, protoze oba HB jsou ve svém pohybu vizané
na rovinu a navic viuc¢i sobé musi zachovavat konstantni vzdalenost, tedy

filwig) =0 = 213=0, fo(z23)=0 = w35=0,
2

f3(5€1,1,$1,27$2,1,$2,2) =0 = ($1,1 - 5U2,1)2 + (331,2 - $2,2)2 —0"=0.

Vidime, Ze se jedna o tfi skleronomni geometrické vazby, tedy t¥i holonomni vazby
(R = 3). Pocet stupnii volnosti: s = 3N — R = 3 -2 — 3 = 3. TakZe nam k jed-
noznac¢nému urc¢eni polohy dvou HB pohybujici se po dané roviné a zachovavajici
vici sobé vzdalenost staci tii nezavislé parametry.

10.2 Zobecnéné souradnice

Uvazujme soustavu N hmotnych bodu s holonomnimi vazbami, kterda ma pocet
stupnu volnosti s. Polohu vSech téchto bodu v daném ¢asovém okamziku vzhle-
dem ke zvolené vztazné soustavé nazyvame konfiguraci soustavy. Konfiguraci sou-
stavy v kazdém okamziku muzeme jednozna¢né vyjadrit s nezavislymi parametry
q1(t), g2(t), ..., qs(t), které nazveme zobecnéné souradnice?. Zobecnéné souradnice
predstavuji kombinaci raznych typu souradnic a parametri (zpravidla vzdalenosti
a uhly). Jejich volba neni pfedem ni¢im predepséna, jedinym omezenim je, aby
zvolené zobecnéné soutadnice ¢y (t), ¢2(t), ..., ¢s(t) jednoznacné popisovaly vSechny
mozné polohy hmotnych bodu soustavy, tj. konfiguraci soustavy. Jinymi slovy
,usijeme na miru“ vhodné soufadnice feSenému problému, pficem?z tento tikol
casto vyzaduje jistou davku zkuSenosti a intuice.

Zobecnéné souradnice? qi, go, . . ., ¢s vymezuji takzvany konfiguraéni prostor viech
moznych poloh (konfiguraci) soustavy. Mame-li N hmotnych bodi uréenych obec-
nymi souradnicemi ¢, (t), g2(t), ..., ¢s(t), potom si muzeme soustavu obecnych sou-
fadnic pfedstavit jako souradnice jednoho bodu v prostoru dimenze s = 3N — R,
na ktery ukazuje polohovy vektor q = (¢1,¢2, ..., ¢s). Je potfeba si uvédomit, ze
konfigura¢ni prostor neni prostorem fyzikalnich stavii soustavy, jelikoz vypovida
pouze o polohach, tedy konfiguracich, vSech uvazovanych hmotnych boda sou-
stavy. Pro dplnou informaci o uplném fyzikalnim stavu soustavy je nutné znét

2Na rozdil od kartézskych soufadnic, obecné soufadnice nemusi mit fyzikalni rozmér délky.
3Piipomeiime, Ze jejich pocet odpovida stupni volnosti soustavy.
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také jejich rychlosti. Proto konfigura¢ni prostor musime doplnit o tzv. zobecnéné
rychlosti ¢, ¢o, . .., s, resp. q. Teprve spojenim informaci o polohach a rychlos-
tech vzniké prostor fyzikalnich stavii dané mechanické soustavy, jehoz dimenze je
2s a je tedy parametrizovany soufadnicemi gy, ¢o, . . ., qs, G1, G2, - - - , §s, Které urcuji
fyzikalni stav mechanické soustavy v Case t v tom smyslu, Ze zahrnuje nezbytné
tdaje k urceni ¢asového vyvoje této soustavy.

V dalsi ¢asti textu budeme usilovat o nalezeni vhodného formélniho aparatu,
ktery by umoznoval zapsat pohybové rovnice dané soustavy pomoci zvolenych zo-
becnénych soutradnic. VyfeSeni tohoto problému bude mit i vyznam pro soustavy,
které nejsou podrobeny vazbam, avsak je z néjakych divodu pro né vhodné zavést
krivocaré souradnice.

Predpokléddejme, ze mezi kartézskymi a zobecnénymi souradnicemi plati transfor-
macni vztahy? (zobrazenf®):

xa,i:xa,i(qlaq%"'?q&t)7 0421,2,...,N; 7':17273 (109)

Udéme-li polohu hmotnych bodi pomoci zobecnénych souradnic ¢;, predpokla-
dame, Ze jsou automaticky splnény vazebné podminky®

fre(x11, 212,213, 21, T22, Ta3, ..., TN1, TN2, N3, E) =0, k=1,2,... ) R.
(10.10)
Jsou-li vazby skleronomni, tj.
fk($1,1,1’1,2,1’1,3,$2,1,5E2,2,$2,3, cees fFN,1,$N,2,$N,3) =0, k=12...,R,
(10.11)

pak je mozné zapsat transformacni vztahy jako
Tai=Tai(q1,q2,...,¢s), a=12...N; i=1,23, (10.12)

Za povsimnuti stoji skutecnost, ze transformacni vztah pro skleronomni vazby
neobsahuje explicitné ¢as ¢, jak je tomu u rheonomni vazby (10.10).

Priklad 10.2.1

Uvazujte dvé matematickd rovinna kyvadla o hmotnosti m a délkou ¢ tuhého za-
vésu zanedbatelné hmotnosti. Kyvadla jsou zavésena ve stejné vysce ve vzdalenosti
a, ktera je i rovna klidové délce pruziny o tuhosti k, ktera je spojuje ve vzdalenosti
¢/2 od mista jejich zavéseni, viz obr. 10.1. Urcete stupen volnosti hmotnych bodu,
naleznéte zobecnéné soutradnice, zobecnéné rychlosti a transformacni vztahy mezi
kartézskymi a zobecnénymi soufadnicemi.

Reseni:
Protoze se jedna o rovinnd matematickd kyvadla, tak kazdé z kyvadel je podro-

4Tento zapis je obecnd pouze lokélni, jelikoz nemusi byt mozné popsat dany problém jedinou
soufadnicovou soustavou.

5Toto zobrazeni musi byt prosté a regularni, tj. jednoznaéné a existuje k nému jednoznaéné
inverzni zobrazeni, neboli v kazdém casovém okamziku muZzeme z hodnot zobecnénych souradnic
stanovit polohu v8ech hmotnych bodi soustavy v prostoru pomoci kartézskych soutradnic.

6Indexem k odlisujme jednotlivé holonomni vazby, kterych je R.



EAR v i 123

a

1 Y2

Y =29

Obrézek 10.1: Dvé stejnéa rovinné sprazena matematicka kyvadla.

beno dvéma vazbam, viz Cast textu Priklady vazeb. TakZe stupen volnosti je:
s =3N—-R=3-2—4=2, tedy k jednoznatnému urceni konfigurace (polohy)
kmitajicich dvou hmotnych bodi nam budou stacit dvé zobecnéné souradnice.
Témito zobecnénymi soufadnicemi jsou stfedové tihly u kyvadel, viz obr. 10.1, tj.
¢1 = 1 a @2 = @y. Poznamenejme, ze stfedové thly (zobecnéné soufadnice) se s
Casem meéni, o1 = p1(t) a pa = @o(t). Zobecnéné rychlosti nalezneme derivovanim
zobecnénych soufadnic podle ¢asu, tj. ¢; = ¢1 a o = Y.

Z obr. 10.1 miZeme snadno urcit transformacni vztahy mezi kartézskymi a zobec-
nénymi soufadnicemi:

X1 = $1,1(Q1) = x11=—{sing;, 115 = $1,2(Q1) = x12=~Lcosy,

To1 =T12(q2) = X1 =4Lsinpg+a, Tao==To2(q2) = Too=~cCOSps.

Priklad 10.2.2

Uvazujte matematické rovinné dvojkyvadlo, které je se sestava ze dvou matema-
tickych kyvadel o stejné hmotnosti m a s délkami nehmotnych tuhych zavési ¢,
a 09, pricemz druhé kyvadlo je uchyceno na prvnim, viz obr. 10.2. Urcete stupen
volnosti hmotnych bodii, naleznéte zobecnéné souradnice a transformacni vztahy
mezi kartézskymi a zobecnénymi souradnicemi.

Reseni:

Protoze se jedna o rovinnd matematickd kyvadla, tak kazdé z kyvadel je podro-
beno dvéma vazbam, viz Cast textu Priklady vazeb. TakZe stupen volnosti je:
s=3N—-R=3-2-—4=2, tedy k jednoznac¢nému urceni konfigurace (polohy)
kmitajicich dvou hmotnych bodi ndm budou stacit dvé zobecnéné souiadnice.
Témito zobecnénymi souradnicemi jsou stfedové thly u spojenych kyvadel, viz
obr. 10.2, tj. 1 = ¢1 a ¢ = 2. Poznamenejme, Ze stfedové uhly (zobecnéné
soufadnice) se s ¢asem méni, p; = ¢1(t) a pa = Ea(t).
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Yy=x2
Obréazek 10.2: Rovinné matematické dvojkyvadlo.

Z obr. 10.2 muzeme snadno urcit transformacni vztahy mezi kartézskymi a zobec-
nénymi souradnicemi:
rip=m210(q1) = wig=Ahsing, vig=212(0) = w2=/{cosyr,

To1 = Z12(q1,q2) = xo1 = lisingy + losing,

Too = To2(q1,q2) = Xao = {1 cospy + lycospsy .

10.3 Lagrangeovy rovnice 2. druhu

V piedchozi ¢asti kapitoly byly zavedeny obecné souradnice g;, kde j = 1,2,...s.
V ramci této ¢asti kapitoly si ukdzeme, jak nalézt pohybové rovnice pomoci zo-
becnénych soutadnic.

V réamci kapitoly 9.1.3 jsme si zavedli kinetickou energii pro jeden HB jako

1 1 (S
T:5m02:§m(vf+v§+v§)) :§m(:rf—|—x§+:ﬁ§)) zimz.ﬁ

Uvazujeme-li soustavu soustavu N hmotnych bodi, kterda je podrobena R ho-
lonomnim vazbam, u nichz pfipoustime ¢asovou zavislost (rheonomni vazby) a
hmotnost jednotlivych hmotnych bodu je obecné rizna (my, « = 1,2,...,N),
pak celkovou kinetickou energii uvazované soustavy muzeme vyjadrit jako

1 N 3
T=3 SN madl; (10.13)

a=1 i=1

Dale derivovanim vztahu (10.9) podle ¢asu dostaneme:

® 0:6(“» 8330“;
o = 2 i 10.14
v 7 n=1 8(;]71 ! + at ( )
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Provedeme-li derivaci rovnice (10.14) podle ¢,, obdrzime:

8.7'70672' . axw-
n  0gn

(10.15)

kde nalezena rovnost predstavuje pravidlo kraceni teckou.
Dosadime-li rovnost (10.14) do vyrazu pro celkovou kinetickou energii soustavy
(10.13), pak mtizeme psat, ze

: : 1 096(“. &vm i
T(QI7'-'7QS>q1a---aQSa 7522777’04 Z . (1016)

a=1 i=1 n=1

Nyni provedeme nasledujici parcialni derivace kinetické energie (10.16):

8xw _ 0xw &Em . aﬂfa,z‘
3% sza (Z ot ) dq; <mz 8qm ot ) » (10.17)

a=1 i=1 n=1 .

a az- a i 0 az. a Qi

i - Z ’ Tad ) (10.18)
a=1 i=1 n=1 an m= aqm at

Pomoci rovnosti (10.14) a (10.15) upravime vztahy (10.17) a (10.18):

. OTay  0Tay
8% szaxm x. ZZmaxw QUA , (10.19)

a=1 i=1 a=1 i=1

szafcmax“f . (10.20)

aq] a=1 i=1

Derivaci vztahu (10.19) podle ¢asu dostaneme:
i (57) - S e (5] -
« ai o J a,zdt aqj
N :
axai . axai)
Me | Tayi : Toi : . (10.21
2 Z ( dq; dg; 021
Vyuzitim vztaht (10.20) a (10.21) mtzeme psat, ze
N 3 :
d (8T> (9T Z < . (9:6,“ T axaz . (%va’i)
- | 5 Mo | Loy Leyi — Toyi =
t\dq;) 0 =< 0q; 8% 04;

o 0 0
3 Mo 52 x‘“ ZZFa x““_Q], (10.22)
1

a=1 i= a=1 i=1

3



cccccccccccccccc 126
€VUTV PRAZE

kde F, ; je i-ta slozka sily ptisobici na a-ty hmotny bod a @Q); je j-ta slozka zobec-
néné sily:

N 3
8%,1- .
Q] = E E Fa7i8—qj 5 j - 1,2,...,8 . (10.23)
a=1 i=1

Timto jsme odvodili Lagrangeovy rovnice 2. druhu v nejobecnéjsim tvaru:

Lagrangeovy rovnice 2. druhu v nejobecnéjsim tvaru

d [oT or
JR— —_— —_——_— = . ] = ]_ 2 “ .. 1 .24
dt (8(]]) aqj Q]> J ) 4y yS ( 0 )

které fesime s nasledujicimi pocate¢nimi podminkami:
gi(to) = qjo,  4;(to) = djo , (10.25)

druhé pocatecni podminka je zkracenym zapisem vyrazu:

das) o _
dt ), 7

Rovnice (10.24) predstavuji pohybové rovnice uvazované soustavy N hmotnych
bodu se stupném volnosti s.
Volba nezévislych zobecnénych soufadnic je zcela libovolnéa, paklize jednoznacné
popisuje konfigurace soustavy. Kdybychom zvolili jinou soustavu nezavislych zo-
becnénych souradnic, naSli bychom Lagrangeovy rovnice stejného tvaru. Takze
Lagrangeovy rovnice druhého druhu maji tu vlastnost, Ze jsou invariantni (ne-
ménné) pii prechodu z jedné soustavy soufadnic k soustavé jiné.
Predpokladejme, 7e slozka sily F, ;, vyskytujici se ve vztahu (10.23), pfedstavuje
slozku sily, ktera je vyslednici konzervativni sily a disipativni sily, tedy
Foi=Fy;+ F)? (10.26)

i )
Pro slozky konzervativnich sil plati:

ou

FX = — , 10.27
S= g (10.27)
kdeU =U(z11(q1,---+¢s,t),-- - n3(qr, - - -, gs, t)) je stacionarni potencialni ener-
gie.
Necht pro slozky disipativni sily plati:
. JD
D
Foi = “Oi (10.28)

kde D je Rayleighova disipativni funkce dana nésledujicim predpisem (predpokla-
dame, Ze na vSechny HB piisobi disipativni sily stejného typu):

1N
D:nJrlZ.

a=1 1

ko it (10.29)

a0
1

3
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kde n = 0 plati pro disipativni ttfeci sily, n = 1 pro disipativni Stokesovu silu a
n = 2 pro disipativni Newtonovu odporujici silu a k, jsou prislusné koeficienty
umérnosti pro jednotlivé hmotné body.

Tedy muzeme dosadit do vztahu (10.26) a dostavame, ze

ou oD

81:&,,- 8:’5(1@- ’

Fog=— (10.30)

Za F, ; ve vztahu (10.23) dosadime ze vztahu (10.30):

N 3
U 9zn; OD O,
Q] - azz:lzz: <_01’W- (9qj - 8(1.3'%1‘ aqj ) ’ (1031)

—1

Druhy ¢len upravime na zakladé pravidla pro kraceni teckou (10.15), ¢imz dosta-
neme:

ii oU 03:M 0D Oia;\ _ OU 0D (10.32)
L 895@, : 35604@ d¢; ) Oq;  Od; '

Tento vysledek dosadime do Lagrangeovych rovnic 2. druhu v nejobecnéj$im tvaru
(10.24), takze dostavame:

d /0T oT ou 0D

—(—,)——:————,, j=1,2...s. (10.33)
dt \9¢; ) q; dq; 04

Jelikoz stacionarni potencialni energie nezavisi na zobecnénych rychlostech, pak
plati, ze OU/0q; = 0. Diky této skutecnosti je mozné upravit Lagrangeovy rovnice
(10.33) do nasledujiciho tvaru:

d [o(T — U)) aT-U) 9D .
En . - = — Q5. :1,2,...,8. 10.34
de < aq]’ aqj 8qj J ( )

Zavedeme-li Lagrangeovu funkci (lagranzian) nasledujicim vztahem:

E(qh...,qs,ql,...,qs,t):T—U, (1035)

potom je mozné Lagrangeovy rovnice 2. druhu piepsat do nésledujiciho tvaru”:

Lagrangeovy rovnice 2. druhu pro konzervativni a disipativni sily

D
d(“) ok _ 9D 19 s (10.36)

At \og;) 0 0y

Dospéli jsme Lagrangeovym rovnicim 2. druhu pro konzervativni a disipativni
sily.

V piipadé, ze uvazujeme jen konzervativni sily (D = 0), pak odtud dostaneme
Lagrangeovy rovnice 2. druhu pro konzervativni sily:

TPoéateéni podminky jsou opét dany vztahy (10.25).
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Lagrangeovy rovnice 2. druhu pro konzervativni sily

d /oL oL
=== 1 =1,2,...,8. 10.

Sestavenim Lagrangeovych rovnic 2. druhu ziskdme pohybové rovnice soustavy
hmotnych bodi pro zobecnéné soufadnice. Jejich feSenim ziskdme zavislost obec-
nych souradnic ¢;(t) na ¢ase.

7 Lagrangeovych rovnic 2. druhu je patrné, ze pohybové rovnice lze ziskat pri-
mocarou kombinaci parcidlnich derivaci jediné skalédrni funkce £, coz predstavuje
vyhodu Lagrangeova formalismu oproti obvyklému newtonovskému pfistupu, kde
je nutné provadeét slozité rozklady pusobicich sil do smért jednotlivych soufadnic.

V piipadé, ze budeme pfi sestavovani pohybovych rovnic pracovat s konzervativ-
nimi silami, tak budeme postupovat dle néasledujiciho postupu:

1. Uréime pocet stupni volnosti s dané mechanické soustavy a zavedeme vhodné
zobecnéné soufadnice g, j = 1,...,s, tj. s parametri g;, které jednoznacné
popisuji pohyb soustavy v souladu s vazbami.

2. Vyjadiime kartézské soufadnice z,..., 2N 3 pomoci zobecnénych sourad-
nic, tj. uréime vztahy z,; = ai(q1,¢2,- .., ¢s,t), kde « = 1,... N, i =
1,2, 3.

3. Vypocteme slozky kartézské rychlosti, tj. Zo; = dzai(q1(t), ..., ¢s(t),t)/dt.

4. Dosazenim do definice kinetické energie T' (10.13) za kartézské slozky rych-
losti dostaneme vyjadieni kinetické energie pro zobecnéné souradnice (10.16).

5. Dosazenim z,;(q1,¢q2, .- ., ¢s,t) do potencidlni energie U(xy,...,2Tn3) VY-
pocitame U(qy, ..., qs).

6. Uréime Lagrangeovu funkci £L =T —U.

7. Derivovanim Lagrangeovy funkce a jejim néaslednym dosazenim do Lagran-
geovych rovnic (10.37) ziskdme hledané pohybové rovnice.

V pripadé, ze uvazujeme i disipativni sily tak v 7. bodé postupu dosadime do
Lagrangeovych rovnic (10.36) a vypoc¢itame pravou stranu na podle typu Raylei-
ghova disipativni funkce, tj. pro danou hodnotu pfirozeného ¢isla n.

Piiklad 10.3.1

Uvazujte dva hmotné body o stejné hmotnosti m, kdy prvni y hmotnych bodu
klouze po kolejnici bez tfeni (mozné si predstavit koralek pohybujici se pod tenkém
draté) a druhy HB je pevné spojen s prvnim bodem pomoci pevného nehmotného
zavésu délky [, pricemz na néj pisobi predepsané casové proménnd sila Fy ve
sméru osy z, viz obr. 10.3. Neuvazujte vliv tithového pole Zemé. Naleznéte slozky
zobecnéné sily a prislusné pohybové rovnice.
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Reseni:
Soustava HB (N = 2) je podrobena celkem ¢tyfem holonomnim vazbam (R = 4):

Il

0 1 =T

Iy,
‘m’..\

I21 r =1

DY) S F5(t) = (F1(1),0,0)

=

=
~

3V

Obréazek 10.3: Soustava dvou HB.

2, .2 2
Tip=0, 213=0, w3=0, (v11—221)" +25,—1"=0.

TakZe stupen volnosti je: s = 3N — R = 3-2—4 = 2, takZe k jednozna¢nému urceni
polohy obou HB nam staci dvé zobecnéné soutradnice, ¢ = 211 =2 a g2 = ¢, Viz
obr. 10.3.

Slozky zobecnéné sily @Q); (j = 1,2) spocitame podle vztahu (10.23), pficemz ze
zadani vime, ze F, = O:

0T q
Q=YY R
a=1 i=1 8q]
Tedy
2 3 833 )
Q=) ZFMW(M = Fy(t) . (10.38)
a=1 i=1 1

Z obr. 10.3 vidime, zZe

T11 = £E1,1(Q1) =T, I21= 962,1(6117612) =z +lIsing, Lo = 172,2(612) =lcosyp,

(10.39)
takze pro druhou slozku zobecnénych sil dostavame, ze
2 3 9. -
= Foi—2t = 1Fy,(t : 10.40
Q2 ;; O 21(t) cos ¢ (10.40)

Celkovou kinetickou energii pomoci vztahi (10.39) spoc¢itame jako:

1 1 1 1
T=T+1T, = 57’)111% + §mvg = §m3ﬁ’1 + §m (fi;g,l + 1.'3’2) =

1 1 1
5mi72 + 5m [(& + lpcosp)® + P sin® o] = mi® + 5m12ap2 + mlipcosp .
(10.41)
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Pohybové rovnice pro uvazovanou soustavu HB ziskdime dosazenim celkové kine-
tické (10.41) a slozek zobecnéné sily do Lagrangeovych rovnic 2. druhu (10.24),

tedy
d /0T orT
— =) - = = 10.42
(50 ) - - (10.42)
d /0T orT
— =) —=—=0Q-. 10.43
(5 ) -5 -a (10.43
Pro piislusné derivace celkové energie (10.41) dostavame:
or oT or  oT i + mic
- = — = — =2ma + mlpcos
o 0xr ' 04 0 vy
or  ar or  or
— = — = —mlzysiny —— = — =ml’y+mlicosy . (10.44
dg2 O PR 04, T 0 7 P (1044

Dosadime pfislusné derivace do Lagrangeovy rovnice 2. druhu (10.42) derivace z
(10.44) a slozku zobecnéné sily (10.38), ¢imz obdrzime prvni pohybovou rovnici:

d
T (2ma + mlpcosp) = Fy4(t) . (10.45)

Provedeme-li derivaci podle ¢asu, tak dostaneme:
2mi + mlp cos p — mlp?sinp = Fp () . (10.46)

Déle dosadime do Lagrangeovy rovnice 2. druhu (10.43) derivace z (10.44) a slozku
zobecnéné sily (10.40), ¢imz obdrzime druhou pohybovou rovnici:

d
T (ml*¢ + mli cos @) — (—mlipsin) = 1Fy;(t) cos ¢ . (10.47)

Provedeme-li derivaci podle ¢asu a podélime [, tak dostaneme:
mlp 4+ mi cos p— = Fy(t) cos g . (10.48)

Rovnice (10.46) a (10.48) predstavuji hledané pohybové rovnice, které bychom
fesili pro zadané pocéatecni podminky.

Priklad 10.3.2

Pomoci Lagrangeovych rovnic popiste pohyb rovinného matematického kyvadla,
na které pusobi disipativni sily typu n = 1. Konstantni délka zavésu necht je [,
pricemz jeho hmotnost zanedbavame. Hmotnost zavazi (hmotného bodu) je m.
Situace je zachycena na obrazku 10.4.

Reseni:

Pocet stupiii volnosti rovinného matematického kyvadla s = 1 (konstantni délka
zavésu a omezeni se na pohyb rovinny zavadi dvé holonomni skleronomni vazby),
N = 1, takze k jeho popisu vystacime pouze s jednou zobecnénou souradnici.
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T11 T =T

117132 ................... m

Y =22
Obrézek 10.4: Pohyb rovinného matematického kyvadla.

Touto zobecnénou soutadnici bude stfedovy thel ¢, viz obr. 10.4, tedy ¢1 = ¢, ¢4 =
. Transformacni vztahy mezi zobecnénou soutradnici a souradnicemi kartézskymi
je nasledujici

r=x1; =lsing, (10.49)
y=ax19=1cosp, (10.50)
Z=T13= 0. (1051)

Zderivujeme vztahy (10.49), (10.50) a (10.51) podle ¢asu, ¢imz dostaneme slozky
rychlosti hmotného bodu®

vy =4 =d11 =lpcosy, (10.52)
vy =Y =T19=—lPsing, (10.53)
v,=i=d15=0. (10.54)

Abychom uréili Lagrangeovu funkci £ =T — U, musime nejdfive urcit kinetickou
T a potencialni U energii. Pro kinetickou energii mtizeme psat, ze

N
1 1 . 1 . . .
T = §m1)2 =3 E E Ml ; = Em(aﬁl + @], + %), (10.55)

kde my = m. Za slozky rychlosti v rovnosti (10.55) dosadime vyrazy (10.52),
(10.53) a (10.54), ¢imz dostavame

1 1 1
T= am(l%’p? cos? o + 1*p*sin® ) = imlngQ (sin® ¢ + cos® p) = §ml2<,b2 )

=1

(10.56)

Pro potenciélni energii v homogennim tihovém poli Zemé s nulovou hodnotou pro
y = 0 mizeme psat, Ze

U= —mgzr s . (10.57)

8Pfi derivovani je tieba si uvédomit, %e zobecnéna soufadnice je funkei casu ¢ = o(t) a 7e
délka zavésu je konstantni | = konst.
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Za x15 ve vztahu (10.57) dosadime vyraz (10.50)
U=—mglcosyp . (10.58)
Pomoci rovnosti (10.56) a (10.58) muze jiz vyjadiit Lagrangeovu funkei
1
L=T-U= 5m12¢72 +mglcos . (10.59)

Rayleighova disipativni funkce (10.29) pro n = 1 bude mit tvar:

) L1, .
D= ) Z Z kol ; = 2 (k11 + ki) =

1 1
§k1 (PP¢? cos® p + P¢*sin® @) = §k1l2cp2 . (10.60)

Lagrangeovu rovnici 2. druhu (10.36) muZzeme napsat jako

d /oL oL JD
a5 —5=—5" (10.61)
dt \ 9¢: Iq Gy
ProtoZze v nasem piipadé ¢ = ¢ a ¢; = ¢, prepiSeme rovnici (10.61)
d D
d (oL _oL_ oD (10.62)
dt \ 0¢ Op op
Derivaci Lagrangeovy funkce (10.59) dostavame:
oL 1
== = -ml*2¢ = ml*¢ . 10.63
o 2=l (10.63)
Jesté zderivujeme vyraz (10.63) podle ¢asu
d /oL dml?¢
— == =ml*p . 10.64
dt(&p) a Y (1064)
Dale or
95 = —mglsinyp . (10.65)
Derivaci Rayleighovy disipativni funkce podle zobecnéné rychlosti ziskame:
oD
— =kl 10.66
95 1 ( )

Dosazenim vyrazi (10.64), (10.65) a (10.66) do Lagrangeovy rovnice (10.62) do-
staneme:
mlG + mglsinp = —k1%¢ . (10.67)

Rovnici (10.67) podélime vyrazem mi?

k
G+ dsinp= -1y (10.68)
{ m
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Clen na pravé strané rovnice presuneme na levou stranu rovnice a polozime 26 =
k‘l/m:

g
l
Rovnice (10.69) popisuje pohyb rovinného matematického kyvadla (pohybova rov-
nice) vystavenému pusobeni jak konzervativni sily (tihova sila), tak disipativni
Stokesovy sily. Tato pohybové rovnice je oby¢ejnou nelinearni diferencialni rovnici
druhého fadu. Pro malé amplitudy thlové vychylky (maximélni hodnoty thlové
vychylky) ¢, < 5°, je mozné rovnici (10.69) linearizovat nahradou singp ~ ¢,
tedy

G420+ Zsing =0 . (10.69)

¢+25¢+%p: 0. (10.70)

K vyfFeseni pohybové rovnice (10.69), piip. (10.70), pot¥ebuje znat dvé pocatecni
podminky, které mohou mit napt. tvar:

o(ty) =po=5, ¢ts) =wy=0.

T
8 )
Kdybychom neuvazovali disipativni silu, tj. atlum, pak bychom do rovnic (10.69),
piip. (10.70) dosadili za 6 = 0.

Do posud jsme si zavedli tfi zobecnéné veli¢iny: zobecnénou soufadnici g;, zobec-
nénou rychlost ¢; a zobecnénou silu. Tyto zobecnéné veli¢iny doplnime jesté o tzv.
zobecnénou hybnost.

Uvazujme soustavu N hmotnych bodu s lagranzianem £ = L£(qy, ..., qs, q1, - -, s, t)-
Pak skalarni veli¢ina p; definovana jako

oL
;== 10.71
se nazyva zobecnéna hybnost odpovidajici zobecnéné souradnici g;.
Pomoci zobecnéné hybnosti lze napsat Lagrangeovy rovnice 2. druhu pro konzer-
vativni sily (10.37) jako

oL

pj 6q]7 j )y < 78 ( )

10.4 Integraly pohybu a cyklické souradnice

Lagrangetv formalismus ndm umoziuje nejen efektivné sestavit pohybové rovnice
vySetfované mechanické soustavy, ale poskytuje nadm i ,triky“ pro jejich feSeni,
jak si ukdzeme nize.

Pti pohybu mechanické soustavy se 2s veli¢in g; a ¢;, které urcuji fyzikalni stav
této soustavy, méni s Casem. Existuji vSak takové funkce veli¢in ¢; a ¢;, které si
pfi pohybu soustavy zachovavaji konstantni hodnoty zavisejici jen na pocatecnich
podminkach. Tyto funkce se nazyvaji integraly (konstanty) pohybu a vyjadiuji
zékony zachovani. 7Z matematického pohledu pfedstavuje integral pohybu tzv.
prvni integral pohybovych rovnic vychazejicich z Lagrangeovych rovnic 2. druhu
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(10.37). Oznac¢me funkei (veli¢inu) predstavujici integral pohybu jako G(g;, ¢;, 1),
ktera po dosazeni libovolného feseni Lagrangeovych rovnic 2. druhu (10.37) ¢; =
q¢;(t) je konstantni (na ¢ase nezavisla), tj.

dG(t)

G(t) = G(q;(t),q,(t),t) = konst. neboli e 0. (10.73)

Je tfeba zduraznit, Ze pro ruzné trajektorie ¢;(t) je hodnota G = konst. obecné
rizna.

Tedy nutnou a postacujici podminkou, aby funkce G(q,...,qs,¢1,...,qs,t) byla
prvnim integralem pohybovych rovnic (10.37) je

dG  ~(9G ., 9G .\  OG
T ; <a_qjqj + a—qjqj) + =0 (10.74)

Leva strana rovnice (10.74) vyjadiuje rychlost zmény G v prostoru fyzikalnich
stavii podél libovolné trajektorie ¢;(t), kterd je feSenim Lagrangeovych rovnic 2.
druhu (10.37), jez popisuji pohyb uvazované soustavy.

Véta o cyklické souradnici

Nezéavisi-li Lagrangeova funkce £ na nékteré zobecnéné souradnici ¢, (v
takovém piipadé nazyvame zobecnénou souradnici g, cyklickou soufadnici),

pak vyraz
oL

i 10.
— (10.75)

je integralem pohybu.

Potvrzeni platnosti této véty snadno ziskame, kdyz z Lagrangeovych rovnic 2.
druhu (10.37), kde j =1,...,n—1,n,n+1,...,s vybereme n-tou rovnici, tj.

d /oLy _oL
dt \8¢,) 0qn

Diky predpokladu, ze zobecnéné soufadnice g, je cyklickou soufadnici (lagranzian
na ¢, nezavisi), tj.

oc
I
ziistane jen prvni ¢len n-té Lagrangeovy rovnice, takze

4oLy
dt \0¢, )

Na zakladé porovnani s (10.74), pak dostavame, ze

G = g—qﬁn = konst.

0,

Q.E.D.
Pozn.: Cyklickych soufadnic miize byt i vice. Déle na zakladé zavedené zobecnéné
hybnosti (10.71) mtzeme konstatovat, ze zobecnéna hybnost odpovidajici cyklické
soufadnici je v ¢ase konstantni.
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Priklad 10.4.1

Uvazujme volny hmotny bod, tj. hmotny bod, na ktery nepiisobi zadné sily, o
hmotnosti m. Naleznéte integraly pohybu.

Reseni:

Pro volny hmotny bod plati, ze U = 0 a tedy £ = T. V kartézskych souradnicich
miuzeme Lagrangeovu funkci vyjadrit jako

1
L= 5m(:'c2+y'2 + 2%,

tedy £ = L(z,y, %), takZe x,y, z jsou zFejmé cyklické soufadnice, a tak na zakladé
vyse uvedené véty dostavame nasledujici tii integraly pohybu

oL .
Glzgzmx:Cl,
GQZa_L.i:my:C’27

dy
G =2 —mi=cy,

0z

kde C1, Cy, C5 jsou konstanty. Uvedené integraly pohybu vyjadiuji zékon zacho-
vani hybnosti, tedy
b= (pmvpyapz) = (mx,m%mz) = (Ola 027 03) = konst.

V pripadé, ze se uvazovany hmotny bod nachazi v homogennim tithovém poli, pak
Lagrangeova funkce bude mit nasledujici tvar:

1
L= §m(a'c2 + 9 + %) — mgz
tedy £ = L(z,,7, ), takze v tomto piipadé mame pouze dvé cyklické soufadnice

x, Y.

Véta o zobecnéné energii

Nezavisi-li Lagrangeova funkce £ explicitné na case ¢, pak vyraz

. : . OL . : .
g(cha - qs, 41, - - 7QS) - Z%QJ - E(Ql) <o Qs 41, - 7QS)7 (1076)

g=1

ktery nazyvame zobecnéné energie, je integralem pohybu.

Platnost této véty si snadno ovéiime tak, Ze zderivujeme rovnost (10.76), ¢imz

dostaneme
4 N[ (0Ly, oL, oL, ot
dt ~ 2 [at\og ) Y 0q," " 9g, Y 9,7

=1
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kde v souladu s predpokladem véty jiz ¢len —0L /0t neni obsazen. Jelikoz druhy a
¢tvrty ¢len se navzajem vyrusi, je mozné po upraveé pro ¢asovou derivaci zobecnéné

energie psat, ze
¢ [d /oL oL .
=2 () o)

Vyraz v hranaté zavorce predstavuje levou stranu Lagrangeovy rovnice (10.37),
ktera se pro realny pohyb rovna nule, a tudiz d€/dt = 0, takze £ = konst. je
integralem pohybu.

Q.E.D.

Protoze Lagrangeova funkce mize byt obecné funkci ¢asu ¢, pak i zobecnéna
energie miize obecné zaviset na case, tj.

. . . L . . .
8(£]17"'7Q87q17"'7qsvt): 8_(161‘7_E(qlv"'7QS7q17"'7qsvt)7 (1077>
j=1 "V

avSak v tomto pripadé zobecnéné energie jiz neni integralem pohybu, tak jak je
uvedeno ve vyse prezentované vété.

Piiklad 10.4.2

Uvazujte hmotny bod, ktery se nachézi v konzervativnim silovém poli. Urcete
zobecnénou energii pro tento hmotny bod.

Reseni:

Pro kartézské soufadnice muzeme psat

1
L= im(x'z—l—yQ—i-ZQ)—U(:E,y,z),

takze na zakladé rovnosti pro zobecnénou energii (10.76) dostaneme, ze

oL . oL. OL. R SN ST S
_ oL. oL . ._ - —T4+U .
E ax.a:—i—ay. +8,éz L=m(z" 49"+ 2°) 2m(ac +yt+2)+U +

Z vysledku tohoto piikladu je vidét, ze v tomto pripadé je zobecnéné energie £
rovna celkové mechanické energii, které se zachovava.

Na tomto misté je tfeba upozornit na skutecnost, ze zobecnéné energie £ jako
integral pohybu neni vzdy rovna souctu kinetické energie 7" a potencialni ener-
gie U. Napiiklad rheonomni vazby dané soustavé energii bud dodéavaji nebo ji
odebiraji. Jinymi slovy je mozné Fict, Ze obsahuji-li transformad¢ni rovnice mezi
kartézskymi a zobecnénymi souradnicemi explicitné ¢as’, pak zobecnéné energie

9Samoziejmé soucasné plati predpoklad, Ze potencialni energie je funkci pouze zobecnénych
soufadnic, tj. uvazuje se konzervativni silové pole.
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se nerovna celkové mechanické energii soustavy. Toto tvrzeni ale neznamené, ze
vybérem vhodnych zobecnénych souradnic se muze zménit fyzikalni skutec¢nost,
Ze se zobecnéné energie zachovava.

Pokud jsou sily konzervativni a pokud jsou vazby holonomni a soucasné
skleronomni, pak
E=T+U = konst. , (10.78)

tedy celkova mechanicka energie se zachovava.

P1i dokazovani platnosti této véty vyjdeme ze vztahu (10.16), pfi¢emz vyuzi-
jeme skutecnosti, ze v pripadé skleronomnich vazeb plati rovnost 0z, ;/0t = 0,
tedy

AR °\ Oy i
T(le"‘7q57q17~-'»QS>:§sza (Z aqaﬂCjn) =

=1 i=1 n=1
N 3 s s
1 81'0”‘ 81'0”
= @ ~Gm ~qn 10.79
3.2 (Zaqmq>( o ) (10.79)
a=1 i=1 m=1 n=1
Zavedeme-li si nasledujici matici
N 3
]- axai . axai .
mn sy {s) = = a : m—7n7 10.80
A (¢1 4s) = 3 QEI ;:1 My —m=p, =4 ( )

pak je mozné vyjadrit kinetickou energii soustavy (10.79) néasledujicim zptsobem

T = Z Z Ao G - (10.81)

m=1n=1

Derivaci vztahu (10.81) podle ¢; a naslednym vynasobenim touto zobecnénou
rychlosti dostavame, ze

Z 2i. = Z Z Z O jmtn + A OinGim) G = 2 Z Z G = 2T .

j=1 m=1 n=1 m=1 n=1
(10.82)
Dosazenim ze vztahu (10.82) do vztahu pro zobecnénou energii (10.76) dostaneme

T U
N o
. oT
Za—qj (T-U)=2T-T+U=T+U. (10.83)

Q.E.D.
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10.5 Hamiltonovy kanonické rovnice pohybu

V této casti kapitoly vénované analytické mechanice si ukdzeme, jak je mozné
preformulovat Lagrangeovy rovnice 2. druhu pro konzervativni sily na Hamilto-
novy kanonické rovnice. Protoze k tomuto preformulovani pouZijeme Legenerovy
transformace, tak prvni ¢ast textu bude vénovana pravé jim.

10.5.1 Legenderovy transformace

Na tivod si uvedeme Legenderovy transformace a nasledné je doplnime vysvétlu-
jicim textem.

Legenderovy transformace

Predpokladejme, Zze proménné v = (vq,vs,...,v,) jsou definovany jako
funkce aktivnich proménnych u = (uy,us, ..., u,) a pasivnich proménnych
w = (wy,ws, . .., w,) nasledujicim vztahem:

v=V,Fluw), (10.84)

kde F je dana funkce u a w. Pak inverzni vztah muze byt vzdy napsan ve
tvaru:

u=V.,G(v,w), (10.85)
kde funkce G(v, w) se vztahuje k funkci F(u, w) nasledujicim vztahem:
Gviw)=u-v—F(uw), (10.86)

kde u- v = wu1v; + ugvs + - - - + UpU,.
Dale pro derivace funkei F a G podle pasivnich proménnych {w;} plati:

VwF(u,w)=—-V,G(v,w). (10.87)

Vztah mezi funkcemi F a G je symetricky a fikdme, Ze jsou Legenderovou
transformaci té druhé z nich.

V ramecku jsou proménné usporadany tak, ze predstavuji slozky vektoru da-
nych proménnych. Rovnice (10.86) predstavuje Legenderovu transformaci dané
funkce F. Vztahy (10.84) a (10.85) znamenaji:

v=V,F(uw)= (8]—" 0F 0—]:) ,

Ouy’ Ouy’ 7 Ou,,

G 0G oG
u=V,g(v,w)=(—,—,...,— | . (10.88
v ) (82}1 0y ov,, ( )
Proménné v = (vy,vs,...,0,) a u = (ug,us, ..., u,) jsou tzv. aktivni proménné,
protoze jsou transformovany. Funkce F a G mohou také obecné zaviset na pro-
ménnych w = (wy,wy, ..., wy,), které nejsou soucasti transformace, a takovéto

proménné nazyvame pasivni proménné. Pasivni proménné hraji roli parametri.
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Pro pochopeni smyslu Legenderovy transformace pouzijeme jednoduchy pii-
pad, kdy funkce je dana F jako F = F(u). Potom na zakladé vztahu (10.84) si
mizeme vyjadrit, Ze

_ 97
v(u) = 5 (10.89)
Odtud dostavame, ze
Fu)= [ v(u)du. (10.90)

0
Geometricky je vyznam vztahu (10.90) je zachycen na obr. 10.5. Z obrazku lze

v v(u

N\ S—

u u

Obréazek 10.5: Geometricky vyznam vztahu (10.90).

vidét, ze funkce F(u) pfedstavuje plochu pod kiivkou v(u). Nyni provedeme rotaci
grafu tak, aby se osy prohodily, viz obr. 10.6. Na tomto obrézku je zachycena
plocha pod kiivkou u(v), které odpovidé néjaka funkce G(v), pro kterou musi
platit, ze

0 PR
Obrazek 10.6: Rotace obr. 10.5.
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Gv) = /Ov u(v")do" . (10.91)

Nyni si ukdzeme, jak lze si vyjadrit funkci G(v) pomoci funkce F(u). To provedeme
tak, ze do obr. 10.5 si zaneseme plochu odpovidajici G(v), viz obr.10.7. Z tohoto

v

( U U
Obrazek 10.7: Slouceni ploch o velikostech F(u) a G(v).

obréazku vidime, Ze slouceni ploch F(u) a G(v) odpovida velikosti plochy obdélniku
os stranach v a u, takze

wv = F(u) +G(v) . (10.92)
Odtud dostavame vztah pro funkci G(v):
G(v) =uwv — F(u), (10.93)

coZ pravé odpovida Legenderové transformaci (10.86).

Priklad 10.5.1
Naleznéte Legenderovu transformaci funkce F(u) = F(uy, ug) = 2u? + 3uqug + u3.

Reseni:
Nejdiive si pomoci vztahu (10.84) vyjadiime vektor v:
OF OF
E)ul ’ 8u2

Odtud dostavame inverzni vztahy:

v = (v1,v2) = V,F(u) = ( ) = (4uy + 3ug, 3uq + 2us) . (10.94)

ul(vl, UZ) = —2'111 + 3’02 s ’LLQ('Ul,’UQ) = 3’[)1 — 4’02 . (1095)
Potom na zakladé vztahu (10.86) pfi pouziti vztaht (10.95) muZeme nalézt Le-
genderovu transformaci:
G(v) =G(v1,v9) = u-v— F(u) = ugv1 + ugvy — F(ug(vy,ve), us(vy,v9)) =
(=201 + 3v2)vy + (3v; — 4v)ve — 2u2(v1, V) — Buy(vy, va)ua(vi, va) — ui(vi,vs) =
—v? 4 3v1vy — 203 . (10.96)
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10.5.2 Odvozeni Hamiltonovych kanonickych rovnic pomoci
Legenderovy transformace

Uvazujme soustavu N hmotnych bodi s lagranzidnem £ = L£(qy, ..., qs, 1, - - - s, t),

ktery zapiSeme tuspornéj$im zptisobem: £ = L(q, q,t), kde q = (¢1,¢2,...,qs) a
q = (41,42, - - -, gs). Dale si zavedeme vektor p = (p1,p2,...,ps), kde {p;} jsou
zobecnéné hybnosti uvazované soustavy urcené vztahem:

oL

o i =1,2.....5. 10.97
D; 20, j=12,...s ( )

Odtud muzeme psat (porovnej se vztahem (10.84)):
Vyjadiime si ¢ pomoci q, p a t, tedy

q=VyH(apt), (10.99)

kde funkce H(q, p,t) se nazyva Hamiltonova funkce (hamiltonian), ktera je Le-
genderovou transformaci lagranzianu (Lagrangeovy funkce) £(q, q,t):

H(q,p,t)=q-p—L(q,q,1) . (10.100)

Zde q a p jsou aktivni proménné a q a t jsou pasivni proménné.
Rovnost (10.100) je mozné vyjadiit ve slozkovém tvaru jako

H(Qb <oy qs, P1y - - 7p87t) = Zp](b - £(QI; .- 'Jq87q17 s 7QSat) . (10101)
j=1

Pomoci zobecnénych hybnosti {p;} lze zapsat Lagrangeovy rovnice 2. druhu pro
konzervativni sily (10.37) jako

oL

), = — ) =1,2,... 10.102
Pj aqj, J ) 4 » S ( )

coz lze ekvivalentné vyjadrit ve vektorovém tvaru:
p=Vllqat). (10.103)
Na zakladé vztahu (10.87) mtzeme psat:
V.L(q,q,t) = -V H(q,p.t) . (10.104)
Odtud s uvazenim vztahu (10.103) dostavame:
p=—-V H(q,p,t) . (10.105)

Tato rovnice reprezentuje transformované Lagrangeovy rovnice 2. druhu pro kon-
zervativni sily.
Ze vztahu (10.87) rovnéz vyplyva, ze

oL oM

—_— = 10.1
ot ot (10.106)

P=Vv,
(q,t) =
H=G
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Vyse uvedené vztahy lze shrnout a dostat tak Hamultonovy kanonické rovnice.

Hamiltonovy kanonické rovnice ve vektorovém tvaru

p=—Vql(qpt), (10.108)

kde H(q,p,t) je Hamiltonova funkce (hamiltonian) dand Legenderovou
transformaci Lagrangeovy funkce (lagranzianu) £(q, q,t):

Plati, Ze
oL OH
—_— = 10.11
ot ot (10.110)

Hamiltonovy kanonické rovnice ve slozkovém tvaru

e ) =1,2,... 10.111

QJ 8pja J 9 &9 S ( )
OH

p] aqj; J ) 4y »S ( )

kde H(q1,-..,9s,p1,---,ps,t) je Hamiltonova funkce (hamiltonian)
dand Legenderovou transformaci Lagrangeovy funkce (lagranzianu)

['((117---7QS>Qla--~aq$7t)3
s
H(Qh <545, P1y - - 7psvt) - ZpJQJ - E(Qla oo 7qS7Q17 °0qa 7QSat) o (10113)
3=1

Plati, ze
oL OH

—_—=—=a— 10.114
ot ot (10 )

Vidime odtud, ze Hamiltonovy kanonické rovnice jsou diferencialni rovnice 1. fadu
a je jich 2s, kdezto Lagrangeovy rovnice 2. druhu jsou diferencialni rovnice 2. fadu
a je jich s.

Pro popis dynamiky soustavy hmotnych bodi (mechanického systému) jsou Ha-
miltonovy kanonické rovnice ekvivalentni s Lagrangeovymi rovnicemi 2. druhu.
Pro feseni Hamiltonovych kanonickych rovnic je nutné znat poc¢atecni podminky:

q(to) = qy, p(to) =Dy, 1resp. q;(to) = qjo , p;i(to) = pjo - (10.115)

Tedy tesenim Hamiltonovych kanonickych rovnic ziskame casové zavislosti zobec-
nénych soutradnic ¢;(t) a zobecnénych hybnosti p;(t).

Pri hledéni kanonickych rovnic zpravidla nejdiive vytvorime Lagrangeovu funkeci,
s jejiz pomoci vypocitame zobecnéné hybnosti ze vztahu (10.102). Avsak existuji
i pripady, kdy je mozné kanonické rovnice sestavit piimo.

Derivaci Hamiltonovy funkce (10.113) podle ¢asu ¢ a naslednym vyuzitim Hamil-
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tonovych kanonickych rovnic dostaneme:

dH <~ [(OH. OH. M —~, .. ... OH OH
Fr ; (a—qj%‘ + @pg’) + Fe ; (=Djq; + G;p)) +E TR (10.116)

Pokud Hamiltonova funkce neni explicitné zavisla na Case, potom

d
d_,]: =0 = H = konst. (10117)

Z rovnice (10.114) vyplyva, ze nezavisi-li Hamiltonova funkce explicitné na case,
pak ani Lagrangeova funkce explicitné na ¢ase nezavisi. Soustava hmotnych bodt,
pro kterou H = H(q, p), se nazyva autonomni.

Jelikoz Hamiltonova funkce je ¢iselné rovna zobecnéné energii (10.77), potom mi-
zeme Tict, viz kapitola 10.4, Ze je-li uvazované silové pole konzervativni a uvazované
vazby holonomni a zaroven skleronomni pak

H(q,p) =T(q,p)+ U(q) = konst. (10.118)

Zobecnéné soutfadnice g; a zobecnénéd hybnost p; jsou tzv. kanonicky sdruzené
veli¢iny. Z kanonickych rovnic (10.112) a (10.113) vyplyva, Ze jestlize hamiltonian
neobsahuje zobecnénou soufadnici ¢,, potom p, = 0, tedy sdruzena zobecnéné
hybnost pfedstavuje integral pohybu. Nezéavisi-li Hamiltonova funkce na néjaké
zobecnéné soutadnici ¢,, pak se tato souradnice rovnéz nazyva cyklickou soutfad-
nici. A plati, Ze je-li zobecnénéa souradnice cyklicka v pripadé Hamiltonovy funkce,
pak je cyklické i v pripadé funkce Lagrangeovy. Avsak, je-li zobecnéné soutradnice
¢n cyklickou souradnici pro £, neznamena to, ze ji odpovidajici zobecnéné rychlost
Gn neni soucésti v Lagrangeovy funkce, tedy

L=Lq1, qn1yGnits-->qss 1y qs, ) - (10.119)

Z Lagrangeovy funkce (10.119) vyplyvé, Ze se timto nesniZuje stupen volnosti
soustavy, tj. musi byt feSeno s rovnic. AvSak v pripadé kanonické formulace plati,
ze je-li @, cyklickou soutadnici, pak p, = C,, kde C,, je konstanta a Hamiltonovu
funkci je mozné zapsat jako

H = H<QI7 e 7Qn717Qn+17 <5 qs, P1y - - 7pn7170n7pn+17 s 7p87t) ) (10120)

takze je nutné v tomto pripadé fesit jen 2s — 2 diferencidlnich rovnic prvniho
radu, a timto se pocet stupni volnosti efektivné snizi o 1. Konstantu C,, ur¢ime z
pocatecnich podminek.

Hamiltonova formulace mechaniky je vhodné zejména v piipadech, kdy se setkdme
s cyklickymi soufadnicemi. Kdybychom mohli formulovat uvazovany problém ta-
kovym zptisobem, ze by vSechny soufadnice byly cyklické, potom bychom dosahli
jeho nejjednodussiho mozného feseni. Je dokonce mozné najit takové transformace
soutadnic, které zajisti, ze vSechny soutadnice jsou cyklické. Tato problematika
vS8ak presahuje ramec tohoto skripta.

Priklad 10.5.2
Napiste Hamiltonovy kanonické rovnice pro vrh Sikmy vzhuru, kdyz vite, Ze téleso
(hmotny bod) bylo vrzeno pod eleva¢nim thlem a s po¢ate¢ni rychlosti vy.
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Reseni:

V tomto piipadé budeme uvazovat pouze kartézské souiadnice. JelikoZz se jedna
o rovinny pohyb, budeme predpokladat pohyb v roviné (z,y). Na zdkladé zadani
mizeme napsat pocateéni podminky:

x(0)=0, y(0)=0, (10.121)

p2(0) = mugcosa, py(0) = mygsina . (10.122)

Protoze pohyb uvazovaného hmotného bodu je vazan na rovinu (z, y), méame jednu
holonomni a zaroven skleronomni vazbu z = 0, takze musi platit, zZe H =T + U.
Stupen volnosti je v tomto pripadé s = 3 — 1 = 2. Pro kartézské slozky hybnosti
muZeme psat, ze

Pr =mME, Py =my. (10.123)

Pro celkovou mechanickou energii mizeme psét, ze
1
E=T+U-= 5m(g'c2 + %) +mgy . (10.124)

Vzhledem k tomu, Ze Hamiltonova funkce je ¢iselné rovna celkové mechanické
energii, pouzijeme k vyjadfeni této funkce vztahu (10.124) s tim, Ze upravime
¢leny pro kinetickou energii pomoci vztahtu (10.123)

2 2

H(Y, Pzs py) = 5—; - % +mgy . (10.125)
Z vyjadieni Hamiltonovy funkce (10.125) je vidét, Ze tato funkce neni zavisla na
proménné z, takze tato souradnice je cyklickou soutradnici. Diky této skutecnosti k
ni kanonicky sdruzené hybnost p, musi predstavovat integral (konstantu) pohybu,
tj. p. = Ci, kde konstantu C, urc¢ime z pocateénich podminek (10.122), tedy
C, = mug cos . Timto se efektivné snizuje stupen volnosti od hodnotu 1, neboli
je potieba Tesit pouze dvé Hamiltonovy kanonické rovnice. S ohledem na tuto
skute¢nost mizeme napsat Hamiltonovy kanonické rovnice (10.111) a (10.112)

. OH p,
= 10.12
y 8py m Y ( O 6)
Py = —%—7; =—mg. (10.127)

Dosazenim za slozku hybnosti p, v rovnosti (10.127) ze vztahu (10.126) dostaneme:
my = —mg . (10.128)

Integraci rovnice (10.128) podle ¢asu dostaneme, ze
my = p, = —mgt + C, (10.129)

kde integra¢ni konstantu C' uréime z poc¢ateéni podminky (10.122), tj. C' = mug sin v,
takze vysledek (10.129) bude mit tvar

my = p, = —mgt + mygsina , (10.130)



KKKKKKKKKKKKKKKK 145
EVUT V PRAZE

ktery upravime podélenim hmotnosti a naslednou integraci podle ¢asu dostaneme,
ze

1
y(t) = —§gt2 +vptsina + C', (10.131)

kde integra¢ni konstantu C' uréime z integracni podminky (10.121), tj. C' = 0,
takze vysledek (10.131) bude mit vysledny tvar

1
y(t) = —§gt2 + vptsina . (10.132)

Ziskané vysledky predstavuji znamé vztahy pro popis vrhu sikmého vzhiru.

10.5.3 Fazovy prostor

Uvazujme mechanickou soustavu, které piislusi zobecnéné soufadnice ¢; a kano-
nicky sdruzené zobecnéné hybnosti p;, pro néZ mame piislusSnou Hamiltonovu
funkei (10.113). Jestlize zname pocateéni hodnoty (10.115), pak pohyb této sou-
stavy je popsan funkcemi ¢;(t) ap;(t) (j = 1,...,s), které jsou jednozna¢né uréeny
Hamiltonovymi kanonickymi rovnicemi. Uvazovany pohyb mize byt reprezentovan
geometricky jako pohyb fazového bodu ve fazovém prostoru. Trajektorii fazového
bodu fazovym prostorem nazyvame fazovou trajektorii. Féazovy prostor je realny
prostor dimenze 2s, ve kterém mé fazovy bod soufadnice [qi,...,qs, P1,-- ., Ps)-
Bod ve fazovém prostoru reprezentuje nejen konfiguraci uvazované mechanické
soustavy, ale, diky zobecnénym hybnostem, cely jeho fyzikdlni stav. To je roz-
dil oproti Lagrangeovu konfigura¢nimu prostoru dimenze s. Potom kazdy pohyb
mechanické soustavy odpovidé pohybu fazového bodu fazovym prostorem.

Piiklad 10.5.3
Uvazujme mechanicky systém s jednim stupném volnosti, kterému odpovida Lagran-
geova funkce:
@ ¢
L=———. 10.133
779 ( )

Naleznéte fazové trajektorie, které odpovidaji pohybu tohoto systému.

Reseni:

Zobecnénou hybnost (kanonicky sdruzenou) p k zobecnéné soufadnici g ur¢ime
pomoci vztahu (10.97):

oL ¢
= —==. 10.134
P=%5 3 ( )
Odtud ¢ = 2p. Pomoci vztahu (10.113) uréime Hamiltonovu funkei (hamiltonian):
2 2 2 2 2
. @ a 2p)° @ _ o 4
—gp—L=gp—L 1L —(opyp- L L 2 T 10.1
H=p-L=qp-"p+5=p-——+5 =0+ (10.135)
Pomoci Hamiltonovych kanonickych rovnic (10.111) a (10.112) dostaneme:
oH oH 2
i=3, =%, P=—7-="4 ( )
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Zderivujeme prvni z rovnic podle ¢asu a za zderivovanou zobecnénou hybnost
dosadime z druhé rovnice, ¢imz dostaneme:

4
i+g50=0. (10.137)

Obecné Feseni této pohybové rovnice mizeme napsat jako:
2
q = 3Acos §t +al, (10.138)

kde A a « jsou konstanty, které se urc¢uji z poc¢atecnich podminek.
Reseni dosadime do vztahu (10.134), ¢imZ dostaneme:

2
p= 5= —Asin (gt + a) ) (10.139)

Vztahy (10.138) a (10.139) predstavuji parametrické rovnice fazové trajektorie
(elipsa) ve fazovém prostoru, kde ¢as t je parametrem. Fazovych trajektorii je
nekone¢né mnoho, vzdy konkrétni fazova trajektorie odpovida pfislusnym poca-
tetnim podminkam, tj. ¢(ty) = qo a p(to) = po . Na obr. 10.8 jsou zachyceny tii
fazové trajektorie. Jejich orientace je dédna ve smyslu rostouctho casu.

Pozn.: Zachytit jednoduse lze jen trajektorie pro mechanicky systém s jednim

P

e TN N
N

Obrézek 10.8: TTi vybrané fazové trajektorie.

stupném volnosti.
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Kapitola 11

Mechanické kmity

Obecné kmitavym pohybem télesa (hmotného bodu) rozumime jakykoliv prosto-
rové omezeny pohyb télesa (hmotného bodu) kolem stabilniho rovnovazného bodu.
O kmitéani (vibracich) télesa hovoiime jen tehdy, kdyz vSechny jeho ¢asti kmitaji
ve fazi, v opa¢ném piipadé mluvime o vinéni.

Mechanickou soustavu (napt. téleso) schopnou konat mechanické kmity nazyvame
mechanicky oscilator!, pficemz pak jeho kmity mtiZeme nazyvat oscilacemi.

11.1 Obecné vlastnosti primocarého pohybu HB
vystaveného ptisobeni konzervativni sily

Dfive nez se budeme vénovat vlastni problematice mechanickych kmitt, tak se
budeme zabyvat obecnym vlastnostem pohybu HB, na ktery ptisobi konzervativni
sila. Jelikoz uvazujeme pouze konzervativni sily, tak pro HB musi platit Zakon
zachovani mechanické energie:

%mi:Q + U(z) = E = konst. , (11.1)
kde m je hmotnost hmotného bodu, v = 7 je jeho okamzita rychlost a U(x) je jeho
potencialni (polohova) energie. Protoze uvazujeme potencialni energii zévislou jen
na soufadnici x, tak se jedna o jednorozmérny pohyb HB po ose x.

ProtoZe kinetickd energie T' = mv?/2 > 0 (nulova je jen v pripads, ze v = 0), tak
ze vztahu (11.1) vyplyva, ze

Ul)<E. (11.2)
Pomoci uvazované potencialni energie si mizeme vyjadrit konzervativni silu jako
dU(z)

F(z)=F(x)i= — i 11.3

(0) = Fla)i= " i, (113
odtud a0 ()
x

F(x)=— . 11.4

(0) = - (11.4)

Uvazujme, Ze potencidlni energie, jakozto funkce polohy x, ma tvar, ktery je zachy-
cen na obr. 11.1. Z obrazku je patrné, 7e U(x = a) =U(x =b) =U(z =¢) = E.

1Oscilatorem se obecné oznacuje soustava (napf. elektricky obvod), ve které se uskute¢iuje
kmitani jiné fyzikalni povahy nez mechanické.
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Necht se pravé HB nachézi v bodé z = a. Protoze v tomto bodé je potencialni
energie rovna pravé celkové mechanické energii, tak musi platit, Ze kineticka ener-
gie HB je nulova a tedy i rychlost HB se rovna nule. Derivace v bodé » = a,
jak lze vidét z obrazku, je zaporna, tak musi platit na zékladé vztahu (11.4), ze
F(z =a) > 0, takZe konzervativni sila ptisobici na HB:

F(x >xp) <0

0 a g b Tm C T

Obréazek 11.1: Zavislost potencialni energie na poloze x HB a konzervativni sila
pusobici na HB.

Fla) = — (%g“))m_ai (11.5)

mé orientaci shodnou se souradnicovym vektorem i, viz obr. 11.1. Tedy HB se
vlivem ptisobeni této sily bude pohybovat od bodu x = a k bodu z = b. Béhem
jeho pohybu bude kineticka energie jiz nenulova. Jakmile HB dosdéhne bodu x = b,
tak opét bude platit, ze potencialni energie se v tomto misté bude rovnat celkové
mechanické energii HB a tudiZz kineticka energie bude opét nulova. To znamené,
ze se HB zastavi. V tomto misté, viz obr. 11.1, je derivace potencialni energie
kladn4, takZze na zakladé vztahu (11.4) musi platit, ze F(x = b) < 0. V tomto
bodé bude na HB ptsobit sila

F(b) = — (d[gf))m_bi’ (11.6)

ktera bude pusobit proti orientaci osy x, takZze ho bude vracet zpét. Mista x = a
a x = b, ve kterych ma HB nulovou rychlost, jsou mista, kde dojde k obraceni
sméru pohybu HB, a proto se tato mista nazyvaji bodem obratu. V misté x = z; je
derivace potencialni energie nulova (lokalni minimum potencialni energie), takze
sila pusobici na HB se bude rovnat nule, tj. F(x = z,) = 0. Umistime-li HB do
mista x = x,, pak v tomto misté setrva, protoze sila, kterd je pfic¢inou zmény
pohybového stavu, jak vyplyva ze Zakona setrvacnosti, je v tomto misté nulova.
Vzdy prichodem HB timto bodem dochézi ke zméné orientace sily piisobici na
HB a tato sila bude ptsobit proti pohybu HB aZz dojde k jeho zastaveni v bodé
obratu. Muzeme Tici, Ze sila pusobici na HB, ho vzdy vraci do mista z = x;,.
Pohyb HB se bude mezi body * = a a x = b neustale periodicky opakovat a
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fikame, ze je HB uvéznén v potencidlové jadmé vymezené body © = a a x = b.
Periodu pohybu 7, tj. ¢as potfebny, aby HB probéhl z bodu # = a k bodu = b
a zpét, spocitame z rovnice (11.1):

i %(E—U(x)) = 4= i—f = %(E—U(:c)). (11.7)
Odtud q
dt = i . (11.8)
2(E~U())

Integraci obdrzime hledanou periodu pohybu:

B e=b dx

Bude-li celkova mechanicka energie F,, a umistime-li HB bod do mista z = x,,,
viz 11.1, kde derivace potencialni energie je nulové, tak opét na HB bude pusobit
nulova sila a HB v tomto misté setrva. TakZze v nasem pfipadé méme dva body
T =Ts ax = Ty, ve kterych sila ptsobici na HB je nulova.

(11.9)

Rovnovazny bod

Vlozime-li hmotny bod do bodu P a ztstane-li v ném v klidu, potom bod
P nazyvame rovnovaznym bodem hmotného bodu.

Na zakladé této definice jsou body z = x, a * = x,, rovnovaznymi body,
avsak existuje mezi nimi rozdil spoc¢ivajici v tom, ze kdyz HB udélime velmi maly
impulz sily orientovany proti sméru osy z, tak se bude kolem rovnovazného bodu
x = x, periodicky pohybovat, kdezto kolem rovnovazného bodu x = x,, nikoliv.
Diivodem je, ze timto impulzem bude celkova mechanické energie HB o néco vyssi
nez E,,, takze v bodé x = x,, nebude mit HB jiz nulovou rychlost, kdyz se HB
do tohoto mista vrati. HB probéhne kolem tohoto bodu. Protoze v nasem piipadé
plati, ze F(z > z,,,) < 0, tedy v oblasti x > z,, bude mit sila ptsobici na HB
orientaci v kladném sméru osy x, coz zpusobi, Ze se jiz HB nevrati a bude se jen
pohybovat ve sméru osy x. Kdyby impulz sily mél opacnou orientaci, tak se opét
bude HB pohybovat kolem bodu z = x,, avSak z bodu x = x,, se bude pohybovat
pry¢ se zrychlenim v kladném sméru osy x a jiz se nevrati.

Stabilni a metastabilni rovnovazny bod

Uvazujme hmotny bod, ktery se nachazi v rovnovazném bodé P, kdyz pfi-
jme impulz sily o velikosti I. Necht ¢ je amplituda jeho nésledného pohybu.
Jestlize plati, ze 6 — 0, kdyz I — 0, pak bod P nazyvame stabilnim rovno-
vaznym bodem hmotného bodu. Neni-li tomu tak, potom bod P nazyvame
metastabilnim rovnovaznym bodem hmotného bodu.

Tedy naSem pfipadé je bod x = z, stabilnim rovnovaznym bodem HB, kdezto
bod = = x,, je metastabilnim rovnovaznym bodem HB.

Bere me v tvahu jen
kladny piipad,
protoze i ¢as urcujici
dobu pohybu musi
byt kladny.
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Rovnovazné polohy hmotného bodu

Stacionarni body potencialni energie U(x) predstavuji rovnovazné body
hmotného bodu a body, kde nabyva potencialni energie U(x) minima jsou
stabilnimi rovnovaznymi body.

11.1.1 Netlumeny mechanicky harmonicky oscilator

Omezime se na pohyb jednoho HB, ktery se déje v jedné piimce (necht je ji osa
x), tj. bude se jednat o jednorozmérny kmitavy pohyb. Budem predpokladat, ze
na HB piisobi jen konzervativni sila, takze pro HB bude platit Zakon zachovani
mechanické energie (11.1), tj.

1
imjzz +U(x) =FE =konst. = U(x)<FE, (11.10)

kde m znac¢i hmotnost uvazovaného HB a U(z) je jeho potencialni energie, jejiz
zévislost na soufadnici x je zachycena na obr. 11.1. Z tohoto obrazku je patrné,
zeU(x=a)=U(x=0)=E.
Protoze ma potencialni energie minimum v bodé x = x,, tak tento bod odpo-
vida stabilnimu rovnovaznému bodu, kolem kterého bude uvazovany HB konat
periodicky kmitavy pohyb mezi body x = a a = b (HB kona omezeny pohyb
v potencidlové jamé). ProtoZe jiz vime, Ze konzervativni sila bude vzdy ptisobit
smérem navracejici HB do jeho stabilniho rovnovazného bodu, tak tuto silu bu-
deme nazyvat vratna sila a budeme ji znacit Fy () a jiz z pfedchoziho textu vime,
Ze pro ni plati:

dU(x),

1

Fy(x) = Fy(z)i= o

(11.11)

kde
Fy(z) = —d[éiw) . (11.12)

Protoze pohyb HB je periodicky, tak pro né&j bude platit, ze z(t) = z(t +T},), kde
T, predstavuje periodu pohybu, kterou spocitame podle vztahu (11.9). Kyvem bu-
deme rozumét pohyb z jedné maximalni vychylky uvazovaného hmotného bodu do
jeho opa¢né maximalni vychylky, pficemz pro periodicky pohyb je doba kyvu 7
rovna poloviné periody. Kmit je pohyb z jedné maximalni vychylky uvazovaného
hmotného bodu pres jeho opa¢nou maximalni vychylku zpét do jeho maximélni
vychylky, tedy se jedné o pohyb oscilatoru odpovidajici uplnému cyklu. V piipadé
periodického pohybu trva pravé jednu periodu.

Déle je mozné pohyb délit na harmonicky a anharmonicky (neharmonicky). Har-
monicky pohyb je takovy pohyb, u kterého zéavislost polohy (vychylky) hmotného
bodu na ¢ase je vyjadiena harmonickou funkei, nap¥. Asin(wt+¢). Nelze-1i vyjad-
fit zavislost polohy hmotného bodu na ¢ase pomoci harmonické funkce, jedna se o
pohyb anharmonicky. Anharmonicky pohyb vSak miize byt pohybem periodickym.
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Provedeme Taylortiv rozvoj vratné sily kolem stabilniho rovnovazného bodu x,:

dF 1 [d%F
FV(.T) = Fy, + (d—;> (a: — $5> + 5 (?2‘/) (1‘ — 338)2+

1 (A3
§(d$;> (r—z)®+..., (11.13)

kde Fy, je hodnota funkce Fy, v bodé = = x,, tj. Fys = Fy(xs). Pro Fy, viak
musi platit, ze Fys = 0, jinak by bod o soufadnici x = z, nebyl rovnovaznym
bodem, protoze by na HB nachéazejici se v tomto bodé pisobila sila, ktera by ho z
tohoto bodu vzdy vychylila. Déle budeme predpokladat, ze vychylky kmitajictho
bodu z rovnovazné polohy jsou malé (|z —zs| < 1), takze mizeme zanedbat ¢leny
obsahujici (z — )", kde n > 2 (provedeme linearizaci). TakZe pro tuto vratnou
sflu dostéavame, ze

Fy(z) = (dd%)x:xs (z —a,) - (11.14)

Jelikoz vratné sila vzdy smeéruje k rovnovaznému stabilnimu bodu, tj. jeji smysl
je vzdy opac¢ny, nez je smysl vychylky, takze musi platit, ze

dFy
— <0. 11.15
( dx >I_ZS ( )
S ohledem na vztah (11.12) lze relaci (11.15) vyjadiit jako
d*U d*U
—| = — . 11.1
(de )x:xs <0 = (de )x:xs >0 (11.16)

Ozna¢me

=k,

dFy
dx —

potom miizeme vyraz (11.14) piepsat do tvaru

Fy(z) = —k(z — ) , (11.17)

kde k je kladna konstanta.

V naSem piipadeé je tedy vratna sila linearni funkci x (linearni vratna sila), takze
v tomto pfipadé pak mluvime o linedrnim mechanickém oscilatoru.

Vyjadiime-li vratnou silu ve vektorovém tvaru, tj. Fy = (—k(x — x4),0,0), potom
se snadno presvédéime, ze V x Fy = 0, tedy Ze se opravdu jedné o silu konzer-
vativni.

Nebude-li uvedeno jinak, budeme v dalsim textu pfedpokladat linedrni vratnou
sflu. Bez Gjmy na obecnosti polozime x, = 0, takZze vratna sila je dana vztahem:

Fy(z) = —kx (11.18)
a odpovidajici potencialni energie U(z) muZe mit nap¥. prubéh, jak je zachycen

na obr. 11.2.
Vzhledem k tomu, Ze vratna sila (11.18) je silou konzervativni, pak je i silou

Vzdy muzeme zvolit
pocatek na ose x tak,
aby se rovnovazny
bod nachézel pravé v
pocatku.
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Obrazek 11.2: Zavislost potencidlni energie na poloze x HB a vratna sila ptsobici
na HB.

potencialovou a muzeme ji vyjadrit jako

Fy=—kr=——, (11.19)

kde U(x) je prislusna potencialni energie vratné sily kmitavého pohybu, kterou

muzeme vyjadiit piimo ze vztahu (11.19) jako

x x 1
Ulz) = —/ Fv(:v’)dw’z/ ka'da’ = Ska? (11.20)
0

0

Potencialni energie v rovnovazném bodé x = 0 nabyva nulové hodnoty. Takze
potencidlni energii kmitavého pohybu je dana nasledujicim vztahem:

U(z) = %mﬂ : (11.21)

Na obrazku 11.3 je zachycen parabolicky prubéh potencialni energie U(z).

U(x)

-

—A 0 A €T

Obrazek 11.3: Zavislost potenciélni energie kmitavého pohybu na jeho vychylce
(parabolicka potencidlova jama).
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Pro celkovou mechanickou energii ndmi uvazovaného netlumeného oscilatoru do-
stavame:

1 1
E=T+U= §mdc2 + §k$2 = konst. . (11.22)

Protoze HB periodicky kmita mezi body x = —A a x = A, které predstavuji body
obratu (potencialni energie se rovna celkové mechanické energii, protoze v téchto
bodech je kinetickd energie nulova), pak na zékladé vztahu (11.21) mizeme psat,
Ze )

E = 5/@42 = konst. . (11.23)

7 vyse uvedeného vyplyva, Ze libovolnou potencidlovou jamu muizeme vzdy pro
malé vychylky HB aproximovat kolem jejtho minima (stabilniho rovnovazného
bodu) parabolickou potencidlovou jamou, viz obr. 11.4.

U(x)

Obréazek 11.4: Aproximace potencidlové jamy (modfe) kolem rovnovazného bodu
parabolickou potencidlovou jamou (¢ervené) pro malé vychylky.

Nyni si vyjadiime pohybovou rovnici pro HB konajici jednorozmérny periodicky
kmitavy pohyb kolem rovnovézného bodu, na ktery ptisobi linedrni vratna sila:

mi = Fy . (11.24)
Dosazenim za Fy ze vztahu (11.18) dostavame, ze

mi = —kx . (11.25)

Upravime pohybovou rovnici netlumeného harmonického oscilatoru, resp. netlu-
menych harmonickych kmit, (11.25) do nésledujiciho tvaru

i+wiz=0, (11.26)

wo = 1/ ko konst. (11.27)
m
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Rovnice (11.26) predstavuje oby¢ejnou linedrni homogenni diferencialni rovnici s
konstantnimi koeficienty. Regenim ji odpovidajici charakteristické rovnice (A% +
wi = 0) zjistime charakteristicka ¢isla \;» = £jwy. Pak obecné feSeni této dife-
rencialni rovnice je mozné napsat ve tvaru

HT(t) = Qleht + Q2e/\2t — Qlejwot + Qge_jwot _
Q1(coswot + jsinw,t) + Qa(cos wot — jsinw,t) =
(Q1 + Q2) coswyt +§(Q1 — Q2) sinwet , (11.28)

kde @)1 a o jsou obecné komplexni konstanty, tj. Q1 = a; + jby, Q2 = as + jbs.
Vzhledem k tomu, Ze kazda z téchto konstant mé obecné jak realnou, tak imagi-
narni slozku, jedna se tedy o ¢tyfi konstanty (ai, b1, as, be), které nemohou byt
nezavislé, protoze k jejich urceni vychazime pouze ze dvou realnych pocatecnich
podminek. Pocet nezavislych konstant muZze byt redukovan pozadavkem, Ze kon-
stanty 1 a (o jsou komplexné sdruzené, tj. Q1 = (C'+jD)/2, Qs = (C —jD)/2,
a timto se soucasné zajisti, Ze samotné reseni bude realné. Dosazenim téchto kom-
plexné sdruZenych konstant do obecného feseni (11.28) dostaneme

x(t) = C coswpt + D sinwyt , (11.29)

kde C' a D jsou realné integracni konstanty. Jejich hodnoty se uréi z pocatecéni
podminky vychylky z(tg) = x¢ a pocatecni rychlosti v(ty) = vo.
Zavedeme-li nové konstanty C' a D nésledujicim zpisobem

C=Asinpy, a D= Acosyy, (11.30)
potom je mozné FeSeni (11.29) upravit do nasledujiciho tvaru
z(t) = Asin(wot + o) , (11.31)

kde amplitudu A a pocatecni fazi pg uréime ze vztaht (11.30) nasledujicich zpi-
sobem

A=vVC?+D?, tangpy= % : (11.32)

Ze vztahu pro okamzitou vychylku HB (11.31) vyplyva, Ze se jedna o harmo-
nicky mechanicky oscilator.
Z teseni (11.31) plyne, Ze netlumeny mechanicky oscilator kona periodické har-
monické kmity s periodou

-

p (,(J()’

kde wy nazyvame vlastni (charakteristicky) kruhovy kmitocet linearniho mecha-
nického oscilatoru.

Ke stejnému vysledku pro periodu kmitti bychom dospéli pii pouziti vztahu (11.9),
kde za celkovou mechanickou energii dosadime ze vztahu (11.23), za potencialni
energii dosadime ze vztahu (11.21) a pouzijeme vztahu (11.27):

_27T

z=A z=A
Tp:2/ do :2/ dr o /==
= A JE(E-U)  Je=a [2(1kA7 — Lha?) koowo

(11.33)
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Argument funkee sinus v feseni (11.31) wyt +¢o nazyvame faze kmitavého pohybu.
Casovou derivaci vychylky (11.31) dostaneme rychlost kmitavého pohybu

v(t) = & = woA cos(wot + o) - (11.34)

Upravime vztah pro rychlost (11.34) tak, abychom ho mohli snadné&ji porovnat se
vztahem pro vychylku (11.31), tedy

v(t) = wpAsin (wot + @0 + g) . (11.35)
Ze vztahu (11.35) je vidét, ze pocatecni faze rychlosti je o+ /2, tedy ze rychlost
fazové predbiha vychylku o 90°.

Derivaci okamzité rychlosti (11.34) dostaneme okamzité zrychleni harmonického
pohybu

a(t) = i = —wi Asin(wot + @g) = W Asin(wot + g + ) . (11.36)

V pripadé zrychleného kmitavého pohybu je pocatecni faze rovna o + 7, neboli
zrychleni kmitavého pohybu je fazové posunuto o 180° oproti vychylce.

Dosazenim za rychlost ze vztahu (11.34), za vychylku ze vztahu (11.31) a kon-
stantu k = mw? ze vztahu (11.27) do rovnice pro celkovou mechanickou energii

(11.22) dospé&jeme k nésledujici rovnosti

1 1
E = §mw§A2 cos”(wot + o) + imngQ sin® (wot + o) =
1 1 1
§mw§A2 [sin®(wot 4 o) + cos®(wot + o) = 5mw%Az = 5chZ = konst. ,

(11.37)

coz odpovida vztahu (11.23).

Z pravé strany rovnosti (11.37) je vidét, ze celkovad mechanické energie netlume-
ného harmonického oscilatoru nezavisi na case a je tedy konstantni, coZ je oce-
kédvany zévér vzhledem ke skutecnosti, ze vratné sila je silou konzervativni. Pti
kmitavém pohybu se periodicky méni potencialni energie na kinetickou a zpét.
P1i maximalni vychylce je kineticka energie nulovéa a potencidlni energie dosahuje
svého maxima a rovna se celkové mechanické energii harmonického oscilatoru.
Tedy plati relace, ze £ > U(x).

Vyjadiime si celkovou mechanickou energii HB pomoci hybnosti p = ma:

2
p L

E=T+U=—+ -kaz* = 11.38
kde H je Hamiltonova funkce pro netlumeny mechanicky oscilator (¢ = x), ktery
predstavuje mechanicky systém o jednom stupni volnosti.

Z Hamiltonovych kanonickych rovnic (10.111) a (10.112) vyplyva, ze

. oH P . dz p
T = D m neboli T (11.39)
p= OH _ —kx  neboli dp _ —kx . (11.40)

 ox dt
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Pomoci téchto Hamiltonovych kanonickych rovnic si muzeme snadno nalézt rov-
nice trajektorie kmitajictho HB ve fazové roviné (z, p). Z téchto rovnic dostavame:

dp kx
b T %dp = —kadr . (11.41)
E m

Resenim této rovnice metodou separace proménnych ziskame:

2

1 2

kde C' je integra¢ni konstanta, pro kterou odtud, pii poziti rovnosti (11.38), plati:

P’ L, o
C=—+-kx*=F. 11.43
om 2" (11.43)
Odtud za integra¢ni konstantu C' = E dosadime do rovnice (11.42), ¢im7 ziskame
hledanou rovnici trajektorie HB:
2 2

x p
=1. 11.44
2E/k | 2mE (11.44)

Vidime, ze trajektorii HB ve fazové roviné (x, p) je elipsa, viz obr. 11.5. Na tomto
obrazku jsou zachyceny trajektorie HB pro tfi rizné hodnoty celkové mechanické
energie F, Fy a E3. Vzhledem k tomu, ze HB kona periodicky pohyb, tak jsou jeho

— T

1 Fy

N

Obrézek 11.5: Fazové trajektorie HB pro tii rtizné celkové mechanické energie.

trajektorie uzaviené. Pruseciky trajektorie s osou x odpovidaji poloham vratnych
bodi, kdy potencidlni energie se rovna celkové mechanické energii. Trajektorie
protinaji osu p, kdyz se HB nachéazi v rovnovazném bodé a dosahuje nejvyssi
rychlosti, tedy i maximalni hybnosti (potencialni energie je nulovéa v rovnovazném
bodé).

Dosadime-li do rovnice elipsy (11.44) za celkovou mechanickou energii ze vztahu

(11.23), tak dostavame:
2 2

X p
2 _q 11.4
22 T kA (11.45)

Odtud vidime, jak velikosti poloos elipsy souvisi s amplitudou vychylky harmo-
nického oscilatoru.
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11.1.2 Tlumeny mechanicky harmonicky oscilator

Netlumeny mechanicky oscilator je fyzikalni idealizaci, jelikoz kona ¢asové neo-
mezeny kmitavy pohyb. Nasi kaZdodenni (makroskopické) zkuSenosti odpovida
mechanicky oscilator, jehoz amplituda vychylky se s ¢asem zmensSuje, neboli se
tlumi, tj. dochéazi k postupné disipaci mechanické energie, kterou maji na svédomi
disipativni sily (9.32). Jelikoz uvazujeme jednorozmérny pohyb, budeme uvazovat
pouze disipativni silu Fp;s = —\(x, &) &, kde A je kladna skalarni funkce. Obvykle
uvazujeme disipativni sflu pfimo tmérnou rychlosti:

Fpis = —hi (11.46)

kde h (kgs™!) je kladn& konstanta h > 0.
Pohybova rovnice tlumeného mechanického oscilatoru ma nasledujici tvar

Dosazenim za vratnou silu Fy ze vztahu (11.18) a za disipativni silu ze vztahu
(11.46) do pohybové rovnice (11.47) dostaneme:

mi = —kx — ha . (11.48)
Upravou pohybové rovnice dospé&jeme k jejimu nasledujicimu tvaru:
i+ 200 +wiz =0, (11.49)

kde § = h/(2m) je tzv. dekrement Gtlumu (jednotkou je s™1) (parametr ttlumu)

awy = +/k/m.
Vzhledem k tomu, Ze uvazujeme pusobeni disipativnich sil, ukédZzeme si jakym
zpusobem se bude s casem ménit mechanickd energie tlumeného mechanického
oscilatoru na teplo. Pro tento ucel si pfepiSseme pohybovou rovnici (11.49) do
nasledujictho tvaru:

i+ wir = 267 . (11.50)

Vynéasobime rovnici (11.50) rychlosti &
it +wiir = —2647 . (11.51)

Leva strana rovnice (11.51) predstavuje tplny diferencial, takze mizeme psat

d (1., Wi, .2
— | = — = -2 ) 11.52
" (2x t5 ot (11.52)

Vynasobime rovnici (11.52) hmotnosti m, pficemz vyuzijeme rovnosti 6 = h/(2m)

awy=+/k/m

d (/m., k., d dy 2
— (= b - (T = = — <0. 11.
% (zx +25L‘) dt( +U) P hi* <0 (11.53)

Relace uvedené ve vztahu (11.53) je dana vyse uvedenym predpokladem, ze h >
0. Dosazeny vysledek muzeme interpretovat zpusobem, Ze celkovd mechanickéa
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energie tlumeného mechanického oscilatoru s ¢asem ubyva, a to rychlosti —hi2.
Vysledek muZzeme s ohledem na vztah (11.46) napsat jako

& pi 11.54
ar et (11.54)

z ¢ehoz vyplyva, ze celkova mechanické energie tlumeného mechanického oscildtoru
s Casem ubyva (tj. na rozdil od netlumeného oscilatoru je celkovd mechanicka
energie zavisla na ¢ase), pficemz s ohledem na defini¢ni vztah (9.26) mtzeme fici,
Ze tento ubytek je roven okamzitému vykonu disipativnich sil.

Charakteristicka rovnice odpovidajici pohybové rovnici (11.49) ma tvar:

N4+ 20A+wi=0. (11.55)

Kofeny charakteristické rovnice jsou

)\1,2 =0+ \/ 02 — w% . (1156)

Resenim diferencialni rovnice (11.49) jsou linedrné nezavislé funkce exp(\it) a
exp(Aat), jejichz linearni kombinace predstavuje obecné feSeni této rovnice, tedy

z(t) = Cy exp(Ait) + Cyexp(Aat) . (11.57)

Dosazenim za A; 2 ze vztahu (11.56) miZeme po Gpravé obecné feSeni pohybové
rovnice tlumeného mechanického oscilatoru napsat jako

w(t) = e [Cl exp <\/m1t) + Cyexp (—Mt)] : (11.58)

Za predpokladu, ze § # 0, mohou nastat nasledujici tii pripady:
1. slaby ttlum (podtlumené kmitani): w3 > §2,
2. silny atlum (pietlumené kmiténi): w? < &2,
3. kriticky atlum : wi = 62,

které budou niZze rozebrany.

Slaby atlum (podtlumené kmitani)

Pro pripad slabého utlumu si zavedeme kruhovy kmitocet:

w=/wi =8 = P —wi=j\ w0 =jw. (11.59)

Potom je mozné feSeni (11.58) vyjadiit jako
x(t) = e [C} exp(jwt) + Cy exp(—jwt)] . (11.60)
Regeni (11.60) miizeme prepsat do nasledujiciho tvaru

z(t) = Ae * sin(wt + @) . (11.61)
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Obréazek 11.6: Casovy pribéh vychylky mechanického slabé tlumeného oscilatoru
pro piipad slabého atlumu pro pocéateéni podminky z(tg = 0) = Aav(tg =0) =0
(modfe) spolu s obélkou (Cervené).

Casovou derivaci okamzité vychylky dostaneme vztah pro okamzitou rychlost
v(t) = i(t) = Ae ™ [w cos(wt + @) — dsin(wt + )] . (11.62)

7 obrazku 11.6, kde je zachycen ¢asovy prubéh vychylky mechanického oscilatoru
pro pripad slabého utlumu, je patrné, ze v tomto pripadé jiz nemtzeme mluvit
o ¢isté periodickém pohybu, jelikoz x(t) # x(t + T'). V pfipadé slabé tlumeného
oscilatoru mluvime o tzv. kvaziperiodickém pohybu.

7 obréazku je patrné, Ze kmitajici hmotny bod prochazi opakované nulovou polohou
(rovnovaznou polohou). Jednotlivé prichody nulovou polohou uréime z rovnice,
kterd vznikne dosazenim nulové hodnoty za vychylku ve vztahu (11.61), tedy
0 = Ae % sin(wt+ ), neboli 0 = sin(wt + ). Z této rovnice plyne, Ze wt+p = n,
kde n je celé ¢islo. Casovy interval t,,1 — t, mezi dvéma po sobé nasledujicimi
prichody nulou (viz obr. 11.6) zjistime ode¢tenim rovnic wt, 11 + ¢ = (n+ 1)1 a
wt, + ¢ = nm, tj.

wtpy1 +o — (Wt +9) = (n+ )7 —nw. (11.63)

Odtud .
togr —tn = — . (11.64)
w

Jako dobu kmitu 7} ozna¢ime dvojnasobnou hodnotu intervalu (11.64), protoze
teprve pii kazdém druhém priichodu nulovou polohou se hmotny bod pohybuje

ve stejném smyslu, tedy

_27T

T, = (11.65)

-
S ohledem na (11.59) je mozné fict, ze doba mezi priichody nulovou polohou je
oproti netlumenému mechanickému oscilatoru ponékud delsi.
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Uvazujme pomér dvou vychylek, které jsou od sebe ¢asové vzdaleny o Ty, = 27 /w

vt +T)  Ae ) sin(w(t + Ty) + ¢) 6Ty _ —A
_ =e =e

z(t) Ae~% gin(wt + ) ’ (11.66)
kde veli¢inu A = §T}, nazyvame logaritmicky dekrement.
Zderivujeme ¢asovou zavislost vychylky (11.61) podle ¢asu:
i(t) = —6Ae % sin(wt + @) + Ae %W cos(wt + @) . (11.67)
Zavedeme si nésledujici proménné:
Ot) =wt+p, q(t)= A", (11.68)

¢imz muzeme okamzitou vychylku (11.61) a hybnost pomoci vztahu (11.67) zapsat
jako
x(t) = gsinb , (11.69)
p(t) = mi(t) = —dmgsin @ + gmw cos @ = —dmz(t) + gmw cos 6 . (11.70)
Pouzijeme linearni transformaci y = p+ dma na rovnici (11.70), takZe dostaneme:
Yy = wmgqcosf . (11.71)
Umocnime vztah (11.71) na druhou a pouZijeme pro tpravu vztahu (11.69):
y® = w’m?q® cos® 0 = wm?¢*(1 —sin? ) = w’m?q® — w’m?a? . (11.72)
Odtud miizeme psat, ze
72 y?
E%—m:l : (11.73)
Rovnice (11.73) predstavuje rovnici elipsy v modifikovaném fazovém prostoru
(x,y), u které se s ¢asem exponencialné zmensuji jeji poloosy, viz obr. 11.7 (a).

Provedeme-li zpétnou transformaci p = y — dma, pak dostaneme fazovou trajek-
torii HB ve fazovém prostoru (x, p), viz obr. 11.7 (b). Z obr. 11.7 (b) je vidét, ze

P

f// \\*JJ

(a) (b)

Obrazek 11.7: (a) Fazova trajektorie HB v modifikovaném fazovém prostoru (z, y).
(b) Fazova trajektorie HB ve fazovém prostoru (z,p).

s postupujicim ¢asem se postupné zmensuje vychylka a hybnost (rychlost) HB.
V limitnim pfipadé, tj. ¢ — oo, dojde k ukonceni kmitavého pohybu HB, ktery
ziistane v rovnovazném bodé z = 0.
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Silny atlum (pfetlumené kmitani)

V tomto piipadé jsou kofeny charakteristické rovnice (11.55) realné. Vzhledem k

tomu, 7e 6 > 0 a pro silny atlum plati, Ze 6> > w3, budou koreny charakteristické

rovnice (11.56) vzdy zaporné. Takze v tomto piipadé bude pro feSeni (11.57)

pohybové rovnice tlumeného mechanického oscilatoru platit nasledujici limita
x(t) = ltlim [Cy exp(Ait) + Cyexp(Aat)] =0 . (11.74)

—00

Tedy vychylka u silného utlumu, tak jako v piipadé slabého dtlumu, konverguje

k nule pro rostouci hodnoty ¢asu ¢.

Polozime-li v rovnici (11.58) z = 0, dostaneme rovnici

e 0 [Cl exp <\/52 —w? t) + Cyexp (—\/52 —w? t)] =0, (11.75)

jejimz feSenim nalezneme prichody kmitajictho hmotného bodu rovnovaznou po-
lohou. Protoze e~% # 0 pro kone¢né hodnoty ¢, polozime

CLeVFR eV (11.70)

odtud o
AVt — 22 (11.77)

G
Tato rovnice mé jedno FeSeni je-li Cy/Cy < 0 (pro Cy/Cy > 0 FeSeni nemd). Tedy
je-li jedna z integracnich konstant kladné a druhé zaporné, potom reSenim rovnice

(11.77) dostavame:
1 02)
l=——==In|——| . 11.78
2,/0% — w3 ( 4 ( )

Omezime-li se na ptipad, ze t > 0, potom hodnoty integra¢nich konstant musi
spliovat podminku:

Jsou-li splnény vyse uvedené podminky, pak hmotny bod pfi silném ttlumu pro-
jde jen jednou rovnovaznou polohou pro konec¢né ¢ > 0, jinak rovnovaznou polohu
zaujme aZ pro t — oo (neuvazujeme trivialni piipad C; = Cy = 0, kdy je hmotny
bod celou dobu v rovnovazné poloze).
Odtud miuzeme konstatovat, ze typickou vlastnosti silného titlumu je, Ze priichod
hmotného bodu rovnovaznou polohou nastava pro konecné hodnoty ¢asu t nejvyse
jednou.
Z vyse uvedeného plyne, Ze se prubéh neopakuje, a proto se jedna o pohyb aperi-
odicky.
Pro nazornost si uvedeme priklad, kdy uvazujeme napt. pocatecni podminky
z(0) =0 a v(0) = vg. Potom dle obecného Feseni (11.58) muzeme psat, ze

A
Dosadime-li integracni konstanty do podminky (11.79), tak dostaneme hodnotu
jedna, tudiz neni splnéna podminka pro prichod HB jeho rovnovaznou polohou,
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kam postupné dospéje az pro t — oo.
Dosazenim vztahu (11.80) za integra¢ni konstanty do FeSeni (11.58) dostaneme

A
x(t) = Ee_at {exp ( 62 — wd t) — exp (— 62 — w? t)} =

Ae‘%sinh( 52—w§t> . (11.81)

Derivaci feseni (11.81) podle ¢asu dostaneme

v(t) = @(t) = —6Ae %sinh 02 — w2t ) + Ay/62 — w2e % cosh 602 —wit
0 0 0

(11.82)
Pak pro druhou pocateéni podminku muzeme na zékladé vztahu pro rychlost
(11.82) psat, ze

v(0) = vy = Ay/6%2 —w? odtud A= S U— (11.83)
62 — wi
Dosadime-li do feseni (11.81) za konstantu A ze vztahu (11.83), pak dostavame

Vo€

—5t
z(t) = Ae *'sinh ( 62 — wd t) = ———sinh ( 62 — wd t) . (11.84)
V02— wi
Nalezené feSenti je pro tii rizné hodnoty dekrementu dtlumu § uvedeno na obrazku
11.8. Z obrazku je patrné, Ze pro nizsi hodnoty dekrementu utlumu je vychylka
HB z jeho rovnovéazné polohy vyssi, avsak dochazi k jejimu rychlejsimu zatlumeni.
Pro ziskani fazové trajektorie (fazového portrétu) HB pro vyse uvedené pocatecni

x(t)

t

Obrazek 11.8: TTi aperiodické ¢asové pribéhy vychylky mechanického oscilatoru
pro tfi rtizné hodnoty dekrementu ttlumu.

podminky nejdiive pomoci vztahu (11.84) a identity cosh @ = sinh & + e~ upra-
vime vztah pro rychlost HB (11.82):

i=— (5 — /82— wg> 7 4 e HVE=R) (11.85)
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p
m|uvg|

(5220.)0

p=—m(d — /0% —wj)x

—T”|’l)0|

Obrazek 11.9: Dvé trajektorie HB pro pocéatecni rychlosti vg > 0 a druhéa pro
vy < 0, 0= 2wy.

Vynésobime tuto rovnici hmotnosti m uvazovaného HB, ¢imz dostaneme:

p=-—-m (5 — /0% — w%) T+ mvoe*((S+ Vi)t . (11.86)

Tato rovnice predstavuje parametrické vyjadieni fazové trajektorie, kde paramet-
rem je Cas t, ve fazové roviné (z, p), viz obr. 11.9. Na tomto obrézku jsou zachyceny
dvé fazové trajektorie, jedna pro pocatecni rychlost vy > 0 a druhé pro vy < 0
pro piipad § = 2wy. Z rovnice (11.86) vidime, Ze s rostoucim ¢asem exponencialné
kleséd druhy ¢len na pravé strané této rovnice, coz mé za néasledek, ze se vychozi
(pocatecni) bod trajektorie [0, vy] s postupem ¢asu asymptoticky blizi k piimce

p=-m (6 — /02 — wS) x majici zApornou smérnici.
Kriticky atlum

V tomto piipadé ma charakteristicka rovnice (11.55) dvojnasobny kofen A\ o = —0,
takZe FeSeni pohybové rovnice (11.49) ma tvar:

z(t) = (O + Cyt)e™ " . (11.87)
Rychlost je pak déana nasledujicim vztahem:
v(t) = & = Coe ™ — §(C) + Cot)e™" . (11.88)

Anulovanim rovnice (11.87) zjistime, Ze pro kone¢né kladné hodnoty ¢asu (¢ > 0)
projde hmotny bod rovnovaznou polohou pouze v pfipadé, kdy

t=—=1>0. (11.89)

Odtud plyne, ze ma-li byt tato podminka splnéna, pak C 2 # 0 a integracni kon-
stanty C a Cy musi mit opacné znaménka.
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Jako v predchazejicim pripadé se bude jednat o pohyb aperiodicky.

Budeme-li uvazovat pocatecéni podminky jako v pfipadé silného utlumu, tj.
z(0) = 0 a v(0) = vy, potom pro integracni konstanty dostavame: C; =0 a Cy =
vo. Na zékladé téchto konstant muzeme ¥ici, Ze podminka (11.89) neni splnéna,
takze nedojde k prekmitnuti HB pfes rovnovaznou polohu. Dosazenim integra¢nich
konstant do vztahu (11.87) dostaneme FeSeni pohybové rovnice (11.49) pro zadané
pocateéni podminky:

z(t) = vote ™" . (11.90)
Na obrazku 11.8 je zachycen priubéh kriticky tlumeného mechanického oscildtoru
0 = wp. V pripadé kritického utlumu dojde, jak lze vidét z obrazku, k zatlumeni
nejrychleji.
Pro ziskéani fazové trajektorie HB pro dané poc¢atecni podminky ve fazovém roviné

P
m|vg|

p = —omx

0 = wo

0™\ x

—m|uvg|

Obrazek 11.10: Dvé trajektorie HB pro pocateéni rychlosti vy > 0 a druha pro
vy < 0, 0 = wy, tj. kriticky atlum.
(x,p) nejdiive zderivujeme feseni (11.90) podle casu:

& = voe % — Sugte ™ . (11.91)

Upravime tento vysledek s ohledem na feseni (11.90) a vynasobime hmotnosti m
uvazovaného HB, ¢imz ziskame:

p = —mdx + muge " . (11.92)

Timto jsme ziskali parametrickou rovnici hledané fazové trajektorie HB, viz obr.
11.10. Opét vidime, Ze se druhy ¢len rovnice (11.92) s rostoucim ¢asem expo-
nencialné zmensuje. Pocateéni bod trajektorie [0, vg] se timto s rostoucim casem
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asymptoticky blizi k pfimce p = —mdx, kterd ma rovnéz zapornou smérnici jako
u feseni predchoziho pripadu se silnym ttlumem. Na obrazku jsou zachyceny dvé
trajektorie pro pocatecni rychlosti vy > 0 a vy < 0.

11.2  Vynucené (nucené) kmitani tlumeného me-
chanického oscilatoru

Chceme-li udrzet tlumeny oscilator v kmitavém pohybu, musime ho neustale budit

vnéjsi silou F'g, kterd nuti pfedmétny oscilator ke kmitim. V takovémto piipadé
miuzeme napsat pohybovou rovnici uvazovaného oscilatoru jako

Budeme-li uvazovat harmonickou budici silu Fg = Fj cos()§2t), potom po dosazeni
za sily na pravé strané pohybové rovnice (11.93) a nésledné upraveé, viz kapitola
11.1.2, dostaneme pohybovou rovnici v néasledujicim tvaru

i+ 207 + wiz = Bcos(t) (11.94)

kde B = Fy/m.

Reseni nehomogenni diferencialni rovnice (11.93) je dano sou¢tem obecného fesent
xy odpovidajici homogenni rovnice a partikularniho feseni zp rovnice (11.94),
tedy z(t) = xu(t)+xp(t). Homogenni feSeni, v piipadé uvazovani slabého atlumu,
bylo nalezeno v predchozi kapitole a je dano vztahem (11.61), tedy

rp(t) = Age sin(wt + ¢g) . (11.95)

Pro nalezeni partikularniho feseni rovnice (11.94) pouzijeme s vyhodou komplexni
reprezentaci. Budeme predpokladat, ze partikularnimu teseni bude odpovidat re-
4lna slozka? komplexni funkce #p(t), tj. zp(t) = Re{Zp}. Hledanému komplex-
nimu partikularnimu feSeni Zp odpovidé nésledujici komplexni diferencialni rov-
nice

Ip+ 202p +wiip = Bexp(jQt) . (11.96)

Reélna slozka feseni komplexni diferencialni rovnice (11.96) predstavuje feSeni
diferenciélni rovnice (11.93). Prava strana rovnice (11.96) reprezentuje komplexni
funkci vyjadienou pomoci zndmého Eulerova vzorce a jeji realné slozka odpovida
uvazované funkci Fz/m, tj.

Re{Bexp(jQ2t)} = Re{B cos(Qt) + jBsin(Qt)} = Bcos(Qt) = Fg/m . (11.97)
Komplexni partikulérni feseni si vyjadiime rovnéz pomoci Eulerova vzorce
Tp = Apexp(jQt) = Apexp(jop) exp(jQt) = Apexp[j(QU + ¢p)],  (11.98)

kde Ap se nazyva komplexni amplituda a Ap je realnd amplituda partikularniho
feSeni rovnice (11.93) a wp je jeho pocatecni faze.

2Hledané partikularni funkce nemize byt funkci komplexni, jelikoz hledané FeSeni musi od-
povidat fyzikdlnimu feSeni, tedy FeSeni, které je métitelné.
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Dosazenim partikularniho feseni (11.98) do komplexni diferencialni rovnice (11.96)
obdrzime?® nasledujici komplexni algebraickou rovnici

— P Ap exp(jpp) exp(jQ)+i26QAp exp(jop) exp(jQt)+wi Ap exp(jop) exp(jQt) =
Bexp(jS2t) . (11.99)

Vynasobime-li rovnici (11.99) funkei exp(—jep) exp(—jf2t), pak po nasledné tpravé
dostaneme
Ap(wi — Q% 4+ j20Q) = Bexp(—jop) . (11.100)

Komplexni ¢islo, které se nachazi v zavorce na levé strané rovnice (11.100), mu-
zeme vyjadrit pomoci Eulerova vzorce, ¢imz dospéjeme k nésledujicimu tvaru
algebraické rovnice

Ap|K|exp(jg) = Bexp(—jep) , (11.101)
kde
K| =/ (wd — Q22 + 45202 (11.102)
‘ 2502
gb = arctan (m) . (].].103)

Z rovnice (11.101) muzeme za pomoci vztahu (11.102) nalézt amplitudu partiku-
larniho FeSeni jako
B B

Ap(Q) = — = . 11.104
T Y s v RS EE (100

Ve vztahu (11.104) je naznaceno, ze amplituda partikuldrniho FeSeni zavisi na
kmito¢tu budici sily.
Pro pocateéni fazi partikularniho feSeni dostaneme z rovnice (11.101) vyjadieni

26€2

neboli
2002 2012
) = arct ——— | = arct — ] . 11.1
op(Q) = arc an( w%—QZ) arctan (Qz—wg) (11.106)

Jelikoz partikularni feseni rovnice (11.93) je rovno realné slozce komplexniho par-
tikularniho eSeni (11.98), tedy

pr(t) = Re{i‘p} = RG{AP eXp[J<Qt + QOP)]} = Ap COS(Qt + Qﬁp) s (11107)

kde Ap je dano vztahem (11.104) a pp vztahem (11.106).
Obecné feSeni diferencialni rovnice (11.94) si pomoci funkei (11.95) a (11.107)
mizeme vyjadrit zptisobem:

2(t) = 2y (t) + 2p(t) = Age™ sin(wt + ogr) + Ap(Q) cos(Q + ¢p) . (11.108)

3Na tomto misté je nutno piipomenout, %e pro ¢asové derivace piedstavuje komplexni jed-
notka v predpokladaném komplexnim tvaru partikuldrntho feSeni konstantu.
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Vzhledem k uvazovanému ttlumu, je ziejmé, Ze ¢ast feSeni (11.108), kterda odpo-
vidd homogennimu feSeni, se s ¢asem vyrazné zatlumi, takze partikularni reSeni
bude dominovat. Pro ¢ — oo (ustéleny neboli stacionarni stav) bude feseni dife-
rencialni rovnice (11.93) dano pouze funkei, kterd odpovida jejimu partikularnimu
feseni. Vzhledem k tomu, Ze amplituda funkce (11.95) se s ¢asem exponencialné
tlumi, je mozné tuto funkci povazovat s dostatec¢nou presnosti za nulovou po tzv.
relaxa¢ni dobé, ktera je ddna dohodnutym (p¥ip. vhodné zvolenym) nasobkem ¢a-
sové konstanty 7 = 1/4. Jinymi slovy mizeme konstatovat, ze uvazovany buzeny
tlumeny mechanicky oscilator se snazi kmitat na kmitoc¢tu, ktery odpovida jeho
volnym tlumenym kmitim, avSak postupem ¢asu se ,podda“ budici sile, ktera
kmit4d na kruhové frekvenci €. Z vySe uvedeného divodu se zpravidla za feSeni
nehomogenni diferencialni rovnice (11.94) povaZzuje pouze jeji partikularni feseni.
V takovém piipadé jiz neni nutné pouzivat index P pro oznaceni partikularniho
feseni, takZe feSeni uvazované diferencialni rovnice mtizeme zapsat jako?

z(t) = A(Q) cos(Q + ¢) | (11.109)

kde A= Ap a ¢ = pp.
Na obr. 11.11 je zachycen casovy vyvoj vychylky HB pro piipad, kdy €2 = wy.

x(t)
T
0
t
—Af- S
Obrézek 11.11: Zavislost vychylky HB na case.
Jak je ukdzano nize v textu, tak pro tento ptipad je pp(2 = wy) = —n/2. Déle

pocatecni faze u feSeni homogenni pohybové rovnice je zvolena tak, aby x(0) = 0

4Partikularni feSeni uvazované diferencialni rovnice je moZné povazovat za jeji feSeni i pro
pripad kritického nebo silného atlumu.
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a ©(0) =0, tedy ¢y = —m. Dale plati, ze Ay = A,(V =wp) =Aad < wy V
takovém piipadé lze feseni (11.108) zapsat jako

z(t)=A(1—e*)sinQt . (11.110)

Z tohoto obrazku lze vidét, jak s postupem c¢asu dochazi k ustéleni amplitudy
vychylky a Casovy vyvoj je pak dan pouze partikularnim fesenim.

Nézorné je mozné ustaleni vychylky HB ukazat pomoci fazového portrétu ve fazové
roviné (z,p). Za timto uéelem provedeme derivaci vychylky (11.110) podle ¢asu
a vynasobime vysledek hmotnosti m uvazovaného HB, ¢imZ obdrzime vztah pro
jeho hybnost, kde k jeho vyjadfeni pouzijeme vztah (11.110):

p

N

Obrézek 11.12: Fazova trajektorie harmonicky buzeného mechanického oscilatoru.

p=mi(t) = —mdx + mIAsin(Qt) + mQA (1 —e™) cos QU . (11.111)

Takto vyjadreny vztah pro hybnost HB pfedstavuje parametrické vyjadieni tra-
jektorie HB, kde parametrem je ¢as, viz obr. 11.12. Z obrazku je vidét, ze fazova
trajektorie HB vychéazi z mista odpovidajici jeho rovnovaznému bodu. Jedna se
o spiralu, ktera se s rostouci ¢asem priblizuje k elipse, ktera predstavuje fazovou
trajektorii HB pro ustélené feSeni, tj. FeSeni vyjadiené pouze partikularnim feSe-
nim. Tato elipsa predstavuje tzv. limitni cyklus.

Derivaci okamzité vychylky buzeného mechanického oscilatoru (11.109) podle ¢asu
dostaneme vztah reprezentujici jeho okamzitou rychlost

u(t) = (t) = —Av(Q) sin(Qt + ) = Ay () cos (U + o + g) . (11.112)
kde Ay (Q) = A(Q)Q je amplituda rychlosti.
Dosazenim ze vztahu (11.104) muZeme amplitudu rychlosti vyjadfit jako
BQ

Ap(Q) = Ve (11.113)
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Ze vztahu (11.112) je patrné, ze mezi okamZzitou vychylkou a okamzitou rychlosti
nucenych kmitu je fazovy posuv /2.
Na obrazcich 11.13 a 11.14 jsou vyneseny grafy zéavislosti amplitudy vychylky

A(Q)

. 2
mwg

0 Qrp(0 :‘I)\QRD((S =3) @

[SIE

Obrazek 11.13: Zavislost amplitudy vychylky A na kmito¢tu budici sily €.

Av(Q)

0 Qrv Q

Obrazek 11.14: Zavislost amplitudy rychlosti Ay na kmito¢tu budici sily €.

A(Q) a amplitudy rychlosti Ay (£2) na kruhovém kmito¢tu budici harmonické sily
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Q. Tyto grafy nazyvame rezonan¢ni kfivky. Z téchto grafu je patrné, ze jak am-
plituda vychylky, tak amplituda rychlosti maji jedno absolutni maximum, jehoz
hodnota zavisi na velikosti dekrementu dtlumu 4, ¢im je hodnota dekrementu
atlumu nizsi, tim je maximalni hodnota zmihovanych amplitud vyssi a rezonancéni
krivka uzsi. Kmitocty, pro které nabyvaji grafy pribéha amplitud svého maxima,
se nazyvaji rezonan¢ni kmitocty.

Za ucelem nalezeni rezonancéniho kmito¢tu amplitudy vychylky Qzp a rezonanc-
niho kmitoc¢tu amplitudy rychlosti 2y, nejdiive zderivujeme funkéni vztahy
(11.104) a (11.113) podle kruhového kmito¢tu €2, ¢imz dostavame

dA(Q) d

Q  do <\/(w§ —O2)? + 45202

=28 [(wg . QQ)Q _’_45292]3/2 y (11114)

B ) Qw2 — 267 — 02)

aQ  dQ

dAy(Q) d BQ _ 5 wg — O
ViR PP TR ) [ — 2 4 4P
(11.115)
Polozime vyrazy (11.114) a (11.115) rovny nule, ¢imZ dostaneme rovnice, jejichz
feSenim nalezneme body, které odpovidaji hledanym rezonan¢nim kmitoc¢tum. Pro
amplitudu vychylky (uvazujeme pouze kmitocty 2 > 0) je podminka dA(£2)/d2 =
0 splnéna pro ; = 0, 23 — oo a pro kmitocet

Qrp = /w2 — 202 . (11.116)

Kmito¢tum €2, a 25 odpovida extrémni hodnota amplitudy vychylky vzdy. Extrém
funkce A(2) pro hodnotu 2 = Qgp nastane jen v piipadé, je-li kmitocet Qgp
realny, tedy s ohledem na vztah (11.116) musi byt splnéna podminka:

wo > 0V2 . (11.117)

Pro wy <6 v/2 u mechanického systému nedochézi k rezonanci a maximalni hod-
nota amplitudy vychylky je B/wi = Fy/(mw?), viz obr. 11.13. Je-li splnéna pod-
minka (11.117), potom
d*A(Q)
d2 0=0np,

<0,

tedy pro ©Q = Qgp nastava maximum funkce A(£2).

Pri splnéni podminky wy > 6v/2 je extrém funkce A(Q) pri hodnoté Q = Qgp
maximem a rikime, Ze pro ) = Qrp nastava rezonance vychylky a kmitoctu Qgp
rikame rezonanc¢ni kmitocet vychylky.

Provedeme-li podobny rozbor pro amplitudu rychlosti, tak pomérné snadno do-
sp&jeme k hodnoté rezonancéniho kmitoctu rychlosti:

QRV = Wo . (11118)

7 obr. 11.14 je vidét, 7e k rezonanci rychlosti dochazi i pro piipad, kdy wy < 6v/2
a rezonan¢ni kmitocet (11.118) nezavisi na dekrementu ttlumu ¢, takze je pro
jeho rtizné hodnoty stejny.
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Znovu si napiSseme pohybovou rovnici (km40) pro HB vykonavajici vynucené kmity
periodickou harmonickou silou F'(t) = Fp cos 2t:

F
i+ 200 4 wir = =2 cos Qt . (11.119)
m
Do této rovnice dosadime jeji ustalené feSeni (11.109), ¢imz dostavame:

—AQ? cos(Qt 4+ p(Q)) — 2450 sin(Qt + () + Aw? cos(Qt +p(Q)) = el cos(Qt) .
m

(11.120)
Budeme uvazovat tii rizné pripady pro kmitocet budici sily €.

1. =0
V tomto pripadé miizeme zanedbat prvni dva ¢leny na levé strané rovnice
(11.120), takze dostaneme:

E
Aw? cos(U + ) ~ =2 cos O . (11.121)
m

Aby tato rovnice mohla byt splnéna, tak musi platit, ze ¢(€2 — 0) — 0. V
tomto pripadé bude HB kmitat priblizné ve fazi s budici silou a bude platit,

ze
Fy
t) ~ Qt . 11.122
x(t) " Ccos ( )
Pro2=0jep=0a
F
A= (11.123)
mwd

viz obr. 11.13.

2. Q= Wo
Pro tento pfipad se prvni a tfeti ¢len na levé strané rovnice (11.120) vynuluji,
takZe muzeme psat:

F
—240Qsin(Q + () = = cos Qt . (11.124)
m

Aby tato rovnost mohla platit, tak ¢(2 = wy) = —n/2. Pro tuto fazi lze
tedy rovnici (11.124) zapsat jako

Fy Fy
2A0Q cos(Qt) = - cos o = A= 55ml (11.125)
Odtud také dostavame, ze
z(t) = 2?—;1 cos )t . (11.126)
Integraci ziskdme:
2(t) = ——sinQt = £o cos <Qt - E) : (11.127)
26mS2 20mS2 2

Odtud vidime, Ze vychylka je v tomto piipadé fazové opozdéna o w/2 za
budici silou.
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3. 0>1
Pro velmi vysoky kmitocet harmonické budici sily dominuje prvni ¢len na
levé strané rovnice (11.120), takze miZzeme psat, Ze

—AQ? cos(Q + () ~ £ cos(Qt) . (11.128)
m

Aby mohla byt ptiblizné rovnost splnéna, tak pro fazi dostavame, ze (€ >
1) = —7. V limitnim piipadé ¢(2 — o) = —.
Pro tento pripad dostavame:

i) ~ L0 cos(at) | (11.129)

m

Dvojnéasobnou integraci dospé&jeme ke vztahu:

x(t) ~ _ml*;; cos(Qt) = mF;[)ZQ cos(Qut — ) . (11.130)

Tedy vychylka je fazové zpozdéna oproti budici sile priblizné o .

Obrazek 11.15: Fazové zpozdéni (pocatecni faze) nucenych kmitd ¢(£2) pro razné
hodnoty tlumeni.

Z vyse uvedenych tfech piipadi je ziejmé, ze se faze v zéavislosti na kmitoctu
budici sily (¢(€2)) méni od 0 do —m, pfi¢emz pro 2 = wy je faze rovna —m/2.
Zavislost faze na kmitoc¢tu budici sily je vyjadiena vztahem (11.106) a jeji priubéh
pro ¢tyfi rizné hodnoty dekrementu utlumu 9§ je zachycen na obr. 11.15. Z tohoto
obrazku je vidét, ze pro nulovou hodnotu dekrementu ttlumu se faze méni pro
Q) = wyp skokové. Déle z tohoto obrazku vidime, Zze pohyb nuceného mechanického
oscilatoru je vzdy opozdén za budici silou. Pro velmi rychla buzeni Q > wy je po-
hyb oscildtoru opozdén oproti budici sile téméf o 7 a tedy oscilator kmité témér
v protifazi k budici sile.
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Pro celkovou mechanickou energii harmonicky buzeného oscilatoru s vyuzitim
vztaht (11.109), (11.112) a (11.27) miZzeme po upravé psat, ze

1
E=T+U= (%xQ + E:f) = —mA® [ sin® (U + @) + wg cos®(Qt + ¢)] .

2 2
(11.131)
Bude-li Q = Qgy, tj. 2 = wqy, potom
1
E = —-mA%w2 = konst. (11.132)
2

Ze vztahu (11.132) je vidét, ze je-li frekvence budici sily rovna rezonanénimu kmi-
to¢tu rychlosti, potom celkova mechanicka energie nezavisi na ¢ase, tj. d£/dt = 0.
Pro ¢asovou zménu celkové mechanické energie mizeme obecné psat, ze

dE
= Foist + Fpi (11.133)

Rovnost (11.133) nam 1ika, ze ¢asova zména celkové mechanické energie se rovna
souctu okamzitého vykonu disipativnich sil a okamzitého vykonu sily budici. V
piipadé, ze frekvence budici sily je rovna rezonancénimu kmitoc¢tu rychlosti, potom
s ohledem na vztah (11.132) bude platit, Ze

dE

dt
Z rovnosti (11.134) vyplyva, ze v piipadé rezonance rychlosti se v kazdém case
okamzity vykon disipativnich sil rovna, az na znaménko, okamzitému vykonu bu-
dici sily.
V obecném piipadé, tj. pro libovolny kmitocet budici sily, musi platit, Ze ca-
sové stiedni hodnota® celkové mechanické energie (F) v ustaleném stavu je rovna
konstanté, coz je dano skutecnosti, Ze po odeznéni relaxa¢niho déje se celkova
mechanické energie oscilatoru jiz neméni. Z tohoto divodu bude muset platit, ze

(Fpisit) + (Fi) =0 . (11.135)

= 0= Fpii + Fyi . (11.134)

Z rovnice (11.135) plyne, Ze stfedni ¢asova hodnota okamzitého vykonu disipa-
tivnich sil musi byt az na znaménko rovna stfedni ¢asové hodnoté okamzitého
vykonu budici sily neboli jinymi slovy, budici sila v ustileném stavu kompenzuje
ztraty, ke kterym dochazi vlivem disipativnich sil.

Pro hodnoceni oscilatoru se pouziva tzv. ¢initel jakosti (), ktery je definovan jako

_ Qpgp
Q=5 (11.136)

Za kvalitni oscilatory jsou povazovany vysokojakostni oscilatory, tj. oscilétory,
které maji vysoky cinitel jakosti ). Rezonan¢ni kiivka vysokojakostnich oscila-
tort se vyznacuje velmi ostrym maximem kolem rezonan¢ntho kmitoctu. Pro tyto
oscilatory je mozné kolem rezonan¢éniho kmitoc¢tu pouzit nasledujici aproximace

Q ~ wp (11.137)

5Pro oznadeni ¢asové stfedni hodnoty budeme pouZivat oznaceni (-), které pFestavuje operator

(->:%/OT-dt.
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Wi — 0 = (wo + V) (wo — Q) ~ 2w(wy — Q) . (11.138)

S ohledem na aproximace (11.137) a (11.138) muzeme upravit vztah pro amplitudu
vychylky (11.104) néasledujicim zptisobem

A(Q) = = ~ b =
(@) = 7 _ (2)2 202 O 2,2
V(w2 — 02)2 + 4520 v (2wo(wo — Q)2 + 462w

B B

VAwd(wo — Q)2 + 462w} N 2woy/(wo — Q)2+ 02

(11.139)

Pro amplitudu vychylky, ktera je dana ptibliznym vztahem (11.139) plati, Ze své
maximalni hodnoty nabyva pro kmitocet ) = wy. Jestlize umocnime na kvadrat
pribliznou hodnotu amplitudy vychylky (11.139), potom tento kvadrat bude pro
budici kmitocet © = wy nabyvat své maximélni hodnoty B?/(4w2é?). Pro budici
kmitocty Q@ = Q_ =wp— 0 a 2 = Q, = wy + d bude hodnota tohoto kvadratu
rovna presné poloviné jeho maximalni hodnoty. Pomoci téchto hodnot budicich
kmito¢tid muzeme zavést tzv. sitku rezonanéni kiivky, kteréd je dana nasledujicim
vztahem

AQ=Q, —Q_=25. (11.140)

Na zakladé rovnosti (11.140) je moZné u vysokojakostnich oscilatora uréit priblizné
jejich cinitel jakosti (11.136) jako

Qr~ (11.141)

11.3 Fyzikalni oscilatory

V predchozich kapitolach jsme se zamérili na mechanicky oscilator, ktery je repre-
zentovan hmotnym bodem, jenz kmité kolem své rovnovazné polohy po pfimce.
Takovyto mechanicky rezonator miize byt realizovan napf. zavazim, které je pfi-
pevnéno na jeden konec pruziny, jejiz druhy konec se nepohybuje. Natahneme-li
pruzinu, ktera je nositelem vratné sily, spolu s uvazovanym zavazim, poc¢ne toto
zéavaZzi (hmotny bod) konat kmitavy pohyb. Av8ak kmitajici hmotny bod nemusi
nutné konat kmitavy pohyb po pfimce. Piikladem miize byt napf. rovinné mate-
matické kyvadla. V pripadé vychyleni zavazi (hmotného bodu) u tohoto rovinného
matematického kyvadla, bude zavazi také kmitat kolem své rovnovazné polohy,
avSak v tomto piipadé po kruznici. V pripadé matematického kyvadla je vratna
sfla dana projevem tihové sily. Matematicky tvar linearizované pohybové rovnice
rovinného matematického kyvadla je shodny s tvarem odpovidajici pohybové rov-
nice popisujici kmitavy pohyb hmotného bodu pohybujiciho se po primce, srovne;j
(10.70) a (11.26). Jsou-li rovnice popisujici oscilace u fyzikalnich nemechanickych
oscilatori shodné, co do tvaru, s pohybovymi rovnicemi mechanickych oscilatori,
je mozné v tomto piipadé rozsitit teorii mechanického oscilatoru i na tyto fyzikalni
oscilatory.

Teorie mechanickych oscilatori prezentovana v predchozich kapitolach samoziejmé
nevycerpava teorii mechanickych oscilatorti. Zvlastni pozornost zasluhuji napf.
oscilatory nelinearni, samobuzené, parametricky buzené, vazané apod. Teorie vé-
nujici se problematice takovychto oscilatorii presahuje ramec tohoto skripta.

[ — konst.

m /
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Kapitola 12

Gravitacni pole

12.1 Newtontlv gravitac¢ni zakon, gravitacni sila

Newtontv gravitacni zakon muzeme formulovat nasledujicim zptisobem:

Newtonuv gravitaéni zakon

Dva hmotné body se pfitahuji silou, jejiz velikost je pfimo imérné soucinu
jejich hmotnosti a nepfimo imérna kvadratu jejich vzdalenosti.

Matematické vyjadreni gravita¢niho zakona predstavuje nasledujici vztah (viz ob-
razek 12.1) pro gravitacni silu, ktera pisobi na hmotny bod m

mm’ mm’
r=—x
2 3

r, (12.1)

kde m je hmotnost testovaciho hmotného bodu, m’ je hmotnost zdrojového hmot-
ného bodu umisténého v pocatku soufadnic, r° = r/r je jednotkovy polohovy
vektor, s = (6,67430 & 0,00015).107* Nm?/kg? je tzv. gravita¢ni konstanta'.
Znaménko minus ,-* ve vztahu (12.1) ukazuje na skute¢nost, Ze gravitaéni sila F,
ma opacny smér nez polohovy vektor r, viz obr. 12.1.

Ze vztahu (12.1) je patrné, Ze gravita¢ni sila je s uvazenim izotropie prostoru
izotropni centralni silou?. Z této skutecnosti vyplyvé, Ze gravitacni silové pole
je soucasné konzervativnim silovym polem.

Vztah pro gravitacni silu (12.1) predpoklada, Ze se zdrojovy hmotny bod nachazi v
pocatku vztazné souradnicové soustavy. Neni-li tomu tak, potom je nutné prepsat
vztah (12.1) do nésledujiciho tvaru (viz obréazek 12.2)

F,o o) mmly mn

R’ 12.2
Ir— /|3 R3 R2 ' (12.2)

kde r je polohovy vektor testovactho hmotného bodu m, r’ je polohovy vek-
tor zdrojového hmotného bodu m', R =r—1r = (zr — 2,y —y',2—7), R =
V=2 +@y—y)+(=-2)?aR =R/R.

!Gravita¢ni konstanta je snad nejstarsi zakladni fyzikalni konstantou, avdak jeji hodnotu
umime ur¢it s mensi presnosti, nez je tomu u vétsiny ,,modernich“ zakladnich konstant.
20becné je mozné centralni silu vyjadiit jako F = f(r)r/r.
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Obrazek 12.1: Geometrické uspofadani ke vztahu(12.1).

V pripadé, Ze R — 0, je pole popisované vztahem (12.2) singularni, tj. roste nade
v8echny meze. Tato skutecnost je jen disledkem idealizace souvisejici s hmotnym
bodem, ktery ma nekoneéné maly geometricky rozmér. Avsak je nutné si uvédo-
mit, Ze nic takového, jako je hmotny bod, v redlném svété neexistuje a tudiz kazdé
téleso ma kone€né rozmery.

V dalsi ¢asti textu se budeme drzet amluvy, Ze zdrojovym hmotnym bodim od-
povidaji arkované soutadnice (' = (2/,y/,2')), kdezto testovacimu hmotnému
bodu budou odpovidat soufadnice ne€arkované (r = (x,y, z)).

Pro Newtoniiv gravita¢ni zakon plati princip superpozice?, tj. vyslednou gra-

z
m’
£,
F, m
r
T
(0] Yy

Obrazek 12.2: Geometrické usporfadéani ke vztahu(12.2).

vita¢ni silu ptisobici na hmotny bod m, ktera je vysledkem gravita¢niho ptusobeni
vice hmotnych bodu (ozna¢me jejich pocet N), mizeme jednoduse uréit jako vek-
torovy soucet jednotlivych gravitacnich sil, a tedy miizeme tict, Ze sila pusobici

3Princip superpozice vyplyva ze skutecnosti, Ze velikost gravita¢ni sily, kterou zdrojovy
hmotny bod m v misté r pisobi na urcity testovaci hmotny bod v misté r’, z4visi na hmotnosti
m linearné, tj. Fy, = km, kde k je urcita konstanta.
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mezi dvéma hmotnymi body neni ovlivnéna pfitomnosti dalsich hmotnych bodi.
Necht na testovaci hmotny bod m pusobi gravitacni silou soustava zdrojovych
hmotnych bodu m), mj ..., m/y, potom vyslednou gravitacni silu mizeme vyjad-
fit jako (viz obrazek 12.3)

al N (r—r)) N o
Fg:ZFga:—%mZW:—;ﬂnZﬁR&, (123)
a=1 a=1 @ a=1 "¢

kde r/, je polohovy vektor a-tého zdrojového hmotného bodu a r je polohovy
vektor testovacitho hmotného bodu m.
Uvazujme zdrojové téleso se spojité rozlozenou hmotou. Toto téleso ma objem

/
m'y

g

Obrazek 12.3: Geometrické uspofadani ke vztahu(12.3).

V' a celkovou hmotnost m’. Objem télesa rozdélime na dostateéné malé objemy
AV, jejichz hmotnost je Am/, viz obrazek 12.4.
V infinitezimalnim pi¥ipadé (objem se stahuje v bod), tj.

z
V', m
.,
;Ama
=
AV,
f), \\
P <
NG
2, Q@
m
r
O (]

T

Obrazek 12.4: Geometrické uspofadani ke vztahu(12.5).
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dV' =da'dy'ds’ = AV, =0, (12.4)

muzeme pohliZzet na vybrany element objemu jako na hmotny bod, takze na za-
kladé analogie s pripadem pro soustavu hmotnych bodi (12.3) miizeme psat, ze

N
o 30 AT 1)
Fg = —xm A]\lr\}(zgo - W . (125)

Jelikoz pro objemovou hustotu plati, ze

. Aml,
lim ,
Avi—o AV

p(r') = (12.6)

potom je mozné upravit vyraz (12.5) s uvazenim vztahi (12.4) a (12.6) do néasle-
dujiciho tvaru

A (ro) ,
Fy=—om 00,2 Av e ot m/// |r—ﬂ|3 Ny

Nooo a=l1

kde p(r’) predstavuje funkei objemové hustoty, pomoci které mizeme urcit celko-
vou hmotnost obsazenou v objemu V', tj.

wl = [[[ oterav. (12.5)

Vzhledem k tomu, Ze vysledny vztah (12.7) je velmi dilezity, napiSeme ho jesté
jednou, ale bez meziclenu

LT a2s)

Vyraz (12.9) nam vyjadiuje vyslednou gravita¢ni silu pusobici na testovaci hmotny
bod, jez je dana souctem vSech gravitacnich sil od zdrojovych hmotnostnich ele-
menta dm’ = p(r/)dV’.

Je nutné si uvédomit, ze integrace (objemovy integral) ve vyrazu (12.9) probiha
jen pres ¢arkované souradnice 7/, 3/, 2.

Jelikoz plati, ze dm’ = p(r/)dV”’, je mozné integral (12.9) pfepsat do nasledujiciho
tvaru

F, = —%m/ @O0 g (12.10)

Vztahy (12.9) a (12.10) vyjadiuji gravitacni zédkon pro spojité rozlozenou hmotu
(zdrojové téleso), ktera je zdrojem gravitaéniho pole. Vztah (12.10) plati obecné,
tj. mizeme ho pouzit i pro dvojrozmérné a jednorozmérna zdrojova télesa. Vztah
(12.10) se dobfe hodi pro nejriuznéjsi fyzikalni uvahy, avsak pro vypocty se zpra-
vidla nehodi, na rozdil od vztahu (12.9).

V piipadé dvojrozmérného zdrojového télesa plati, ze dm’ = o(r')dS’, ¢imz mi-
zeme upravit vztah (12.10) do nasledujiciho tvaru

- m{/%dg, (12.11)

p(r') je objemova
hustota zdrojového
télesa v misté o
poohovém vektoru r/
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kde o(1’) je plosna hustota.
Analogicky pro jednorozmérné zdrojové téleso, dm’ = 7(r/)dl’, upravou vztahu
(12.10) dostavame, ze

. (2)(r )

g = —Zm ; Wdl, s (1212)

kde 7(r’) je linearni hustota.

Jelikoz gravitacni sila je silou konzervativni, tak pro ni plati, ze
F,(r)=-VU(r), (12.13)

kde U(r) je potenciilni energie gravitacniho pole v misté ur¢eném polohovym
vektorem r.

12.2 Intenzita a potencial gravitac¢niho pole

Z gravita¢niho zakona vyplyva, Ze na sebe budou silové ptisobit hmotné body, i
kdyz budou od sebe velmi vzdalené. Ve fyzice silové pusobeni na objekt vlivem
pritomnosti jiného objektu nazyvame silové ptisobeni na délku. Pro popis silo-
vého pusobeni na déalku si zavedeme fyzikalni pole, které nazveme gravita¢ni pole.
V okoli kazdého hmotného bodu (télesa) existuje tedy pole, o némz se muzeme
jednoduse presvédcit tim, Ze do uvazovaného mista umistime jiny, tj. testovaci
hmotny bod. Na testovaci hmotny bod bude plisobit gravitacni sila a tedy v
misté testovactho hmotného bodu existuje gravitacni pole. Pomoci gravitacniho
pole vytvoreného hmotnymi body (pfip. hmotnym télesem) zajistime, Ze hmotny
bod ,,pociti“ silové ptisobeni diky lokalnimu vlivu, ¢imz zbavime silové ptsobeni
na dalku nalepky nééeho zvlastniho ¢i tajemného. Gravita¢ni pole lze popsat bud
silové nebo energeticky. Silovy popis vede k veli¢iné intenzita gravita¢niho pole a
energeticky popis vede k veli¢iné potencial gravitacniho pole.

Predpokléadejme soustavu hmotnych bodi, které vytvari gravitaéni pole. Do bodu
o polohovém vektoru r, pak umistime testovaci hmotny bod m a zméfime silu,
ktera na né&j bude pusobit. Gravitaéni intenzitu pole (intenzitu gravita¢niho pole)
pak definujeme jako silu vztazenou na jednotku hmotnosti testovaciho hmotného
bodu. Protoze testovaci hmotny bod sam vytvari gravitacni pole, a tedy narusuje
pivodni gravitacni pole, musi mit hmotny bod co nejmensi hmotnost, abychom
minimalizovali toto naruseni. Z tohoto diivodu popiSeme tento proces limitnim
pripadem, ¢imz pro intenzitu gravitacniho pole dostavame:

. sila ptusobici na test. hmotny bod m v bodé r
K(r) = lim .

lim — (12.14)

Timto jsme zavedli veli¢inu intenzita gravitacniho pole K(r). Pomoci této veli¢iny
zavadime vektorové pole K = K(r), které nazyvame pole gravitacni. Vlozime-li
testovaci hmotny bod m do gravita¢niho pole v misté o polohovém vektoru r, tak
na néj bude ptisobit nésledujici gravitacéni sila:

F,(r) = K(r)m. (12.15)
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Odtud miizeme psat
K(r) = ﬁ : (12.16)

Jiz. z kap. 3 vime, Ze ke grafickému zachyceni vektorového pole slouzi vektorové
cary (kiivky). Pro zachyceni gravita¢niho pole pouzivame rovnéz vektorové ¢ary,
které budeme nazyvat gravitacni silo¢ary, které se vyznacuji tim, Ze je k nim v
kazdém jejich bodé intenzita gravitacniho pole tecné.

Podélenim vztahu (12.13) hmotnosti testovaciho hmotného bodu dostaneme s
pomoci vztahu (12.16) nasledujici vyraz pro intenzitu gravita¢niho pole:

K(r) = —V(r) | (12.17)

kde ¢(r) = U(r)/m je skalarni veli¢ina zvana potencial gravita¢niho pole.
Pomoci vztahu (12.17) muzeme vyjadrit totalni diferencial (pfirustek) gravitac-
nifho potencialu jako

dp = (V) -dr=—-K-dr. (12.18)

Plochu, jejiz vSechny body maji stejny gravita¢ni potencial:
o(r) = konst. , (12.19)

nazyvame ekvipotencialni plochu.
Odtud je zfejmé, ze piiristek potencidlu musi byt na ekvipotencialni plose nulovy,
tj.

dp=0=(Vy) -dr=-K-dr=0, (12.20)

kde dr v tomto pripadé predstavuje infinitezimalni posunuti polohového vektoru,
jehoz koncovy bod bude lezet na ekvipotencidlni plose, tedy vektor dr lezi na
této ploSe. Z rovnosti (12.20) vyplyva (skalarni soucin je roven nule), ze vektor
intenzity gravita¢niho pole musi byt ve v8ech bodech ekvipotencidlni plochy k této
plose kolmy. Protoze je intenzita gravitacniho pole soucasné te¢na ke gravitaénim
silo¢aram, tak gravitac¢ni siloc¢ary musi byt také kolmé k ekvipotencialni plose v
mistech, kterymi gravita¢ni siloc¢ary touto plochou prochazeji.

Pro intenzitu gravita¢niho pole pak na zakladé vztahu (12.10) dostavame

7F97 (I'—IJ) r / R !
K(r) = o —%/m, ]r—r’|3dm =—x » R3dm . (12.21)

Intenzita K(r) nam popisuje gravitacni vektorové pole. Definujeme ji jako silu
gravitacniho pole vztaZzenou na jednotku hmotnosti testovacitho hmotného bodu.
Nyni vyuzijeme nasledujici rovnosti

1 , (r—r)
= ——>F 12.22
() (12:22)
kde C" = C'(r') je obecné libovolnou funkei ¢arkovanych souradnic, avsak pro

gradient pfes necarkované souradnice ztstava konstantou. Dosazenim do vztahu
(12.21) dostaneme

K(r) = —%/m/ _v <‘r_1 ot c’) dm’ . (12.23)
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Protoze gradient funkce (1/|r—r’|+C") je realizovan pfes nec¢arkované soutadnice,
mizeme operator V vytknout pred integral (12.23), ktery predstavuje integraci
jen pres soufadnice ¢arkované, takze

K(r)= -V <—%/m/ % + c) , (12.24)

kde C' je konstanta urcena vztahem

C = —%/ C'(r)dm’ . (12.25)
Diky piedpokladu, ze funkce C’(r’) je libovolnou funkci, predstavuje konstanta C
libovolnou konstantu.

Porovnanim vztahii (12.24) a (12.17) dospé&jeme ke vztahu pro potencial gravitac-
niho pole pro piipad, kdy je jeho zdrojem téleso se spojité rozlozenou hmotou

dm’ dm’
cp(r):—%/l‘rinﬂ’+cz—%// ZL+C. (12.26)

Ze vztahu (12.26) je vidét, ze potencial gravitacniho pole je uréen az na aditivni
konstantu C, kterou urc¢ime z gravitacniho potencialu v referenénim bodé.
Predpoklddejme, Ze objekt, ktery je zdrojem gravita¢niho pole, je prostorové
omezen, tj. jedné se o lokdlné distribuovanou hmotu. Chceme-li urc¢it gravitaéni
potencial takovéhoto objektu ve velmi vzdaleném bodg, tj. |r| > |r/| neboli r > 1/,
potom je mozné zjednodusit vztah (12.26) nasledujicim zptisobem:

dm/ dm/ ,
m m/ T m/’

s r—r| || r
(12.27)
Posledni vyraz v rovnostech (12.27) predstavuje potencial od zdrojového hmot-
ného bodu o hmotnosti m/, ktery je umistén do pocatku souradnic. PouZita apro-
ximace ve vztazich (12.27) demonstruje opravnénost zavedeni hmotného bodu
nahrazujiciho téleso konecnych rozméri. Budeme-li pozadovat, aby platilo, Ze

p(00) = lim [—%/m _dm”_ +c} ~0, (12.28)

T—00 /|I‘—I‘/|

potom na zakladé vysledku aproximace (12.27) budou platit pro urceni konstanty
C nésledujici tpravy:

!/ /
go(oo):lim[—%/ dm —i—C]:lim—%/ L

r—00 /|1‘—I"| ,|I'—I"| r—00

2/’

+C=C=0. (12.29)

Pripomenme, ze k tomuto vysledku jsme dospéli za predpokladu, ze hmota neni
neomezené distribuovana?. Kdyby tomu tak nebylo, byli bychom nuceni zvolit

4V piipadé prostorové neomezené distribuce hmoty by tento integral divergoval.
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nulovy potencial v néjakém kone¢éné vzdaleném bodé.
Na zékladé vysledku (12.29) je tedy mozné napsat gravitacni potencial jako

dm/ dm/
o(r) = —%/m/ 1] = —%/m/ 7 (12.30)

Pomoci vztahu (12.30) mizeme dostat obecny vyraz pro potencidlni energii tes-
tovaciho hmotného bodu v gravita¢nim poli:

U(r) = mp(r) = —%m/ e —%m/ dm’ (12.31)

Vyuzitim vztaha dm’ = p(r')dV’, dm’ = o(r)dS" a dm’ = 7(r')dl’ a vyrazi
(12.30) a (12.31), je mozné piepsat vztahy pro gravitaéni potencial a gravitacni
potencialni energii do tvart pro objemové, plogné a linedrné (jednorozmeérné) roz-
loZzenou hmotu, které je zdrojem gravita¢niho pole.

Tedy pro objemoveé rozlozenou hmotu dostavame

/// B —ﬂ|dv'_ /// Aav, (12.32)
‘ m/Z/ Ao [[] a2

pro plosné rozlozenou hmotu analogicky dospeJeme ke vztahtim

—%//%ds’— // ACOPY (12.34)
r) = —%mé// |:<_IJI)J’dS’ - // ACORYY (12.35)

a pro jednorozmeérné rozlozenou hmotu muizeme psat7 ze

olr) == | ’;(_IJI)J|dl’ - —%A T(}:)dl’, (12.36)
U(r) = —sem | ’Z(_’Ji‘dz’— ml%dl’. (12.37)

Podobnym zptisobem, jako v pfipadé spojité rozlozené hmoty, ktera je zdrojem
gravitacniho pole, miiZzeme postupovat i pro nespojité rozlozenou hmotu. Zamé-
fime se pouze na piipad, ktery je reprezentovan vztahem (12.2). TakZe pro in-
tenzitu gravitacniho pole, ktera odpovida jednomu zdrojovému hmotnému bodu
dostavame

F m/(r—r) m/(r — 1) m/
m g |r —r'|? ! g lr—r'3 "R ( )

Pouzijeme-li vztahu (12.22) v rovnosti (12.38) dostaneme®

/

K(r)= -V (—%ﬁ) . (12.39)

5ProtoZe i v tomto pifpadé predpokladame nulovy potencial v nekoneéné vzdaleném bodé,
miizeme bez ujmy na obecnosti povazovat funkci C'(r’) ve vztahu (12.22) za nulovou.
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Porovnanim vztahu (12.39) se vztahem (12.17) dostaneme vyraz pro gravitaéni
potencial hmotného bodu

m/ m/’

= 12.4
r—r| R (12.40)

p(r) = =3

Pro potencialni energii testovaciho hmotného bodu m v gravita¢nim poli od jed-
noho zdrojového hmotného bodu dostavame
mm’ mm’

—— (12.41)

U(r) =mep(r) = —%m = 7

Bude-li umistén zdrojovy hmotny bod v pocatku vztazné soustavy (r' = 0), pak
prejdou vztahy (12.38), (12.40) a (12.41) do nasledujiciho tvaru

F, m
/
o(r) = —s (12.43)
T
/
U(r) = — st (12.44)
T

Pro ekvipotencialni plochu ¢(r) = konst. v piipadé jednoho zdrojového HB o
hmotnosti m’ musi na zékladé vztahu (12.40), resp. (12.43) platit:

1 1 I
m

P = —np, Tesp. o(r) = konst. = _%mT . (12.45)

o(r) = konst. = —»

Odtud vidime, Ze ekvipotencialni plocha predtvaruje geometrické misto bodu, pro
které plati, ze jsou od zdrojového HB vzdaleny R, resp. r, coz predstavuje kulovou
plochu o poloméru R, resp. r, v jejimz stfedu se nachazi zdrojovy HB.

12.3 Gausstiv zakon a Poissonova rovnice pro gra-
vitacni pole

Uvazujme jeden zdrojovy HB o hmotnosti m’, ktery se nemusi nachazet v pocatku
soufadnicové soustavy. Jiz vime, ze ekvipotencialni plochou je v tomto pripadé
kulova plocha Sy o poloméru R, v jejimz stfedu se zdrojovy HB nachazi, viz obr.
12.5. Déle vime, Ze gravitacni silové ¢ary jsou kolmé k této plose, a tedy i intenzita
gravita¢niho pole K.

Orientovany element plochy dS je vzdy orientovan smérem ven z uzaviené
plochy a plati pro néj: dS = dSn, kde dS je velikost elementu plochy a n je vnéjsi
jednotkovy normalovy vektor k uzaviené plose (v nasem piipadé kulova plocha).
Gravita¢ni intenzita v bodé na povrchu kulové plochy Sy, na zakladé vztahu (12.2)
a (12.16) je:

m/(r — 1) m

=-x—R". (12.46)

K(r) = 1)
(r) = = R

Vektor intenzity gravitaéniho pole K = KK° a vektor elementu plochy dS jsou
opa¢né orientovany a plati, ze K° [t R°, tak musi platit, ze R" | n.
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Obréazek 12.5: Tok intenzity gravita¢niho pole kulovou plochou Sj.

Tok gravitacni intenzity K(r) kulovou plochou Si o poloméru R (ktery povazuje
za dany, tj. konstantni) muZeme na zakladé vztahu pro tok vektorové veli¢iny
(3.12) vyjadiit jako

@Q:ﬂK(r)-dS:—% ﬁRO-dS:—%ﬁﬁ{RO-dS:

R? R?
Sk Sk Sk
! /
- %% #RO -ndS = —%% dS = —dmem’ . (12.47)
Sk Sk
——

=4mwR2

Zvolime-li misto kulové plochy obecnou uzavienou plochu S kolem zdrojového HB
(viz obr. 12.6), musi do ni vstupovat stejny pocet gravita¢nich silocar jako z ku-
lové plochy Sy (kazdé gravita¢ni silo¢éara, které protne kulovou plochu Sy, protne
i obklopujici uzavienou plochu S obecného tvaru). Tedy tok gravita¢ni intenzity
obecnou uzavienou plochou je na zakladé vysledku (12.47) d4an néasledujicim vzta-
hem:

o, = #K(r) -dS = —4mem’ . (12.48)
S

Tento zavér bude platit i v pripadé, kdy gravita¢ni silo¢ary nebudou v prostoru
rozlozeny izotropné a dokonce i budou-li zakfiveny. Stejnou tvahu lze pouzit i
pro pfipad, kdy nebude plocha konvexni (gravita¢ni silo¢ara protne plochu vice-
nasobné), a nebo kdyz zdrojovy HB bude leZet vné uzaviené plochy S. Nachazi-li
se zdrojovy HB vné uzaviené plochy, pak nékteré gravitacni silo¢ary protinaji
uzavienou plochu vicekrat, pficemz pocet priichodii uzavienou plochou je vzdy
sudé cislo. V poloviné piipadia gravitacni silo¢ary vzdy o stejném poctu (tedy
stejné velky tok) vstupuji do uzaviené plochy (protinaji uzavienou plochu smé-
rem dovniti) a v druhé poloviné piipadi z uzaviené plochy vystupuji (protinaji
uzavienou plochu smérem ven), viz obr. 12.7. Vzhledem k tomu, Ze se toky vstu-
pujici a vystupujici z uzaviené plochy lisi znaménkem (ne velikosti), bude jejich
vysledny soucet nulovy. Odtud plyne ziejmy zavér: bude-li lezet zdrojovy hmotny
bod vné uzavrené plochy, pak tok intenzity gravitacniho pole touto plochou bude
nulovy.

Uvazujme soustavu N zdrojovych HB. Potom na zakladé principu superpozice
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Obrézek 12.6: Tok intenzity gravita¢niho pole obecnou uzavienou plochou S.

Obrazek 12.7: Tok intenzity gravitacniho pole obecnou uzavienou plochou S, kdy
zdrojovy HB se nachazi vné této plochy.

bude intenzita gravitacniho pole této soustavy dana nésledujicim vztahem (viz
vztah (12.3)):

al N om! (r—r)) N
K(r)=) Ku(r)=-x)_ W =—x) -5 Ror (12.49)
a=1 a=1 @ a=1 "¢
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Tok intenzity gravita¢niho pole obecnou uzavienou plochou S, které uzaviré sou-
stavu N zdrojovych HB o celkové hmotnosti m' = m/ +mb + - - - + m/y, je dana
nasledujicim vztahem:

B, — #K(r) LdS = #(ﬁ:m(r)> .dS =

#Klu) . dS+ﬁKQ(r) dS-+ #KN(I') LdS =
K 8 ) s )
o, e, e,
- 47T%(In’1 +my+ -+ m']\L) = —dmxem’ . (12.50)

v~
ml

Tento vysledek uvedeme jesté jednou:

#K(r) -dS = —dmem’ . (12.51)
S

Vztah (12.51) predstavuje Gaussiuv zakon pro gravitacni pole v integralnim tvaru a
vyjadiuje nam, ¢emu se rovné tok intenzity gravitacniho pole obecnou uzavienou
plochou uzavirajici celkovou hmotnost m’, ktera je zdrojem gravita¢niho pole.
Gausstuv zakon v integralnim tvaru plati i pro pfipad, kdy hmotnost m/, jako zdroj
gravitacniho pole uvnit uzaviené plochy S, je rozlozena spojité a plati pro ni:

m/ :/ dm’ . (12.52)

Necht dm' = p(r')dV’ (uvazujeme, ze hmotnost je rozloZena spojité v objemu V),

potom
m = / / / )V | (12.53)

Ozna¢me objem, ktery uzavira plocha S jako V', pficemz plati, ze V' > V. Vzhle-
dem k tomu, Ze objemova hustota p(r’) = 0 v mistech, kde se zdrojova hmotnost v
uzaviené ploSe nenachézi, tak l1ze vztah pro celkovou uzavienou zdrojovou hmot-

nost (12.53) napsat jako
m' = /// p(r)dV . (12.54)
1%

Za zdrojovou hmotnost m’ uzavienou plochou S muzeme do vztahu (12.7) dosadit

ze vztahu (12.54):
#K(r) -dS = —dmsx /// p(r)dV . (12.55)

Abychom mohli tuto rovnici déle upravit, tak pouzijeme Gaussovu (Gaussovu-
-Ostrogradského) vétu.
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Gaussova (Gaussova-Ostrogradského) véta

Je-li A(r) vektorové pole se spojitymi parcialnimi derivacemi prvniho fadu
na omezené regularni oblasti V' ohranic¢ené uzavienou jednoduse souvislou
po ¢astech hladkou kladné orientovanou plochou S, pak plati:

#A(r)-dS:// V- A(r)dv . (12.56)

S(V) 1%

Zde V - A(r) predstavuje operaci divergence a pro kartézské souradnice pro ni
plati:
0

0 0
V.-A(r) = (—1‘+ —J+ —k) (Agi+ Ayj+ ALk)

0A, 0A, 0A,
=24
Jdx Oy~ 0z

+ .
ox dy 0z
(12.57)
Pomoci Gaussovy véty si vyjadiime plosny integrél pres uzavienou plochu S jako

objemovy integral:
// V. K(r)dV = —47r%/// p(r)dV . (12.58)
% %

Pravou stranu prevedeme na levou stranu:

/// (V- K(r) +4nsp(r))dV =0. (12.59)

Protoze objem V', pfes ktery se integruje, je chapan jako obecny, pak aby platila
tato rovnice je nutné, aby byl integrand tohoto integralu roven nule, tj.

V - K(r) + 4msp(r) =0 . (12.60)
Odtud
V - K(r) = —47xp(r) . (12.61)

Rovnice (parcialni diferencialni rovnice) (12.61) predstavuje Gausstav zdkon pro
gravita¢ni pole v diferencidlnim tvaru.

Dosadime-li do Gaussova zédkona pro gravitacni pole v diferencidlnim tvaru za
gravitacni intenzitu ze vztahu (12.17), tak dostavame:

V - (=Vp) = —dmxp(r) . (12.62)

Skalarni sou¢in mezi operatory V je v kartézskych soufadnicich roven:

9 o. 0. 0 o. 0. 0 0? 0? 0?
Vi=V. .V = (%1—’—0_?/1_‘_%1{) . (%I-i-a—yj-f—&k) _ﬁ—i_a_f—’—@'
(12.63)
Pomoci operdtoru V2 (nékdy se pouziva oznaceni A = V? a nazyva se Laplaceiiv
operétor) upravime rovnici (12.62) do tvaru:

V2 = dmsep(r) . (12.64)
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Tato rovnice se nazyva Poissonova rovnice pro gravita¢ni pole.

Resenfm Poissonovy rovnice pro gravitaéni pole (nehomogenni parcialni diferen-
cidlni rovnice) pii zadanych okrajovych podminkéach a znalosti funkce objemoveé
hustoty p = p(r) dostavame gravitacni potencial ¢ pro danou oblast. Zpravidla
musime Poissonovu rovnici pro gravita¢ni pole FeSit numericky, coz byva Casto
jednodussi nez fesit numericky integral (12.32), ktery formalné predstavuje reSeni
této rovnice.

Pozn: V té ¢asti prostoru (oblasti), kde je objemovéa hustota p(r) rovna nule,
prechazi Poissonova rovnice pro gravita¢ni pole v tzv. Laplaceovu rovnici pro gra-
vitaéni pole (homogenni parcidlni diferencialni rovnice): V3¢ = 0, ktera je jejim
specialnim pripadem.

12.4 Gravitacni pole uvniti a vhé homogenni duté
koule

Uvazujme homogenni dutou kouli, jejiz stfed lezi v poc¢atku souradnicového sys-
tému, o objemové hustoté p = konst. s vné€jsim polomérem R a vnitinim polo-
mérem 0 < R; < R. Kolem této duté koule uvazujme kulovou plochu Sy, ktera
mé stfed shodny se stfedem duté koule a ma polomér r, viz obr. 12.8. Na kulové

Obrazek 12.8: Tok intenzity gravita¢niho pole kulovou plochou Sy, ktera obklopuje
homogenni dutou kouli.

plose bude mit intenzita gravita¢niho pole K(r) stejnou velikost ve v8ech smérech
(izotropni gravitaéni pole) a bude nesouhlasné orientovana s jednotkovym vekto-
rem vnéjii normaly n ke kulové ploge S, (K = KK°, K” = —n). Hmotnost duté
koule m/ 1ze pomoci hustoty vyjadrit jako

, 4

m' = 2mp (R*—R}) . (12.65)



EEEEEEEEEEEEEEEE 189
€VUTV PRAZE

Uvazujme ptipad, kdy r > R. Z Gaussova zédkona pro gravita¢ni pole v integralnim
tvaru (12.51) dostavame:

ﬂK(r) -dS = 5é§[(KO -ndS = —ﬁKdS = —Kﬂds = —4nr*K = —dmwxem’ .
Sk S;c Sk Sk
——

4qr2

(12.66)
Na zakladé tohoto vysledku si mizeme vyjadrit velikost intenzity gravitacniho
pole:

/

K(r)= oy (12.67)
Protoze plati, Zze ¥ = n, pak miizeme vektor intenzity gravitaéniho pole zapsat
jako
m m m/
K(r)=K(r)K"= —-K(r)n= TH M= M ST =T (12.68)

Porovname-li tento vysledek se vztahem pro intenzitu gravita¢niho pole HB umis-
téného do pocatku souradnic (12.42), tak je ziejmé, Ze se jedné o identické vztahy.
Odtud plyne dilezity zavér, ze vné duté koule miuzeme nahradit tuto kouli hmot-
nym bodem umisténym v jejim stiedu, ktery ma stejnou hmotnost jako duta koule
(12.65). Polozime-li vnitini polomér duté koule roven nule (R; = 0), pak piejde
duté koule v plnou kouli a vySe uvedeny zavér plati i pro tento pripad.

Déale uvazujme pripad, kdy » < R;. V tomto ptipadé neuzavira kulova plocha
Sk zéddnou zdrojovou hmotnost. Potom z Gaussova zékona pro gravita¢ni pole v
integralnim tvaru (12.51) dostavame:

#K(r) dS=0. (12.69)

Odtud vyplyva, ze v tomto piipadé K(r) = 0, tedy gravitacni pole uvniti duté
koule je nulové. Uvazime-li vztah mezi intenzitou gravitaéniho pole a jeho poten-
cidlem (12.17), tj. K(r) = —V(r), tak v tomto pfipadé je ¢ = konst..

12.5 Gravitacni pole uvnitr a vhé homogenni plné
koule

UvaZzujme plnou homogenni (p = konst.) kouli o poloméru R, jejiz hmotnost je m’
a jeji stfed se nachazi v pocatku soufadnicové soustavy. Z predchoziho textu jiz
vime, Ze ve vzdalenosti od jejiho stfedu r > R je velikost intenzity gravitac¢niho

pole rovna:

m/

K(r) = 5= (12.70)

a odpovidé velikosti intenzity gravita¢niho pole HB, ktery se nachazi ve stfedu
této plné koule a mé jeji hmotnost.

Velikost intenzity
grav. pole je na
povrchu kulové
plochy konstantni.
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Déle uvazujme, kulovou plochu S, o poloméru r nachézejici se uvniti uvazované
plné koule (r < R), jejiz stfed je totozny se stfedem uvazované plné koule, viz
obr. 12.9.

Hustotu plné koule je mozné si vyjadrit jako

m’ V'

p = konst.

Obrazek 12.9: Geometricka situace pro urceni gravita¢niho pole uvnitt plné koule.

m’ m/

Hmotnost uzavienou v kulové plose S, ozna¢ime jako m/ a plati pro ni:
/ ! 4 3
m, = pV! = 3T (12.72)
Zde za hustotu muzeme dosadit ze vztahu (12.71), ¢imz dostaneme:
4 m m’
m. == = —r 12.73
T3 LR TR (12.73)

Gravitacni pole uvnitf plné koule musi byt izotropni, tedy intenzita gravita¢niho
kulové plose S, a ma ve vSech bodech na této plose stejnou velikost. Na zakladé
Gaussova zékona pro gravitaéni pole v integralnim tvaru (12.51), kam dosadime
ze vztahu (12.73), dostavame:

gK(r)-dS:g{K(T)KO.dS:Z?{K(r)KO.HdSZ_g?{K(T)dS:

/
— K(r) ﬂds = —4nr’K(r) = —4nem! = —4%%%7"3 . (12.74)
S’r
——

4mr2
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Odtud si lze vyjadrit vztah pro velikost intenzity gravita¢niho pole uvnitt homo-
genni plné koule:

!/ !/

—4nr? K (r) = PSP BN K(r) = s

7 r, 0<r<R. (12.75)

Pro vektor intenzity gravitacniho pole pak dostavame:
— 0 moo m
Kr)=Kr)K'=-K(r)n=-K(r)r’ = —»—rr’ = —s—r. (12.76)

Z vysledku vidime, ze velikost intenzity gravita¢niho pole uvnit¥ plné homogenni
koule linearné roste se vzdalenosti od jejiho stfedu, protoze s, m’ a R jsou kon-
stantni. Pro r > R, jak je vidét ze vztahu (12.70), naopak klesa a to s kvadratem
vzdalenosti od jejiho stfedu. Muzeme na zakladé této skutecnosti konstatovat, ze
ke gravita¢nimu poli uvnitt plné homogenni koule pfispiva jen ta ¢ast koule, ktera
se nachazi uvnitf kulové plochy S,. Pro r = R davaji vztahy (12.70) a (12.75)
stejnou hodnotu.

Na obr. 12.10 je zachycen vyvoj velikosti intenzity gravita¢niho pole uvnitf a vné
plné homogenni koule.

K(r)
K(R)f——

R 7

Obrazek 12.10: Zavislost velikosti intenzity gravitacniho pole uvniti a vné plné
homogenni koule v zavislosti na vzdalenosti od jejiho stredu.



192

Kapitola 13

Pohyb hmotného bodu v centralnim
silovém poli

13.1 Moment sily a moment hybnosti

Pro vysSetfovani pohybu hmotného bodu v centralnim silovém poli si nejdiive
zavedeme dvé fyzikalni vektorové velic¢iny, které se vSak uplatni i v jinych partiich
fyziky, které jsou soucésti téchto studijnich textii. Prvni z nich se nazyva moment
sily a znac¢ime ho jako M a je definovan jako

M= (rg—ra) x F. (13.1)

Z defini¢niho vztahu (13.1) vyplyva, Ze se jednd o moment sily, ktera ptisobi v
misté o polohovém vektoru rp, vzhledem k bodu o polohovém vektoru ru, viz
obr. 13.1. V piipadé, ze moment sily budeme uvazovat vzhledem k bodu lezicimu

r'p —TI'A

Obrazek 13.1: Vysvétlujici obrazek k momentu sily, ktera pisobi v misté o polo-
hovém vektoru rg, vzhledem k bodu o polohovém vektoru r4.

v pocatku uvazované souradnicové soustavy, bude ry = 0. Potom polohovy vektor
rg mizeme oznacit bez indexu, tj. rg = r a moment sily bude v tomto piipadé
déan nasledujicim vztahem (viz obr. 13.2)

M=rxF. (13.2)

S momentem sily souvisi tzv. moment silové dvojice Mp, ktery je dan souctem
dvou momenti vzhledem k pocatku dvou stejnych, ale opacné orientovanych, sil
plisobicich v mistech urcéenych polohovymi vektory rs a rg, viz obr. 13.3. Moment
silové dvojice je dan nésledujicim vztahem:

MD:PAXF+FBX(—F):(TA—PB)XF:dXF. (133)
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Obrazek 13.2: Vysvétlujici obrazek k momentu sily, ktera piisobi v misté o polo-
hovém vektoru r, vzhledem k pocatku.

Dalsi veli¢inou, kterou si zavedeme bude tzv. moment hybnosti L. V pripadé, ze

Obrézek 13.3: Vysvétlujici obrazek k momentu silové dvojice.

moment hybnosti budeme uvazovat vzhledem k pocatku, potom je dan nasleduji-
cim vztahem!
L=rxp, (13.4)

kde p = mv je hybnost uvazovaného hmotného bodu, viz obr. 13.4.

m

O

Obrézek 13.4: Vysvétlujici obrazek k momentu hybnosti vzhledem k pocéatku.

LV piipadé, 7e by se jednalo o moment hybnosti vzhledem k obecnému bodu o polohovém
vektoru ry4, zavedli bychom ho analogickym zpisobem jako v pfipadé momentu sily (13.1).
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13.2 Pohybové rovnice a konstanty pohybu hmot-
ného bodu v centralnim silovém poli

Uvazujme hmotny bod o hmotnosti m, ktery se nachazi v centralnim silovém poli
(9.59), jehoz silové centrum umistime do po¢atku soufadnic. Moment sily v tomto
piipadé uréime na zakladé vztahu (13.2) jako
r r
M:er:rxf(r)—:M(rxr):0. (13.5)
r r
V dalsi ¢asti textu budeme uvazovat pouze centralni silové pole neboli ptisobeni
centralni (radialni) sily. Vyjdeme-li z vysledku (13.5), pak s ohledem na vztah
(13.4) muzeme psat, ze

=L

0—rx Fe ><olp_d(rxp) dr>< _dL " _dL (13.6)
R T a P~ l'1/0771‘5_@' '
Z vysledku (13.6) vyplyva, ze
L
((ii_t =0 neboli L = konst. . (13.7)

Rovnosti (13.7) ndm vyjadiuji skutecnost, Ze v centralnim silovém poli se mo-
ment hybnosti s ¢asem neméni?, tj. moment hybnosti se rovna konstantnimu vek-
toru® L = r x mv = konst.. Z definice vektorového soucinu vyplyva, Ze moment
hybnosti L je vzdy kolmy soucasné k vektorim r a v, které lezi v roviné, jez s
¢asem neméni svoji pozici vici zvolené vztazné soufadnicové soustavé, protoze
L = konst., viz obrazek 13.5. Vzhledem k tomuto zavéru mtzeme konstatovat, ze

A
L

trajektorie HB

Obrézek 13.5: Rovinny pohyb v centrélnim silovém poli.

pohyb hmotného bodu v centralnim silovém poli je nutné rovinny, tj. uvazovany

2Tento zavér ale plati jen za predpokladu, ze pocatek soufadnic, vici kterému jak moment
hybnosti, tak moment sily urc¢ujeme, je totozny se silovym centrem.
3Vektor momentu hybnosti L s ¢asem neméni jak svoji velikost, tak svoji orientaci.
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hmotny bod se pohybuje v roviné kolmé k momentu hybnosti L = konst., a tudiz
k urceni jeho polohy potfebujeme znat pouze dvé soutadnice. JelikoZ centralni
silové pole je sféricky symetrické, je proto prirozené k popisu rovinného pohybu
hmotného bodu pouZit polarni soufadnice p = |r| = r a ¢ v uvazované roviné. Po-
larni soufadnice si zvolime za zobecnéné souradnice, takze muzeme Lagrangeovu
funkci £ pro uvazovany hmotny bod napsat jako

Llr,i,@)=T—U= %m(vf +02)—U(r) = %m(i’2 +r2p?) —U(r). (13.8)

Ve vztahu pro Lagrangeovu funkei (13.8) se vyskytuje potencialni energie U(r),
ktera je funkei pouze vzdalenosti r od silového centra (pocatku), coz je dano tim,
ze centralni silové pole je pole izotropni, tj. vSechny sméry od silového centra
jsou si rovnocenné. Vsimnéme si, ze potencidlni energie neni funkci casu, takze
se vztahuje ke konzervativnimu silovému poli. Lagrangeovy rovnice 2. druhu pro
uvazovany hmotny bod, pak maji nasledujici tvar

. . dU(r)
Crd? — — 13.9
mi — mre e ( )
d (mr?¢
W —0 neboli 2mrig +mr?p=0. (13.10)

Moment hybnosti L je mozné si vyjadfit pomoci polarnich soutadnic, viz vztah
(6.125), jako

L=rxmv=mre x (v,e, +v,e,) =mrv.(e, X )+ mru,(e, x e,) =
=0 —e,

mrv,e, = mr’ge, = konst. (13.11)
Na zékladé rovnosti (13.11) tedy mtuzeme psat, ze
L. =L =mr*y = konst. (13.12)

S ohledem na Lagrangeovu funkei (13.8) muzeme konstatovat, Ze souradnice ¢ je

cyklickou soutadnici, takze veli¢ina OL/0¢ predstavuje integral pohybu, tedy
oL
— =mr*p =L, =L = konst. , (13.13)
¢

coz se shoduje s vysledkem (13.12).

Jelikoz Lagrangeova funkce (13.8) nezavisi explicitné na ¢ase, tak se zachovava

zobecnéna energie £, ktera je v tomto pripadé rovna celkové mechanické energii
E=T+U, tedy

1
E= §m(7’"2 +120%) + U(r) = konst. (13.14)

Pro geometrické vyjadieni zakona zachovani momentu hybnosti (13.7) vyjdeme
z obrazku 13.6. Vyuzijeme skutec¢nosti, ze velikost vektorového soucinu je rovna
velikosti plochy rovnobé&Zzniku, jehoz délky stran jsou shodné s velikostmi vek-
toril, mezi kterymi se uskutecnuje vektorovy soucin. V nasem piipadé jsou témito
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r(t +dt) \
trajektorie HB

Obrézek 13.6: Geometrické vyjadieni zakona zachovani momentu hybnosti.

vektory r(t) a r(t 4+ dt). Plocha odpovidajiciho rovnobézniku je na obrazku 13.6
vybarvena Sedé. Zajiméme se o velikost plochy d.S, kterou opiSe polohovy vektor
(pravodi¢) r za cas dt. V piipadé, Ze se jedné o infinitezimalni ¢asovy interval,
pak plocha opsana polohovym vektorem odpovida poloviné plochy zminovaného
rovnobézniku. Takze pro plochu opsanou polohovym vektorem r za infinitezimélni
¢asovy interval dt miiZeme psat

ds = %|r(t) x r(t 4+ dt)| = %lr(t) x (r(t) +dr)| = %| r(t) x r(t) +r(t) x dr| =
N———

=0

1 1 1 t t L L

Lin(t) xdr] = Lirscvat] = ey xv(e)jar = FOXmvOL, DLy - LG,

2 2 2 2m 2m 2m
(13.15)

Pfimo z vysledného vyrazu (13.15) je moZné vyjadiit ¢asovou zménu velikosti plo-
chy (velikost plosné rychlosti) opsané polohovym vektorem uvazovaného hmotného
bodu, ktery se pohybuje v centralnim silovém poli jako

w = % = % = konst. (13.16)
Protoze jak velikost momentu hybnosti, tak hmotnost uvazovaného hmotného
bodu, jsou konstantni, je konstantni i plosna rychlost w neboli mtizeme konstato-
vat, ze v centralnim silovém poli je velikost plosné rychlosti konstantni.
Misto toho, abychom fesili pohybové rovnice (13.9) a (13.10) je mozné, bez tjmy
na obecnosti, fesit pouze integraly pohybu (13.13) a (13.14), coz jsou obycejné
diferencialni rovnice 1. fadu, které obsahuji konstanty L a E pro hledané funkce
r=r(t) ay =)

13.3 Rovnice trajektorie hmotného bodu v cent-
ralnim silovém poli

P1i hledani tvaru trajektorie hmotného bodu v centralnim silovém poli r = r(p)
mizeme postupovat nésledujicim zptisobem.
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Zavedeme si proménnou u, kterd predstavuje inverzni radialni vzdalenost, tj.

1
== 13.17
u= (13.17)
a upravime si vztah (13.12) do nésledujiciho tvaru:
L
= — . 13.18
b= (13.18)

Nyni provedeme ¢asovou derivaci radidlni vzdalenosti r s tim, Ze pouzijeme vztahy
(13.17) a (13.18), ¢imz dostaneme:

o d 1 ) 1 du . odu L L du
PR R M= 228 =~ 13.19
dt (U(<P(t)) -

W de
Rovnici (13.14) upravime do nésledujiciho tvaru:

22 [E _ <U(r) s )} | (13.20)

m 2mr?

Dosadime do rovnice (13.20) za radialni rychlost 7 ze vztahu (13.19), pficemz
pouzijeme rovnosti (13.17):

I R | R

Néslednou apravou rovnice (13.21) dostaneme, 7Ze

L2 (du>2+L_2u2: 2 B - Uu)] . (13.22)

m?\dp/) ~m2 m

Derivaci rovnice? (13.22) podle proménné ¢ a vynasobenim m?/(2L)? dospé&jeme
k nasledujici rovnici

du d? d dU d
uay St merct (13.23)
dy de? dy L? du dy
Budeme-li dale predpokladat, ze (du/dy) # 0, pak je mozné rovnici (13.23) timto
faktorem vydélit, ¢imz tato rovnice prejde do nasledujiciho tvaru

d*u m dU
Rovnice (13.24) se nazyva Binetuv vzorec. V piipadé, Ze mame zadanu konkrétni
funkei potencialni energie U(r(u)), pak z Binetova vzorce ziskdme nehomogenni
oby¢ejnou diferencialni rovnici, jejimz fesenim dostaneme funkei u(p). Inverzi této
funkce obdrzime funkei r(p) = 1/u(p), kterd popisuje tvar trajektorie uvazova-
ného hmotného bodu v centralnim silovém poli.

4Pii provadéni derivace je nutné si uvédomit, Ze celkova mechanicka energie E je konstanta
a dale, ze proménné u je funkei polarni soutfadnice ¢, tj. u = u(p).
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13.3.1 Keplerova uloha

Vyznamnym piipadem pohybu v centralnim silovém poli je pohyb planet ¢i jinych
astronomickych objekti, které se pohybuji v gravita¢nim poli Slunce.
Predpoklddejme, Ze Slunce mé& hmotnost M a jeho potencialni energie je dana
vztahem

Ur)=——, a=xMm >0, (13.25)

kde m je hmotnost uvazovaného hmotného bodu (planety) (m <« M) a s je
gravitacni konstanta. Pouzijeme-li proménnou v danou vztahem (13.17) potom
na zakladé rovnosti (13.25) miizeme psat, Ze

U(u) =—au . (13.26)
Odtud dostavame, Ze
dU
— = —qa. 13.27
- (13.27)
S ohledem na vztah (13.27) je mozné vyjadrit Binetuv vzorec (13.24) jako
d*u am

Rovnice (13.28) predstavuje linearni diferencialni rovnici s konstantni pravou stra-
nou. Kompletni feSen{ této diferencidlni rovnice obdrzime sou¢tem obecného feSeni
uy homogenni rovnice
2

d“u

de
a partikularniho feSeni up rovnice (13.28). Obecné feSeni homogenni rovnice je
déno vyrazem:

ug = Acosp + Bsingp (13.30)

které muze byt prepsdno do nasledujiciho tvaru:
ug = Ccos(v — ¢o) , (13.31)
kde A = C cos g, B = C'sin .

Partikularnim feSenim rovnice (13.28) je zjevné
am
2

Takze kompletni feSeni diferencialni rovnice (13.28) je dano nésledujicim vztahem

up = (13.32)

am
L? -
Jelikoz si miizeme souradnicovou soustavu zvolit tak, aby pocatecni faze ¢, byla

nulové, tak bez Gjmy na obecnosti ji v feSeni (13.33) polozime rovnu nule, ¢imz
dostaneme, Ze

u=uy+up=Ccos(¢— o) + (13.33)

1 am
=-=C —. 13.34
u=- cosy + -5 ( )
Upravou toho feseni dostavame
1
=2 (14 ecosy) (13.35)

T L2
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kde € je nové konstanta nahrazujici ptivodni konstantu C'. Naslednou dalsi upravou
dostaneme nésledujici rovnici:

Doy £cos g, (13.36)
r
kterd je rovnici kuzelosecky v polarnich souradnicich a predstavuje hledanou rov-
nici trajektorie HB. Konstantu ¢ nazyvame numerickd excentricita (numericka

vystiednost) a konstanta
L2
p=— (13.37)
am

se nazyvéa parametr kuzelosecky.

V nésledujici ¢asti textu si ukdzeme, jak souvisi hodnota numerické excentricity
e s konstantami pohybu vztahujici se k danému hmotnému bodu (planeté).
Vyjéadiime-li feSeni (13.36) opét pomoci proménné u, pak dostavame, ze

_ l+ecosy

u 13.38
5 (13.38)
Derivaci feseni (13.38) podle proménné ¢ obdrzime
d
< sing . (13.39)
dpp

Dosazenim vyrazu (13.26), (13.38) a (13.39) do rovnice (13.22) dosp&jeme k néa-
sledujici rovnosti

L2

m2p2

2 (Btau) = = [E + %(1 + gcow)]

m m
(13.40)
Uplatnénim identity sin® ¢ + cos? ¢ = 1 upravime levou stranu rovnosti (13.41),
¢imz dostaneme

(£”sin® p + 1 4 22 cos p + & cos® ) =

2

2012

2
(2 +142cosp) =— |E+ g(1 + £ cos @)] . (13.41)
mp m p

Vynasobime rovnici (13.41) vyrazem m?p*/L?, pricemZ vyuZzijeme rovnost (13.37),
a naslednou upravou dospéjeme k nasledujici rovnici

2

e+ 1+2cosp=—5—FE+2(1+ecosyp). (13.42)
a’m
Odtud pak muzeme psat, ze
212
e =14+—5—F. (13.43)
a?m

Vztah urcuje zavedenou integra¢ni konstantu (numerickou excentricitu) e.

V zavislosti na hodnoté numerické excentricity ¢, jejiz hodnota je ovlivnéna ve-
likosti celkové mechanické energie E uvazovaného hmotného bodu dle vztahu
(13.43), popisuje vztah (13.36) nasledujici kuZelosecky:
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l. e=0= E = E,, = —a*m/(2L*) < 0 = kruZnice®,
2.0<e<1l= E=(e?—1)a*m/(2L?) < 0 = elipsa,
3. e=1= E =0 = parabola,

4. ¢ >1= E = (g2 — 1)a®*m/(2L*) > 0 = hyperbola.

(5}
I
—
\]

)
[|
—

M
I
(e
M
|
=
oo

Obrézek 13.7: Kuzelosecky v zavislosti na excentricité e.

Z vyse vedeného vyplyva, ze pohyb planety (hmotného bodu) po parabole ¢i hy-
perbole znamené, Ze se dana planeta jednou piiblizi ke Slunci (silovému centru,
resp. ohnisku) a pak se bude od ného jen vzdalovat, tj. méa dostate¢nou energii
na to, aby se vymanila z gravita¢niho potencidlu Slunce. AvSak dle pozorovani
se planety nasi slune¢ni soustavy periodicky priblizuji ke Slunci, musi byt nutné
jejich celkovad mechanickd energie zapornd (E < 0) neboli € < 1, tedy planety
obihaji po eliptickych orbitach (trajektoriich). Abychom mohli formulovat dalsi
zavéry, je nutné si na tomto misté pripomenout nékteré ze zakladnich vlastnosti

elipsy.

5Vyjadteni hodnoty minimalni celkové mechanické energie E,,;, dostaneme pifmo ze vztahu
(13.43), kam dosadime ¢ = 0.
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Planimetricka definice elipsy

Elipsou rozumime mnozinu vSech bodi P v roviné, které maji konstantni
soucet vzdalenosti od dvou pevné zadanych bodu F, Fs, tj.

|PFy| + |PFy| = konst. , (13.44)

kde body F}, F, se nazyvaji ohniska.

Na obr. 13.8 je zachycena elipsa. Usecka |SP| = a piedstavuje délku hlavni
poloosy a usecka |SP’| = b predstavuje délku vedlejsi poloosy elipsy. Na obr. 13.8

P/

Obrazek 13.8: Elipsa s vyznac¢enymi poloosami a, b a ohnisky Fi, F5.

je zvolen bod P a s jeho pomoci uréime velikost konstanty v definiénim vztahu
(13.44). Jak z tohoto obrazku vidime, Ze |PF;| = |P"F,|, tak musi platit:

konst. = |PF1| + |PF2| = |PF1| +a+a— |P//F2| = |PF1| + 2a — |PF1| = 2a .
(13.45)
Tedy muZeme odtud za konstantu dosadit do vztahu (13.44) a bude platit, ze

|PFy| + |PFy| = 2a . (13.46)

Na obr. 13.9 vidime bod P nachéazejici se na jiném misté elipsy, nez tomu bylo na
predchozim obrazku. Vidime, Ze pro rovnoramenny trojuhelnik F5F) P na zakladé
vztahu (13.46) musi platit:

|PFi|+ |PF|=r+7"=2a = r'=a, r=a. (13.47)
Z tohoto obrazku pouzitim Pythagorovy véty dostavame:
2+ b =ad*, (13.48)

kde délka usecky |SFi| = |SFy| = e se nazyva numerické excentricita (numericka
vystrednost).

Na obr. 13.10 vidime bod P nachézejici se opét na jiném misté elipsy, nez tomu
bylo na pfedchozim obrazku. Na zakladé vztahu (13.46) musi platit:

|PFy|+ |PFe|=7"+r=2a = r' =2a—r1. (13.49)
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Obrazek 13.9: Situacni obrazek.

Obrazek 13.10: Situacni obrazek k nalezeni rovnice elipsy v polarnich soutradnicich
na zékladé planimetrické definice.

Pro trojuhelnik F,F} P pouzijeme kosinovou vétu:
(2a —1)* = 4e* +r* — 4er cos(m — ) , (13.50)
tedy
402 — dar +¥% = 4e® + ¥¥ — der cos(m — @) . (13.51)

Tuto rovnici podélime &slem 4 a za a? dosadime ze vztahu (13.48), takZe po
tpravé dostavame:
2+ b —ar=e*+ercosp . (13.52)
Odtud .
b = ar (1 + < cos gp) . (13.53)
a

Provedeme konecnou tpravu, kterd vede na hledanou rovnici elipsy v polarnich
soutadnicich

= |m|°§3

=1+ Scosp. (13.54)
a
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Porovnénim s rovnici (13.36) je ziejmé, Ze

= - 13.55
T2 ( )
a
i 13.56
p N E ' ( ’ )

7 tohoto vztahu je vidét, Ze parametr p souvisi s velikosti elipsy, a Ze numericka
excentricita nam 1ika, jak hodné se elipsa lisf od kruznice. Rovnéz pro elipsu zfejmé
plati, Ze a > e, e > 0, atedy 0 < e/a =¢ < 1.

Na obr. 13.11 je zachycen HB o hmotnosti m pohybujici se po elipse v gravita¢nim
silovém centru leZicim v ohnisku F; o hmotnosti M.

Na obrazku 13.12 jsou zachycena vyznamna mista pri obihdni hmotného bodu

Obrazek 13.11: Elipsa s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b a numerickou
excentricitou (vystifednosti) e = ea spolu s polarnimi souradnicemi r, ¢ uvaZzo-
vaného hmotného bodu (planety) o hmotnosti m nachézejiciho se v centralnim
gravita¢nim poli hmotného bodu (Slunce) o hmotnosti M.

kolem silového centra. Jednim z téchto mist je tzv. pericentrum, které v piipadé,
ze silovym centrem je Slunce, ma nazev perihelium (pfisluni). Je-li timto silovym
centrem Zemé, pak se nazyva perigeum. Pericentrem je bod na elipse, kterému
odpovida soutradnice ¢ = 0, tedy se jedna o bod elipsy, ktery se nachazi nejblize
silového centra. Vzdalenost tohoto bodu od silového centra ziskdme ze vztahu

(13.36) po dosazeni ¢ = 0, tj.
p

= , 13.57
T ( )

Podle obrazku 13.12 muZzeme rovnéz psat, ze
r,=a—e. (13.58)

Dalgim vyznamnym mistem je bod elipsy, ktery je nejvice vzdalen od silového
centra a odpovidd mu soufadnice ¢ = 7. Tento bod se nazyva apocentrum. Je-li
silovym centrem Slunce, pak se tento bod nazyva afelium (odsluni), je-li silovym
centrem Zemé, pak se nazyva apogeum. Vzdalenost tohoto bodu od silového centra
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Obrazek 13.12: Vzdéalenost pericentra a apocentra od silového centra.

ziskdme opét dosazenim do vztahu (13.36) pro ¢ = 7, tj. ziskdme ze vztahu (13.36)
po dosazeni ¢ = 0, tj.

p
0« = . 13.59
e =12 (13.59)
Podle obrazku 13.12 miZeme rovnéz psat, ze
r,=a+e. (13.60)

Dame-li do rovnosti pravé strany® vyrazii (13.57) a (13.58), pak dostaneme

p
1+¢

=a—e=a—a=a(l—¢). (13.61)
Ze vztahu (13.48) si mizeme vyjadiit ¢emu se rovna kvadrat vedlejsi poloosy:
V¥ =a?—e*=a’—a’® =a*(1—¢%). (13.62)

S pomoci vztahu (13.62) si miZeme vyjadiit parametr kuZelosecky ze vztahu
(13.61) jako

b2
—
Dosadime-li do nalezeného vztahu (13.63) vyrazy (13.37) a (13.43), pak muzeme
vyjadrit velikost velké poloosy jako

p= a(l — 52) = (1363)

a_ (e
2F  2|E|°

(13.64)

Ve vztahu (13.64) byla pii upravé vzata do avahy skuteénost, Ze pii pohybu po
elipse je EY < 0. Z tohoto vztahu je vidét, jak velikost velké poloosy a zavisi jen na
celkové mechanické energii obfhajictho hmotného bodu a ne na momentu hybnosti.
Pomoci vztahu pro plosnou rychlost (13.16) je mozné vyjadiit plochu elipsy, kterou

5Podobné bychom mohli pouzit pravych stran rovnosti (13.59) a (13.60).
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opiSe polohovy vektor hmotného bodu (planety), pomoci doby jeho obéhu T,
nésledujicim zpiisobem:

To To To
S= [Twar— [T orar— o [Tar= T
0 0 2m 2m J, 2m

Plochu této elipsy je mozné vyjadfit i pomoci jejich poloos pomoci znamého
vzorce:

(13.65)

S =mab . (13.66)

Déame-li vztahy (13.65) a (13.66) do rovnosti, mizeme si vyjadfit dobu obéhu
hmotného bodu (planety) kolem silového centra (Slunce) jako

B 2mmab

T, = 13.67
i (13.67)
Umocnime vztah (13.67) na kvadrat:
472m2a?b?
=T (13.68)
Pro dalsi upravu pouZijeme vztah (13.56)
4m2m2pa’
T? = —77 (13.69)
K dalsi upravé rovnosti (13.69) pouZzijeme vztahu (13.37)
4 2 3
2= (13.70)
a

Dosadime-li do tohoto vztahu za o = semM (viz rovnost (13.25)), pak po nésledné
tpravé dospéjeme ke vztahu

7 Aw®

oy konst. . (13.71)

Z vysledného vztahu (13.71) vyplyva, ze podil druhé mocniny obézné doby hmot-
ného bodu (planety) kolem silového centra (Slunce) a t¥eti mocniny délky hlavni
poloosy jeho eliptické drahy je konstantni. Pomoci vztahu (13.71) je mozné urcit
hmotnost silového centra (Slunce).

Jestlize Tfesime Keplerovu tulohu za tcelem vySetfeni pohybu planet nasi slunecni
soustavy, tak je nutné si uvédomit, Ze jsme se dopustili celé fady zjednoduSeni,
takze jsme nevzali v ivahu napft.:

e Slunce i uvazované planety jsou nepravidelna nehomogenni télesa, tudiz neni
mozné, striktné vzato, je nahradit hmotnym bodem:;

e Slunce i ostatni planety rotuji kolem vlastnich os;
e planety slunecni soustavy gravitacné pusobi na jiné planety;

e planety diky své hmotnosti zpiisobuji, Ze silové centrum se nenachézi ve

vy
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e u planet s vystiednou trajektorii (protazena elipsa) se projevuji relativistické
efekty (napf. staceni perihelia Merkuru);

S ohledem na vysSe uvedené skute¢nosti muzeme piedpokladat, Ze lze zavéry z
feSeni Keplerovy tulohy s dostatecnou presnosti aplikovat na nasi slunecni sou-
stavu, coZ je dano tim, Ze hmotnost Slunce (cca 2-10% kg) je podstatné vétsi nez
hmotnost planet slune¢ni soustavy (napf. hmotnost Zemé je cca 6 - 10** kg). Ve
vyse uvedeném textu byly formulovany zaveéry, ke kterym dospél Johannes Kepler,
kdyz se zabyval vySetfovanim pohybu planet nasi slune¢ni soustavy kolem Slunce.
Zéavery, ke kterym dospél J. Kepler se nazyvaji Keplerovy zédkony, které je mozné
formulovat nasledujicim zptsobem:

Keplerovy zakony

1. Planety se pohybuji po elipsach kolem Slunce, které se nachazi v jejich
spole¢ném ohnisku.

2. Plocha privodice planet opsané za jednotku casu je konstantni.

3. Podil kvadratu obézné doby planety kolem Slunce a tfeti mocniny
délky velké poloosy ji prislusné elipsy je roven konstanté, ktera je pro
vSechny planety slunecni soustavy stejné.

13.4 Kvalitativni analyza pohybu v centralnim si-
lovém poli pomoci efektivni potencialni ener-

gie

Zavedeme si pomocnou veli¢inu efektivni potencialni energie néasledujicim zpiiso-
bem:
L2
Uep(r) =U(r) + 5 ?
Pomoci efektivni potencialni energie je mozné piepsat vztah (13.20) do néasledu-
jictho tvaru:

(13.72)

2
==

- [E — Ues(r)] - (13.73)
Abychom ze vztahu (13.73) mohli vyjadfit druhou odmocninou rychlost hmotného
bodu (planety) v radidlnim sméru 7, musi platit, Ze prava strana vztahu (13.73)
je nezaporna, coz je zajisténo nésledujici podminkou:

E > Ug(r), (13.74)

neboli pohyb je mozny jen pro takové radidlni vzdélenosti od silového centra r,
pro které je splnéna podminka (13.74). Tuto podminku lze pomérné snadno ana-
lyzovat graficky, kdyz si pro dany moment hybnosti L vykreslime pribéh efektivni
potencialni energie U,¢(r). Pro pfipad gravitacniho pole, je pribeh efektivni po-
tencialni energie zachycen na obrazku 13.13. Pod grafem funkce U,f(r) se nachazi
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E >0

Obrézek 13.13: Pribéeh efektivni potencialni energie U.s(r) a hladiny celkové me-
chanické energie F hmotného bodu (planety).

zakdzana oblast, kam se nemuze hmotny bod (planeta) dostat, protoze by byla
porusena podminka (13.74). Na obrazku 13.13 jsou pferusovanou ¢arou zachyceny
hladiny celkové mechanické energie uvazovanych hmotnych boda. Pfipomenme,
ze plati E = konst. pro vSechna r. Priseciky pfimek reprezentujicich danou hla-
dinu E s grafem efektivni potencialni energie predstavuji body obratu. Pro body
obratu plati, ze E = Uy, takze na zakladé rovnosti (13.73) plati, ze v téchto
bodech je radialni rychlost nulova 7 = 0. Nulova hodnota radialni rychlosti ndm
fiké, Ze se hmotny bod (planeta) v daném misté zastavi a zacéne se nasledné bud
vzdalovat od silového centra nebo priblizovat k silovému centru. Z obrézku 13.13
je patrné, ze pro piipad E < 0 se jedna o kone¢ny (finitni) pohyb pfislusného
hmotného bodu, tj. hmotny pod se pohybuje v potencidlové jadmé mezi radidlnimi
vzdalenostmi 7, a r, a opakované se vzdaluje a priblizuje vzhledem k silovému
centru, avSak obecné nemusi byt trajektorie HB uzaviena, byt se jedn& o pohyb
finitni. V pripadé gravita¢niho pole tomuto pripadu odpovida pohyb hmotného
bodu (planety) po elipse (uzaviena trajektorie), coz souvisi s Bertrandovym teo-
rémem.

Bertrandiv teorém

Pouze potencialni energie U ~ 1/r a U ~ 7? vedou na uzaviené periodické
trajektorie.

Z obrazku je dale vidét, ze pro E > 0 existuje pouze jeden bod obratu, takze
pohyb vySetfovaného hmotného bodu je neomezeny (infinitni). Pro energii £ =
0 je trajektorii pohybu parabola a pro energii £ > 0 je trajektorii hyperbola.
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Zvlastni pripad nastava pro celkovou mechanickou energii, ktera se rovna minimu
efektivni potencialni energie. V tomto piipadé si zachovava hmotny bod konstantni
vzdélenost od jeho silového centra, ktera je v obrazku oznacena jako ry. Tedy v
piipadé, ze £ = E,,;, se hmotny bod pohybuje kolem svého silového centra po
kruznici. Cheeme-li najit hodnotu poloméru této kruznice ry, potom do vztahu
pro rovnici kuzelosecky v polarnich souradnicich (13.36) dosadime za excentricitu
¢ = 0, ¢imz dostaneme:

To=1D. (13.75)

KdyzZ neni splnén Bertrandiv teorém, tak pohyb télesa je sice finitni pro £ < 0,
avSak nedé&je se po uzaviené trajektorii (elipsa). Astronomicka pozorovani ukazuji
na skutecnost, ze dochazi ke staceni perihelia Merkuru, viz obr. 13.14, které vSak
nelze presné vysvétlit pomoci Newtonovy teorie gravitace i pfi zapocitani vlivu
zbyvajicich planet slune¢ni soustavy. Teprve pomoci Einsteinovy obecné teorie lze
uspokojivé vysvétlit tento jev. Kazdopadné pozorovani staceni perihelia Merkuru
je ukadzkou toho, ze neni presné splnén Bertrandiiv teorém, takze pohyb Merkuru
je sice finitni, ale pohybuje se po neuzaviené draze. Uvazujeme-li pripad pohybu

Obrazek 13.14: Staceni perihelia Merkuru (modfe) obihajictho kolem Slunce
(Zluté).

po kruhové draze (¢ = 0, E = E,;, < 0), potom polomér této drahy je dan
jiz vySe zminénym vztahem (13.75), ktery doplnime pomoci vztahu pro parametr

kuzelosecky (13.37):
L2
To=p=—". (13.76)
am
Protoze rychlost v HB o hmotnosti m po kruhové draze je konstantni, tak lze
vyjadiit velikost momentu hybnosti (vime, Ze vektor rychlosti HB je kolmy k

polohovému vektoru pii pohybu po kruznici ):

L = |r x mv| =muory . (13.77)
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Dosazenim do vztahu (13.76) a uvazenim, ze o = »»mM dostaneme:

2 2,.2 2,2
L _m{vro_vro

e = ) 13.78
"o am %MM M ( )
Odtud
M
v= /22 (13.79)
To

coz je rychlost HB pohybujici se kolem silového centra o hmotnosti M po kruznici
0 polomeéru 7.
V piipadé, ze gravita¢nim silovym centrem je planeta Zemé o ptiblizné hmotnosti
M, = 5,972 -10** kg a HB (napt. satelit) se pohybuje po kruhové draze tésné na
Zemi, jejiz polomér je R; = 6378 km (Zemi povazujeme za homogenni kouli), pak
rychlost HB je:

»x My

Z

v = ~ 7,905 kms ™' . (13.80)
Rychlost v; se nazyva 1. kosmické rychlost.

Pozn.: Pii vypoctu jsme neuvazovali existenci atmosféry Zemé.

Redlné satelity musi obihat kolem Zemé nad jeji atmosférou (vySe nez 200 km).
Ozna¢me vysku satelitu nad Zemi jako H, potom potiebna kruhova rychlost je:

%MZ %MZ
p— pu— H . ]. . ]-
Uk \/To \/R2+H<Ul pro >0 (13.81)

V piipadé, Ze chceme vyslat HB (kosmicka sonda) mimo dosah gravita¢niho pi-
sobeni planety Zemé, musime mu udélit rychlost, kterou nazyvame 2. kosmické
rychlost a oznacime ji vy. Jedné se o nejmensi rychlost, ktera umozni HB odletét
nekonec¢né daleko od Zemé. V takovém piipadé se HB bude pohybovat pro draze,
kterou je parabola. V takovém piipadé musi platit, Ze celkova mechanicka energie
E=T+U =0, tj. musi platit:

E—0=- 13.82
0= s} 7 (13.82)
Odtud
M
Uy = 2%R—Z — V20, ~ 11,180 kms ™ . (13.83)
Z

2. kosmick4 rychlost se také nazyva tnikova rychlost.

Priklad 13.4.1

Doba obéhu planety Zemé kolem Slunce T, = 365, 2564 dnti. Nejblizsi vzdalenost
Zemé ke Slunci je pii jejim obéhu 7, = 147097 000 km. Spocitejte délku hlavni a
vedlejsi poloosy elipsy, po které Zemé kolem Slunce obiha. Déle spoctéte excentri-
citu pro tuto elipsu, nejvétsi vzdéalenost Zemé od Slunce, rychlost Zemé v aféliu a

periheliu a jeji celkovou mechanickou energii. Hmotnost Slunce Mg ~ 1,989 - 103°
a hmotnost Zemé& M, ~ 5,972 - 10?* (¢ = 6,67430.10*" Nm? /kg?).
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Reseni:
Délku hlavni poloosy spoé¢itame ze vztahu (13.71):

(%M5T02
a =

1
3
1 ) = 149612423 km . (13.84)
m

Excentricitu spoc¢itame pomoci vztaht (13.58) a (13.55):
e=1-"2-0,017. (13.85)
a

Vidime, Ze excentricita € je velmi maléa, takze se planeta Zemé pohybuje po elip-
tické dréze blizké draze kruhové.
Celkovou mechanickou energii ziskdme ze vztahu (13.64):

MM
E=—— = ZUZES 9640492246 - 10% kJ | (13.86)
2a 2a

Rychlost Zemé v periheliu spocitdme ze vztahu pro celkovou mechanickou energii:

1 MM, MM,
E = -Myv? — 5e—2"2 \/M + S>:30,30kms—1.
Z

2 Tp Tp

(13.87)
Délku vedlejsi poloosy spocitame ze vztahu (13.48) a (13.55):

b=+Va?—e2=+a?— a2? = 149591276 km . (13.88)

Vidime, Ze a = b, tedy se jedné téméf o kruznici.
Nejvétsi vzdalenost Zemé od Slunce spocitame ze vztahu (13.60):

re=0a—e=a—ac=152127847 km . (13.89)

Protoze velikost momentu hybnosti pfi pohybu v centralnim silovém poli musi byt
konstantni, tak musi platit

L = Mzr,v, = M7r,v, . (13.90)

Odtud rychlost Zemé aféliu:

Vo = Ly, = 29,30 ks . (13.91)
Ta

Na zakladé srovnani s rychlosti v periheliu miiZzeme konstatovat, Ze se Zemé po-
hybuje kolem Slunce témér konstantni rychlosti.
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Kapitola 14

Dynamika soustavy hmotnych bodi

Dynamika soustavy hmotnych bodu je dana prostym slozenim pohybovych rov-
nic jednotlivych hmotnych bodi, které uvazovanou soustavu tvori. Je-li soustava
tvorena velkym mnozstvim hmotnych bodt, je obtizné sledovat kazdy hmotny
bod soustavy samostatné. Z tohoto divodu je nutné se omezit na celkovy popis
soustavy. Pravé dynamika soustavy hmotnych bodi se zaméfuje na dynamiku
soustavy jako celku.

Predpokladejme, Ze soustavu tvori N hmotnych bodi. Pro kazdy hmotny bod

~
~

‘m

M.

my.-

Y

Obrazek 14.1: Soustava N hmotnych bodu s vyznacenymi silami, které na né
pusobi.

soustavy (obecné n-ty hmotny bod) plati néasledujici pohybova rovnice

dp,

=F,, 14.1
& (14.1)

kde F,, je vyslednice pravych sil ptisobicich na zvoleny n-ty bod. Vyslednici sil
F,, mizeme rozdélit na vyslednici sil vnitinich (internich) F’ a na vyslednici sil
vnéjsich (externich) F¢ (F,, = F' + F%). Vyslednice vnitinich sil F', je dana soué-
tem jednotlivych silovych ptisobeni v8ech zbyvajicich hmotnych bodt soustavy na
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uvazovany hmotny bod, tj.

N
sz - Z F:Lk : (14.2)
k=1
k#n
V souctech sil F,,;, tedy vynechame sc¢itanec, kde n = k, coz vychéazi z predpokladu,
ze zadny hmotny bod na sebe neptusobi nenulovou silou (F,,,, = 0,n = 1,2,..., N),
viz obr. 14.1.
V dalsi ¢asti textu jiz nebudeme psat, ze sumace probiha od 1 do N.
Vnitini sily povazujeme za sily centralni. Pohybovou rovnici pak muZzeme napsat
jako

d ) )
Do —F 4 F =) F+ F. (14.3)

dt
k#n

14.1 Prvni véta impulzova

Budeme-li uvazovat v8echny hmotné body soustavy, pak musime uvazovat nasle-
dujici soustavu pohybovych rovnic:

%:ZFZfrZFfL:Z;FLmLZFE- (14.4)

n

Fe¢

Rovnost (14.4) upravime nasledujicim zpiisobem

P =YY R F (14.5)
\L,_/

n  k#n

p

kde F° je vyslednice vnéjsich sil pusobicich na soustavu: hmotnych bodu, p je
celkova hybnost soustavy hmotnych bodi. Na zakladé zédkona akce a reakce! (viz
obr. 14.1) musi platit, ze

'Flk:_'Flic

n

(14.6)

n *

S ohledem na vztah (14.6) plati, ze

) F=0, (14.7)

n  k#n

tedy muzeme rovnici (14.5) pfepsat do nésledujiciho tvaru:

dp

— =F°. 14.8
% (14.8)
Rovnice (14.8) predstavuje matematicky zéapis tzv. I. véty impulzové, ktera rika:
casova zména celkové hybnosti soustavy hmotnych bodii se rovna vyslednici vnéj-
Sich sil na soustavu hmotnych bodii piisobicich.

In-ty hmotny bod piisobi na k-ty hmotny bod stejné velkou silou, jakou piisobi k-ty hmotny
bod na n-ty hmotny bod, ale opa¢né orientovanou.
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Soustavu hmotnych bodu povazujeme za izolovanou, kdyz z vnéjsku na né nept-
sobi jiné sily, tj. F;, = 0.
Pro izolovanou soustavu hmotnych bodi bude mit I. véta impulzova nasledujici
tvar d

d_It) =0 = p= konst. (14.9)
Vztah (14.9) predstavuje matematicky zapis zadkona zachovani hybnosti izolované

soustavy hmotnych bodi. Tento Zakon muzeme také vyjadrit jako
P, + Py + -+ - + py = konst. (14.10)

resp.
myvy + move + - -+ + myvy = konst. . (14.11)

Nyni vySetiime, jak se zméni celkova hybnost soustavy hmotnych bodi, jestlize
prejdeme z jedné inercialni vztazné soustavy (nec¢arkované) do jiné inercialni
vztazné soustavy (Carkované), ktera se vici ne¢arkované soustavé pohybuje rych-
losti V = konst. Pro rychlost n-tého bodu v necarkované vztazné soustavé mu-
zeme psat

V=V, +V, (14.12)

kde v/, je rychlost n-tého bodu v ¢arkované soustavé. Pro celkovou hybnost sou-
stavy mutzeme psat

p= an = Zmnvn = Zmn‘/n—l—ZmnV: Zmnv’n+VZmn =p+mV,

—— N~

=p’ =m
(14.13)
kde p’ je celkova hybnost soustavy hmotnych bodu v ¢arkované soustavé a m je
celkovid hmotnost soustavy. TakZe transformad¢ni vztah pro celkové hybnosti mezi
¢arkovanou a necarkovanou soustavou je

p=p +mV. (14.14)
Derivaci vztahu (14.14) podle ¢asu dostaneme:
dp dp/ d(mV) dp
dt dt dt dt ( 5)
=0

Z rovnosti (14.15) vyplyva, Ze I. véta impulzovd mé stejny tvar ve vSech inercial-
nich vztaznych soustavach, i kdyz hybnost v kazdé ze vztaznych soustav je podle
vztahu (14.14) jina.

14.2 Hmotny stred soustavy hmotnych bodi

V této Casti kapitoly si nadefinujeme pro soustavu N hmotnych bodi mysleny bod,
ktery nazyvame hmotny st¥ed (HS) 2. Poloha hmotného stiedu je dana vztahem?

hové sily) t&lesa a je shodné s hmotnym stfedem jen tehdy, kdyZ se t&leso nachézi v homogennim
tihovém poli.
3Poloha hmotného st¥edu nemusi souhlasit s polohou néjakého hmotného bodu soustavy.
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mpy

0

Obrazek 14.2: Hmotny stied (HS) soustavy HB.

Do Ml D, Mply
Sooma m ’
kde ry = (x4, ys, 25) je polohovy vektor hmotného stfedu, viz obr. 14.2 (polohovy
vektor hmotného stfedu ry nemusi ukazovat na misto, kde se nachazi néjaky HB).
Pro jednotlivé kartézské souradnice dostavame:
> mat, > M ln, > M2y,

Ty =TT | Y= T | g = T—— . (14.17)
m m m

rs =

(14.16)

Pro rychlost hmotného stfedu dostavame:

drs dI’n Z mpVvy Z D D
- n =&=n"n _ - 14.18
Ve Z m m m ( )
Z rovnosti (14.18) muzeme psat, ze
p=mv,=p,. (14.19)

Vztah (14.19) predstavuje zapis fyzikalni skutec¢nosti, ze celkova hybnost soustavy
hmotnych bodu je stejna jako hybnost hmotného bodu o hmotnosti celé soustavy
umisténého v hmotném stfedu, tedy jinymi slovy miizeme soustavu hmotnych
bodi nahradit jedinym hmotnym bodem, ktery se nachazi v hmotném stfedu
r; a ma hmotnost rovnu hmotnosti celé soustavy, pfi¢emz na tento bod ptisobi
vyslednice v8ech vnéjsich sil. TakZze na zékladé (14.19) muZeme 1. vétu impulsovou
napsat ve tvaru:

dp _ dp, dv,

A dt ae
Rovnice (14.20) vlastné predstavuje pohybovou rovnici hmotného stiedu.
Jedna-li se o izolovanou soustavu, potom na zékladé vztahu (14.20) mizeme psét,
ze

—F (14.20)

dp, dvy
a -
Vyraz (14.21) je vyjadifenim Zakona zachovani rychlosti hmotného stfedu izolo-
vané soustavy.
Vztaznou soustavu, jejiz pocatek je umistén do hmotného stfedu soustavy hmot-
nych bodi nazyvame soustavou hmotného stfedu nebo také tézistovou soustavou.
V tézistové soustavé plati, ze

=0 = v, = konst. (14.21)

p; =0, (14.22)
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protoze v této soustavé plati, Ze

vi=20. (14.23)
Pripomenme, Ze v této soustavé také plati

ry=20. (14.24)

Vv

Z matematického hlediska se tézistova soustava jevi jako vztazna soustava vy-
hodnéjsi.
14.3 Druha véta impulzova

Vynésobime vSechny pohybové rovnice (14.4) vektorové polohovym vektorem,
ktery prislusi danému hmotnému bodu, ¢imz dostaneme, Ze

S e X Pyt Yn X, (1429
n n k;én n :be
kde M, je moment vnéjsich sil ptisobicich na n-ty bod.
Na zakladé pravidla pro derivovani vektorového soucinu funkei plati:
=L,
d d d
%zgx p, +Ip X (Z", (14.26)
~  —m.va
B
=0
takze od odtud dostavame, ze
dL, dp
=TIy X —/ ", 14.27
a " a (14.27)

kde L, je moment hybnosti n-tého hmotného bodu soustavy. Dosadime vyraz
(14.27) do rovnice (14.25), takze muzeme psat:

d(i” = > r.xF,+> M. (14.28)

n n  k#n

Déle upravime (14.28)

S L, =S Y Fyr Y 1)
\TL / n

n  k#n
——

=L =M*
kde L je celkovy moment hybnosti soustavy hmotnych bodu a MF je celkovy mo-
ment vnéjsich sil pasobicich na soustavu hmotnych bodi. Rovnici (14.29) mtazeme
vyjadrit jako

dL ,

g:ZZranfm—i—Me. (14.30)

n  k#n
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Prvni ¢len na pravé strané rovnice (14.30) vyjadifme jako?

SN rx Fiy= 5 303 % Fiy o mi x Fy) =

n  k#n n  k#n

%ZZ@% X Fyp— 1 x Fyp) = %ZZ(rn—rk) xFi,=0. (14.31)

n  k#n n  k#n

Skute¢nost, ze se vyraz (14.31) rovna nulovému vektoru je vidét z obrazku 14.3
(rovnobéznost vektorti). Diky rovnosti (14.31) pak miizeme rovnici (14.30) vyja-

m,

\\\;;T n

@)

Obrazek 14.3: Vysvétlujici obrazek k rovnosti (14.31).

drit jako
dL
— = M". 14.32
P (14.32)

Rovnice (14.32) je matematickym vyjadienim II. véty impulzové, ktera rika, Ze
casova zména celkového momentu hybnosti soustavy je rovna celkovému momentu
vnéjsich sil ptisobicich na soustavu hmotnych bodi vzhledem ke stejnému bodu®.
Jedné-li se o izolovanou soustavu hmotnych bodi potom z II. véty impulzové
plyne

dL

o = 0 = L = konst. (14.33)

Vztah (14.33) predstavuje matematicky zapis Zakona zachovani momentu hyb-
nosti izolované soustavy hmotnych bod.

14.4 Energie soustavy hmotnych bodt

Vynésobime vSechny pohybové rovnice (14.4) skalarné rychlosti, ktera prislusi
danému hmotnému bodu, ¢imz dostaneme, Ze

Zvn.dinzzvn.Fj;JFZ 2 (14.34)

v, - F¢
——
—pe

n

4P¥i tipravé pouzijeme vztahu (14.6).

5Bod, vii¢i kterému jsou oba momenty po&itany, musi byt po¢atkem inercialni vztazné sou-
stavy, aby platily Newtonovy pohybové zakony, jejichZ platnost jsme pfi odvozovani této véty
predpokladali. D& se vSak dokézat, viz kapitola 16.4, Ze timto spolenym bodem mitze byt i
hmotny stied.
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kde P¢ je okamzity vykon vnéjsich sil pisobicich na n-ty bod.
Pro levou stranu rovnice (14.34) muZeme psat, ze

dp dv, 1 de? ar, d ar
n " L= nVYn ' —;; — 5 n_n: 3. T 1. Tn:_>
;V at ;mv at ;zm At~ & dt dt; i
(14.35)

kde T je celkova kineticka energie soustavy hmotnych bodt. Dosadime tento vy-
sledek do levé strany rovnice (14.34)

(il_f:zvn.pi+ZPg, (14.36)
n %;:/

kde P¢ je celkovy okamzity vykon vnéjsich sil ptisobicich na soustavu hmotnych
bodi.

Daéle upravime prvni ¢len na pravé strané rovnice (14.36), pfi¢em?z vyuZijeme
skutecnosti, ze vnitini sily jsou centralni, a Ze centralni sily jsou silami konzerva-
tivnimi

, ou, ou, oU, ou,

n

oU, dr, Se= - dr, v, d dU
B IE i D T D D DL

(14.37)
kde U je celkova potencialni energie soustavy hmotnych bodi.
Vysledek tpravy (14.37) dosadime do rovnice (14.36)
dT dU
— =—— 4 P°. 14.38
dt dt + ( )
Rovnici (14.38) upravime do tvaru
dr dU d(T+U) dE .
E+E——dt _E_P , (14.39)

kde F je celkova mechanickd energie soustavy hmotnych bodd.

Rovnice (14.39) je matematickym vyjadienim véty o Mechanické energii soustavy
hmotnych bodt, ktera rika, ze casova zména celkové mechanické energie soustavy
je rovna celkovému okamzitému vykonu vnéjsich sil na soustavu hmotnych bodi
ptisobicich. Pro pripad izolované soustavy hmotnych bodi muZzeme na zakladé
rovnosti (14.39) psat, ze

dE
— =0 = E = konst. (14.40)
dt
Vyraz (14.40) vyjadiuje Zékon zachovani mechanické energie pro soustavu hmot-
nych bodu.
Pro izolovanou soustavu jsme nasli celkem €tyr¥i zakony zachovani:

1. zakon zachovani hybnosti,
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2. zakon zachovani momentu hybnosti,
3. zékon zachovani mechanické energie,

4. zékon zachovani rychlosti hmotného stiedu.



219
€VUTV PRAZE

Kapitola 15

Srazka téles

V mechanice, ale i v atomové, jaderné ¢i ¢asticové fyzice, se setkavame s vyznam-
nym fyzikalnim jevem, kterym je srazka (kolize) t&les, resp. ¢astic. Pojem srazky
je velmi obecny a Siroky. Zpravidla je spojen s pfimym kontaktem ztcastnénych
téles. Avsak télesa (Castice) se mohou ovliviiovat prostiednictvim vzajemného si-
lového piisobeni, aniz by doslo k jejich pfimému styku. V takovém piipadé misto
pojmu srazka zpravidla pouzivime pojmu rozptyl. V nejobecnéjsi roviné miizeme
srazku chéapat jako ¢asové a prostorové omezenou interakci téles, resp. ¢astic, pfi
niz dochézi k prerozdélovani hybnosti a energie. Jedna-li se o srazku téles konec-
nych rozméri, pak mluvime o rézu téles. Je-li druhy télesem neprostupna sténa,
hovorime o odrazu télesa.

Béhem srazky na sebe télesa ptisobi po relativné kratkou dobu velkymi silami,
které nazyvame narazové sily. Vzhledem k ohromné velikosti narazovych sil se pfi
vySetfovani srazek téles ostatni sily, véetné tihy, obvykle zanedbavaji, aniz by to
znamenalo vétsi chybu pii popisu tohoto déje.

P1i razu téles zalezi na tvaru télesa, umisténi jeho tézisté, vlastnostech povrchu
¢i zpusobu narazu.

Budeme se zabyvat pouze srazkami téles bez potfeby znalosti jejich vnitini struk-
tury a mechanickych vlastnosti jejich povrchu. V takovém piipadé hovoiime o
srézce ¢astic. Casticf nebudeme rozumét jen bodové castice, ale i koule s dokonale
hladkym povrchem. Tyto koule se budou pohybovat jen posuvnym pohybem (ne-
budou rotovat) a nebudou se odvalovat po uvazovaném povrchu. Pti popisu srazek
¢astic vystacime pouze se zdkony zachovani. Vysledky nasSich uvah budou platit
pro Castice libovolné povahy a v omezené mife i pro redlna tuhd télesa (napf.
kule¢nikové koule), u kterych budeme moci zanedbat drsnost jejich povrchu a
rotaci.

15.1 Klasifikace srazek

Pokud pfi srazce plati zédkon zachovani kinetické energie (nedochézi k zadnym
ztratam mechanické energie), jde o srazku pruznou (dokonale pruznou). Jestlize
zékon zachovani kinetické energie neplati, jedna se o srazku nepruznou. V piipadé,
Ze se po srazce obé Castice pohybuji jako jedina castice (nedojde k odpruzeni),
jde o srédzku dokonale nepruznou. Pokud vsSak k jistému odpruZeni ¢astic dojde,
mluvime o nedokonale pruzné srazce.
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V pripadé, ze lezi vektory rychlosti obou ¢éastic pred i po srazce na jediné piimce,
jde o primou neboli €elni srazku. Neni-li tomu tak, pak se jedna o srazku sikmou.

15.2 Zakony zachovani pri srazkach c¢astic

Pokud nezname presny mechanismus silové interakce ¢astice (zékon sily), nemu-
zeme srazku plné popsat a predpovédét jeji vysledek. Vzhledem k tomu, Ze z
divodi uvedenych vyse staci uvazovat jen nérazové sily a ostatni muzeme ig-
norovat, povazujeme obé Castice b&éhem srazky za izolovanou soustavu. Diky této
skutecnosti bude platit pro srdzku Zakon zachovani hybnosti a momentu hybnosti.
Avsak v naSem piipadé budeme piedpokladat, Ze se jedna o srazku bud bodovych
castice ¢i koule s dokonale hladkym povrchem, takze Zakon momentu hybnosti
neuvazujeme.

Aniz bychom znali cokoliv blizstho o struktufre srazejicich se ¢astic a jejich silovém
pusobeni, miZzeme uvazovat zadkon zachovani hybnosti. V pfipadé pruzné srazky
pristupuje k tomuto zakonu zachovani jesté zékon zachovéani mechanické ener-
gie. Protoze se pii nasich avahach omezime pouze na srazky dvou ¢astic (binarni
srazka), budeme hmotnosti ¢astic vstupujicich do interakéniho prostoru oznac¢ovat
jako my a my a jejich rychlosti jako v a vo. Protoze nezname presny mechanismus
interakce uvazovanych ¢astic, nevime co se v interakéni oblasti dé&je.

15.3 Dokonale pruzna celni srazka

UvaZzujme, pro nazornost, dvé (dokonale) pruzné koule s idealné hladkym povr-
chem, které se pohybuji proti sobé. Jde o srazku pfimou (Celni srazka). I kdyz se
koule po srazce pruzné deformuji, za okamzik se jejich deformacni energie premeéni
zpét na kinetickou energii a obé koule se po srazce od sebe pruzné odrazi. Situace
pred srazkou a po srézce je zachycena na obrézku 15.1. Z obrazku je vidét, ze

pred srazkou

mq mo

po srazce

mo

— @

Obrazek 15.1: Dokonale pruzna ¢elni srazka dvou kouli.

koule pre srazkou se pohybuji rychlostmi vy a vy a po pruzné srazce se pohy-
buji rychlostmi u; a uy. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o ¢elni srazku, pohyb se
déje po primce (jednorozmérny pohyb). Tuto piimku budeme orientovat pomoci
jednotkového bézového vektoru e. Z tohoto pohledu bude platit:

Vi =v1e, Vo =1ve, U] =ue, Uy = uze,
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kde vy, vg, uy a ugy jsou prislusné slozky jednorozmérnych vektort.
7 definice pruzné srazky je ziejmé, ze plati jak Zakon zachovani hybnosti, tak
Zakon zachovani mechanické energie, tedy

M1VL + MoVy = Mty + Mmally | (15.1)
1mlvf + lmzvg = —myui + 1mQu% . (15.2)
2 2 2 2

Protoze se jedna o pfimé srazky, tak muzeme pocitat jen se slozkami vektor,
¢imz muZeme prepsat a upravit rovnice (15.1) a (15.2) jako

mi(vy — uy) = ma(ug — vg) , (15.3)

ml(vf — u%) = mg(ug — v%) ) (15.4)

Rovnice (15.4) déle upravime nésledujicim zpusobem:
my(vy — uq)(v1 + up) = mo(ug — ve)(us + va) . (15.5)
S ohledem na rovnici (15.3) z tohoto vysledku dostavame:
V] U = Uy + Uy . (15.6)
Takze Tesime nésledujici soustavu dvou rovnic:
my(vy — uy) = ma(ug — vg) , (15.7)

V1 + U = Uy + Vg s (158)

kde nezndmymi jsou pro nas rychlosti po srézce: uy a us.
Resenim soustavy rovnic (15.7) a (15.8) dostaneme:

my — Mo 27712

Uy = v + Vg , 15.9

! mi1 + mo ! my + Mgy ? ( )
2m1 myi — My

Uy = v — Uy . 15.10

2 mi +mo ! my + My ? ( )

Z tohoto TeSeni rovnic je vidét, ze pro m; = ms je u; = v9 a ug = vy, tedy koule

se po pruzné srazce budou pohybovat opa¢nymi sméry nez pfed srazkou a pritom
si vymeéni velikosti rychlosti.
Kdyby se koule o hmotnosti my nepohybovala (stala), tj. vo = 0, potom u; =0 a
uy = vy, tedy po pruzné srézce se zastavi koule o hmotnosti m; a druha koule se
pocne pohybovat v pivodnim sméru prvni koule a se stejnou rychlosti (m; = ms).
Opét predpokladejme, Ze koule o hmotnosti my se nepohybuje (vy = 0) a narazi do
ni koule o hmotnosti my rychlosti v;. Av8ak v tomto pripadé budeme uvazovat, ze
hmotnost m; je zanedbatelna vii¢i hmotnosti msy. V takovém pripadé dostavame
ze vztahu (15.9) a (15.10), Ze u; = —v; a uy = 0, tedy koule o hmotnosti msy se
po pruzné srazce nebude pohybovat a koule o hmotnosti m; se od ni odrazi (tj.
méa opac¢nou orientaci) se stejnou rychlosti jakou do druhé koule narazila.




1 Faxuita
EEEEEEEEEEEEEE " 222
€VUTV PRAZE

pred srazkou

m mo

po srazce

my + mo

Y

Obrézek 15.2: Dokonale nepruzna srazka dvou kouli.

15.4 Dokonale nepruzna celni srazka

Tentokrat budeme uvazovat dvé koule, které jsou dokonale nepruzné. Pti srazce se
obé koule deformuji a zaklesnou se do sebe, takze se pak pohybuji jako jediny celek
(Castice) o hmotnosti my+ms s rychlosti u, viz obr. 15.2. Pti tomto druhu srazky se
mechanickd energie nezachovava, nebot se jeji ¢ast preméni na deformadcni praci
a teplo. AvSak pri nepruzné srazce se zachovava hybnost soustavy uvazovanych
kouli, tedy

mivy + move = (my + ma)u. (15.11)

Odtud po dokonale nepruzné srazce kouli pro vyslednou rychlost u dostavame!:

y M1Vvy + MoVo _ P + Py . (15.12)
my + me my + Mo

Protoze uvazujeme celni srazku, tak odtud muzeme psat, ze

= T maty (15.13)
my1 + mo

O vysledné orientaci spole¢né rychlosti po dokonale nepruzné srazce rozhoduji
velikosti jejich hybnosti pfed srdzkou. Budou-li hybnosti shodné co do velikosti
(lv1] = |ve]), tak po dokonale nepruzné strazce se spojena télesa (koule) nebudou
pohybovat.
Ubytek energie spojeny s deformacni praci a uvolnénym teplem pii dokonale ne-
pruzné srazce spoc¢itame jako rozdil kinetickych energif pied srazkou a po dokonale
pruzné srazce:

1 1 1
AE = AT = imlvf + =mavs — §(m1 +mg)u® =

2
1, 1,1 (myvy 4+ mavy)®
5"MVL T 5Mav 2(m1 + my) (e
(my + ma)myvi + (my + ma)mavs — (Myvy + movs)

2(mq + mo)

2

mimso 2
_ — . (15.14
2(mq + mo) (1 = v2) ( )

!Tento vysledek bychom dostali i v piipadé, Ze by se nejednalo o srazku p¥imou.
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Priklad 15.4.1

Prikladem dokonale nepruzné srazky je srazka stiely s balistickym kyvadlem, viz
obr. 15.3, které se nachazi v homogennim tihovém poli Zemé a na jeho nepruzném
zévésu zanedbatelné hmotnosti majici délku [ je zavésena bedynka vyplnéna pis-
kem a celkova hmotnost tohoto zavazi je mo. Do bedynky vlétne stiela vodorovnou
rychlosti v; a uvazne v ni. Kyvadlo se po vniknut{ stiely vychyli o maximéalni thel
©m. Urcete velikost rychlosti stiely a tibytek jeji kinetické energie AT.

vy M

Obrézek 15.3: Balistické kyvadlo.

Reseni:
Z rovnice (15.11) si vyjadiime velikost rychlosti stiely v, (ve = 0):
L L (15.15)
m
Kineticka energie soustavy se pii této srazce nezachovava, ale pfi kmitech balis-
tického kyvadla plati Zakon zachovani celkové mechanické energie, t;j.

%MUQ = (ma4T75)gl(1 — cos o) - (15.16)
Odtud si vyjadiime rychlost bedynky se stielou, ktera v ni uvézla:
u=/2gl(1 — cosp,,) . (15.17)
Jeji hodnotu dosadime do vztahu (15.15) a dostaneme hledany vztah pro velikost
rychlosti stiely pred jejim vniknutim do bedynky:

v = W\/Zgl(l — COS Ppy) - (15.18)
1

Ubytek kinetické energie stiely spocitame dosazenim do vztahu (15.14):

AT — m1Ma V2 — mM1Ma (m1 + m2)229l(1 — cos <,0m) _

2(m1 + mg) ! 2(m1 + mg) m%

ma(my + ms)
mq g

I(1 —cospy,) . (15.19)
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Kapitola 16

Mechanika tuhého télesa

16.1 Zakladni pojmy

Pod pojmem téleso budeme rozumét urcity objem V', ktery je néjakym zptisobem
vyplnén spojité! nebo nespojité hmotou. V pifpadé spojitého vyplnéni objemu
V' hmotou ma smysl zavést objemovou hustotu p. Objemova hustota v uvazova-
ném misté o polohovém vektoru r (v bodé P o polohovém vektoru r) je déna

nésledujicim vztahem

()= lm 2"
) = Jim 77

kde AV je objem obklopujici bod P a Am je hmotnost této ¢asti objemu. Ze
vztahu (16.1) vyplyva, ze

(16.1)

dm = p(r)dV . (16.2)

Pro homogenni téleso (s konstantni hustotou) plati, ze
(16.3)

kde m je hmotnost celého télesa.
Pro hmotu rozlozenou v tenké vrstvé je mozné podobnym zptsobem zavést plos-

nou hustotu
Am
= lim — 16.4
o(r) = Jim 3% (16.4)
kde AS je plocha obsahujici bod P a Am je hmotnost této ¢asti plochy.
V pripadé, ze hmota je rozlozena podél néjaké kiivky, zavadime zcela analogicky
linearni hustotu
Am
= lim =—
mr) = fm A
kde Al je ¢ast kiivky obsahuji bod P a Am je hmotnost této ¢asti kiivky.

(16.5)

Obecné téleso muze konat tii druhy pohybu:
1. posuvny (translacni),

2. otacivy (rotacni),

Vime, Ze viechna télesa jsou tvofena atomy. Je-li uvazovany objem tvofen velkym mnozstvim
atomt, lze odhlédnout od nespojité struktury a povazovat rozlozeni hmoty za spojité.
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3. deformadni.

Pod pojmem tuhé téleso chapeme téleso, u néhoz je vzajemné vzdalenost jednot-
livych bodi neménnéa (nedeformuje se). Tuhé téleso muze vykonavat pouze dva
druhy pohybu, tj. posuvny a otacivy.

Vzhledem k tomu, Ze tuhé téleso muze byt reprezentovano hmotnymi body, které
vic¢i sob& neméni vzdélenost, tak vSechny zavéry odvozené pro soustavu hmot-
nych bodi muzeme pouzit i pro tuhé téleso. Pro pfevod vztaht platnych pro
soustavu hmotnych bodi na vztahy pouzitelné pro tuha télesa se spojité rozloze-
nou hmotou muzeme pouzit nasledujici pfevodni vztahy:

Ptevodni vztahy

> famn = /fdm, > fm, - /fdm, (16.6)

kde f,, resp. f,, je néjaka skalarni, resp. vektorova, fyzikalni veli¢ina vzta-
hujici se k n-tému hmotnému bodu, kde m,, je jeho hmotnost a f = f(r),
resp. f = flr), je spojita skalarni, resp. vektorova, funkce pres hmotnost
télesa se spojité rozlozenou hmotou.

JelikoZ je nevhodné integrovat pres hmotnost télesa, tak pomoci vztahu (16.2)
prevedeme integral (16.6) na objemovy integral

/ fpdV . (16.7)

Z divodu lepsi prehlednosti textu budeme nadale tuhé téleso oznacovat
jen pojmem téleso.

Pro hmotny stied télesa, ktery jsme si zavedli pro soustavu HB (14.16), mizeme
na zékladé transformacniho vztahu psat, ze

B J, rdm _ J p(r)rdv
- [odm T [, pdV

Poznamenejme, Ze integral ve jmenovateli vyrazu (16.8) predstavuje celkovou

hmotnost télesa, tj.
m:/dm:/pdv. (16.9)
m \%4

Je-li hustota konstantni, potom muZeme piepsat vztah (16.8) do tvaru

B pfvrdV B fvrdV
n m v

Ig (16.8)

rs (16.10)
Urcéenim objemové hustoty jako funkce polohy p = p(r) je vlastné urcena i hranice
telesa, tj. té€leso se nachézi tam, kde p # 0, mimo téleso je p = 0.

Poloha télesa je jednoznac¢né urcena polohou jeho tii bodu, které nelezi soucasné
na jedné pifimce. Vzhledem k tomu, Ze se vzajemna vzdéalenost mezi takovymito
body neméni, existuji mezi body tii vazby, takZe pocet stupnii volnosti télesa
§=3-3-3=9-3=6.
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16.2 Posuvny a otacivy pohyb télesa

Pii ¢isté posuvném pohybu jsou drahy vSech bodu télesa totozné (jsou jen vidi
sob& posunuté), v libovolném ¢asovém okamziku ¢ = t; se tyto body pohybuji
stejnou okamzitou rychlosti (v(ry,t;) = v(re,t;) = v(t;)), viz obr 16.1, proto
1ze zkouméni posuvného pohybu pfevést na zkouméani pohybu jediného z bodi,
nejcastéji hmotného stredu. Tedy téleso pii posuvném pohybu mtzeme nahradit
jednim HB o hmotnosti celého télesa, ktery umistime do jeho hmotného stfedu
a prisoudime mu okamzitou rychlost v(t), kterou se téleso pohybuje. Kineticka
energie pri Cisté posuvném pohybu je:

T(t) = %va(t) : (16.11)

kde m je hmotnost celého téles a v(t) je velikost jeho okamzité rychlosti.
Hybnost télesa pii posuvném pohybu je déna jako

p(t) = mv(t) . (16.12)

vvvvvv

Vi =V

1/1 \ %0

77 e

Obrazek 16.1: Posuvny (translacni) pohyb télesa v riznych ¢asovych okamzicich.

rozdeélit na dva druhy otaceni:

1. otaceni kolem pevné osy — je to pohyb, u kterého ztstavaji v klidu body lezici
na ose otaceni, tedy v klidu zistava jedina primka v télese (prochazi-li osa
otaceni télesem),

2. otaceni kolem pevného bodu — je to pohyb, u kterého ztustava v klidu jediny
bod v télese (je-li pevny bod soucasti télesa).

Pfi rotaci kolem pevné osy (osa rotace) o body télesa lezici na ose rotace zusté-
vaji v klidu a kazdy jiny bod télesa opisuje kruznici, jejiz stfed lezi na ose rotace.
Samotna kruznice, kolem které obihaji body mimo osu rotace, lezi v roviné prolo-
zené uvazovanym bodem kolmo na osu rotace, viz obrazek 16.2. Okamzita thlova
rychlost w(t) = w(t)w® (W = konst.) bodi pohybujicich se po kruznici je pro
vSechny body stejna. Z kinematiky hmotného bodu vime, Ze pro okamzitou rych-
lost v muZeme psat, ze

V=wXTr. (16.13)
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I
lw(t) = w(t)w®

w' = konst.

I

Obrazek 16.2: Otaceni (rotace) télesa kolem pevné osy.

Vyraz pro okamzitou obvodovou rychlost (16.13) je mozné také psat tak, ze roz-
lozime polohovy vektor do dvou slozek, kdy jedna je rovnobézna s osou otaceni
(rotace) a druhd je na ni kolméa (r=r, +ry):

VE=WwXr=wxX(r +r)=wxr +wxr=wxr, . (16.14)

=0

Pro uhlovou rychlost w a thlové zrychleni e pii tomto otaceni plati, ze w || .

Pri rotaci kolem pevného bodu A se kazdy bod télesa, vyjma pevného, po-
hybuje po kulové plose se stfedem v pevném bodé. Rotaci kolem pevného bodu
si mizeme pfedstavit jako rotaci kolem osy, kterd s ¢asem méni svoji polohu v
prostoru, pricemz tato osa vzdy prochézi pevnym bodem, okolo kterého se rotace
uskuteciiuje. Této ose pak rfikdme okamzita osa otaceni. Tedy obecné orientace oka-
mzité osy otaCeni neni vazéna (fixovana) ani v prostoru, ani v télese, které kolem
ni rotuje. Vektor hlové rychlosti w lezi na okamzité ose rotace. Diky této skutec-
nosti vektor w méni v ¢ase nejen svoji velikost, ale i orientaci, tj. w(t) = w(t)wO(t).

Vzhledem k tomu, Ze
dw

dt ’
takZze w a € jiz nejsou rovnobézné, viz obrazek 16.3.

e = (16.15)
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u{(f+df) = w(t+df)w0(f+df)

o~ T\ /
\‘ V4 \\.\ /,0
dw
wif) = w(t)w’(t)
\
e(t)
I
(@) Y

T

Obrazek 16.3: Otaceni (rotace) télesa kolem pevného budu A — okamzita osa ve
dvou ¢asovych okamzicich vzdalenych od sebe o dt.

16.3 Obecny pohyb télesa

Uvazujme téleso, ve kterém zvolime bod A, ktery predstavuje pevny bod otaceni.
Timto bodem bude v kazdém casovém okamziku vzdy prochéazet okamzité osa
otaceni o(t), na které lezi okamzity vektor thlové rychlosti w(t). Necht bod A
je soucasné pocatkem carkované soutadnicové soustavy, kterd je pevné spojena
s vySetfovanym télesem, takze se jedna o neinercialni vztaznou soustavu, jelikoz
téleso vykonavé obecny pohyb, viz obr. 16.4. Z tohoto je vidét, Ze polohovy vektor
rax ukazuje z pohledu ¢arkované soustavy na néjaky bod v télese X. Z pohledu
carkované soustavy se jevi tento polohovy vektor jako neménny. Na obr. 16.4
je zachycena jesté neCarkované soustava s pocatkem v bodé O a tuto soustavu
uvazujeme jako inercidlni. Polohovy vektor ry ukazuje na bod X a polohovy
vektor ry na bod A z pohledu necarkované soustavy. Tedy plati, ze

I'sy =TI'jp+Tax . (16.16)

Tuto rovnici zderivujeme podle ¢asu, ¢imZ obdrzime ¢asovou zménu polohovych
vektort, tak jak je vniména z pohledu necarkované soustavy:

drx dry drax
ETRRRT + T (16.17)

Tuto rovnici muzeme vyjadfit pomoci okamzitych rychlosti:

dr
Vy = V4t df;X . (16.18)
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z
Vx
\ A X ;
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' A
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0] Yy

Obrézek 16.4: Geometrické situace pro popis obecného pohybu télesa.

Protoze ¢arkovana soustava je neinercidlni vztaznou soustavou, kterd rotuje ko-
lem okamzité osy otaceni, tak mizeme ¢asovou zménu polohového vektoru rax z
pohledu necarkované inercialni vztazné soustavy vyjadrit pomoci jiz zavedeného
operatoru pro neinercialni soustavy (8.11) jako

d d
Z?X = S?X 4w X Tax =w X I'gx . (16.19)
——

=0

Tento vysledek dosadime do rovnice (16.18), ¢imz dostavame:
Vy = V4 +wW X T4x . (16.20)

V této rovnici vy je okamzitd rychlost bodu X z pohledu inercialni soustavy a
v, je okamzita rychlost bodu A, tj. po¢atku neinercidlni vztazné soustavy pevné
spojené s télesem a soucasné predstavuje okamzitou rychlost posuvného pohybu,
jehoz trajektorie je vyznacena na obrazku fialovou kiivkou. Druhy ¢len na pravé
strané této rovnice reprezentuje okamzitou rychlost otacivého pohybu kolem oka-
mzité osy otaceni. Rovnice (16.20) je matematickym vyjadfenim tzv. Chaslesovy
véty.

Chaslesova véta

Koné-li tuhé téleso obecny pohyb, je ho mozné v kazdém okamziku rozlozit
na pohyb otacivy a pohyb posuvny a tyto pohyby vysetfovat zvlast.

Otézkou ziistava, jak volba bodu A ovlivni okamzitou rychlost otac¢ivého pohybu,
potazmo thlovou rychlost. Abychom mohli na tuto otazku odpovédét, tak vyjdeme
ze situac¢niho obrézku 16.5. Na situa¢nim obrazku jsou zobrazeny dvé neinerciélni
vztazné soustavy pevné spojené s télesem. Soustava jednou ¢arkovand ma pocatek



AR cpcna 230

oRB, 0A;

Nz
wpB C\

\ z'
Vx "B
! ] 77
o -.‘ S ‘: )_1/
i A
2 ' v
“ : ‘ Yy
rp | .'L"
A
(@) )

Obrazek 16.5: Geometricka situace pro vysSetfovani volby pocatku neinercialni
vztazné soustavy.

v bodé A a soustava dvakrat ¢arkovana ma pocatek v bodé B. Z tohoto obrazku
je ziejmé, Ze
rp :rA+R. (1621)
Zderivujeme tuto rovnici podle ¢asu a pouZijeme vztah (16.20), ve kterém si rych-
losti vyjadiime pomoci ¢asovych derivaci odpovidajicich polohovych vektori, kde
X =18B:
drg  dra dR dra

Sre A= rus xR (16.22)

Ze vztahu (16.21) muzeme psat:
ra=rg—R. (16.23)

Opét tuto rovnici zderivujeme podle ¢asu a pouZijeme vztah (16.20) podobné jako
v predchozim pripadé:
dr A dr B dR’ dr B I'p

d
_ _ R = 4B _ R. 16.24
dt & q Twax ar  wAar s ( )

kde R' = —R je polohovy vektor, ktery ukazuje na bod A z pohledu dvakrat
¢arkované soustavy.

Odtud

dI‘B dI‘A
—_— = R. 16.25
a @ Tear (16.25)
Takze muzeme vztahy (16.22) a (16.25) dat do rovnosti:
d d
§+waR:%+waR. (16.26)

Odtud vidime, ze musi platit:

wa(t) = wp(t) = w(t) . (16.27)
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Protoze jsme body A a B zvolili libovolné, tak uvedeny vysledek musi platit
obecné. Odtud vyplyva véta:

Véta o stejnych tihlovych rychlostech

VSechny soustavy pevné spojené s télesem se otaceji kolem okamzitych os,
které jsou rovnobézné a otaceji se se stejnou okamzitou tthlovou rychlosti.

Vyjadiime si vztah (16.24) pomoci okamZitych rychlosti a zohlednime zavér
(16.27):
vi=vp—wXR. (16.28)

Z rovnice (16.28) je vidét, Ze je mozné vzdy vybrat poc¢atek A soutadnic soustavy
pevné spojené s pohybujicim se télesem tak, ze jeho okamzita translac¢ni rychlost
je rovna nulovému vektoru (v4 = 0), takZe pohyb télesa v daném okamziku bude
Cistou rotaci vzhledem k ose prochézejici bodem A (pocéatkem), takze rychlost
libovolného bodu télesa pozorovana z pohledu inercialni vztazné soustavy se bude
rovnat jen obvodové rychlosti, tj. v = vx = w xr, kde r = rax je polohovy vektor
daného bodu télesa z pohledu neinercialni vztazné soustavy majici pocatek v bodé
A, pro ktery plati, Zze posuvna rychlost je nulova.

Koné-li téleso soucasné vice rotac¢nich pohybu s thlovymi rychlostmi wq, ws, ...,
potom rychlost libovolného bodu télesa, jehoz polohovy vektor je r, bude

V=Vi+ Vot =w XIr+wyXr+--=(w+ws+...)xr=wxr. (16.29)

Ze vztahu (16.29) vyplyva, Ze pohyb nahradime jedinou rotaci s ihlovou rychlosti
w.

16.4 Pohybové rovnice tuhého télesa

Pro tuhé téleso plati vSechny zakony, které byly odvozeny pro soustavu hmotnych
bodu. Pohybové rovnice tuhého télesa mizeme vyjadrit nasledovné

1.
dp;
dt
kde p = p; = mvy je celkova hybnost télesa o celkové hmotnosti m a F* je
vyslednice vnéjsich sil.

— F (16.30)

dL

yi M* . (16.31)
Prvni rovnice je matematickym vyjadrenim tzv. tézistové véty, ktera riké, ze té-
Zisté (hmotny stred) télesa se pohybuje tak, jak by se pohyboval hmotny bod o
hmotnosti télesa pod piisobenim stejnych vnéjsich sil.
Druh& rovnice je matematickym vyjadifenim tzv. momentové véty (druhd véta
impulzova pro téleso), ktera ika, ze casova zména celkového momentu hybnosti

Pfedpoklddame
homogenni tthové
pole, takze hmotny
stfed je totozny s

vy

tézistém.
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télesa se rovnd momentu vnéjsich sil vzhledem ke stejné zvolenému pevnému (ne-
pohybujicimu se) bodu?.

poc¢itat i momenty vzhledem k t&zisti. AvSak tézisté neni pevnym bodem (bod,
ktery se nepohybuje) a pohybuje se obecné zrychlené. Tedy neni jisté, zda druha
véta impulzova plati i pro tézisté. Abychom mohli v této otézce rozhodnout pro-
vedeme néasledujici iivahy.

Uvazujme téleso o hmotnosti m a pevny bod A, pro ktery plati druhd véta im-

pulzové, tj.
dL 4
— = M, 16.32
dt A (16.32)

kde L, je moment hybnosti télesa vzhledem k bodu A a M?% je moment sily
vzhledem k bodu A.
Pro moment hybnosti vzhledem k bodu A plati:

Ly=) 1y Xmuvy,, (16.33)

kde r, je polohovy vektor n-tého hmotného bodu vzhledem k bodu A. Tento

Obrazek 16.6: Geometrickd situace k urceni druhé véty impulzové vzhledem k
tézisti.

Ly =Y ([Ry+rr) x my(vr+ V,)] =

n

<Z man> X vy + ZR" X my, V,, + rr X ZmnVn +rp x mvy . (16.34)

2Da se ukazat, Ze timto bodem miize byt i hmotny stfed, viz nize.
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S ohledem na vztah (14.16) plati

mrr =Y muR, (16.35)

Yvoew

nosti je vztah (16.35) roven nulovému vektoru, tj.
> muR,=0. (16.36)

vy

ZmnVn = Zmn% = %Zman =0. (16.37)

S ohledem na rovnosti (16.36) a (16.37) upravime vztah (16.34)

LA:rTmeT—l—ZRnxmnVn:rTxpT+LT, (16.38)

vy

Pro moment sily vzhledem k bodu A dospéjeme k analogickému transformac¢nimu
vztahu jako v pfipadé momentu hybnosti vzhledem k témuz bodu (16.38), tedy

M, =rr x F*+ Y R, x F, =rp x F* + M, (16.39)

kde F* je vyslednice vnéjsich sil pusobicich na téleso.
Po dosazeni vztaht (16.38) a (16.39) do rovnice (16.32) a po prislusném derivovani
dostaneme

EXP—FI‘TXE—'—F:PTXF—{—M%. (1640)
0
=vpXp=

Z prvni véty impulzové plati, ze dp/dt = F*, takze se nam rovnice (16.40) redukuje
na

dL
d—tT — M. . (16.41)

Tato rovnice vyjadifuje momentovou vétu vzhledem k t&zisti (druhou vétu impul-

AN

pro inercialni body, ale i pro t&zisté télesa bez ohledu na jeho pohyb?3.

16.5 Rovnovaha tuhého télesa

Obecné jsou podminky rovnovahy tuhého télesa stanoveny takto:
Té¢leso je v rovnovaze, kdyZ vyslednice vnéjsich sil, ktera na néj piisobi, je nulova,

N
FF=) F,=0 (16.42)
a=1

3Teziste telesa se obecnd pohybuje neinercialng.
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a vysledny moment vnéjsich sil, které na néj piisobi, je nulovy,

N
M'=> M, =0. (16.43)
a=1
Je-1i téleso pred pusobenim vnégjsich sil, které splhuji podminky (16.42) a (16.43),
v klidu, ztstane v klidu i nadéle. Tento piipad se oznacuje jako statickd rovno-
vaha. Neni-li téleso pred plisobenim vnéjsich sil, které spliuji podminky (16.42)
a (16.43), v klidu, muze konat fadu ruznych pohybu. Tedy podminky rovnovahy
(16.42) a (16.43) jsou nutnymi, ale ne postacujicimi, podminkami pro to, aby
téleso bylo v klidu.

16.6 Otacivy pohyb télesa kolem pevné osy

16.6.1 Kinetickad energie a moment setrvac¢nosti tuhého té-
lesa
Pfi otacivém pohybu tuhého télesa kolem pevné osy thlovou rychlosti w = ww®
(pfedpokladejme, Ze téleso posuvny pohyb nekona) se jeho kazdy bod pohybuje
po kruznici se stfedem na ose otaceni se stejnou tthlovou rychlosti, ale rozdilnou
obvodovou rychlosti. Ozna¢me hmotnost bodu tuhého télesa m,,, které se nachézi
od osy otaceni tuhého télesa ve vzdalenosti r,, viz obr. 16.7. Obvodova rychlost
tohoto bodu je:
V, =W XTI, =wX (I'n” —&—rnL) =W X Iy +W X Ty =W X Iy (16.44)
0
Odtud pro velikost obvodové rychlosti n-tého hmotného bodu muzeme psat:
Up = Wy | - (16.45)

Celkova rotac¢ni kinetické energie je dana souc¢tem kinetickych energii vsech bodi,
které tvori uvazované téleso:

1
T, = ; §mnvi . (16.46)
Dosazenim za obvodovou rychlost ze vztahu (16.45) do vztahu (16.46) dostaneme
1 1
T, = Z Emnwzrfu = §w2 Z mar? | . (16.47)

Suma ve vztahu (16.47) na rychlosti otaceni nezavisi, ale je dana jen geometrickym
rozlozenim hmoty télesa vzhledem k ose. Z tohoto duvodu zavedeme fyzikalni
veli¢inu

T=> mury, (16.48)

kterad se nazyva moment setrvacnosti vzhledem k ose otéceni.
Vztah (16.47) je mozné prepsat jako

1
T, = §Jw2 : (16.49)

Pripomenme, zZe
w L r,.
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Obrézek 16.7: Rotace télesa kolem pevné osy.

V piipadé, Ze je hmota v télese rozlozena spojité, tak na zakladé pfevodniho
vztahu (16.6) muzeme pfepsat vztah pro moment setrvacnosti (16.48) do nésle-

dujiciho tvaru
J:/ rldm = ///p(r)ridv, (16.50)
" |4

kde r, je vzdalenost od osy otaceni.

Pozn.: Vsechny vyse uvedené vztahy jsou platné i pro pfipad ¢isté rotace kolem
pevného bodu, kdy osu otaceni chapeme jako okamzitou.

Priklad 16.6.1

Spocitejte moment setrvacnosti vzhledem k ose prochézejici stiedy podstav ho-
mogenniho vélce (p = konst.), ktery ma polomér R, vysku h a hmotnost M, viz
obr. 16.8.

Reseni:

Vypocet provedeme pomoci valcovych soufadnic na zakladé vztahu (16.50), kam
za element objemu dosadime (4.81), avSak misto soufadnice p pouzijeme 7, (p
jsme pouzili pro oznaceni objemové hustoty), pfi¢emz valcové soufadnice nabyvaji



EAR v i 236

h
M
//”‘"‘\\
1 S, N
o>y Y
b

Obrézek 16.8: Homogenni vélec.

hodnot: 0 < p <21, 0<r; <R, 0<z<h:

h 27 R h 27 R4
J = /// pridV = p/ / / r3drydpdz = p/ / —dpdz =
o Jo Jo o Jo 4

V (valec)
h 4 4
R R 1 1 1
p/ 2n—dz = 2mph— = —p(rR*h)R* = ~pVR*> = ~MR* . (16.51)
0 4 4 2 2 2
Tedy hledany moment setrva¢nosti homogenniho valcového télesa je:

1
J= §MR2 : (16.52)

16.6.2 Steinerova véta

Nyni budeme hledat vztah mezi momentem setrvacnosti vzhledem k ose oy jdouci
tézistém (hmotnym stfedem) 7" a vzhledem k ni rovnobé&zné ose 04 jdouci bodem
A. Necht vzdalenost téchto os je d, viz obrazek 16.9. Kartézskou souradnicovou
soustavu volime tak, aby osa z byla totozna s osou jdouci tézistém a osa x pro-
chézela jak tézistém, tak bodem A. Z definice je moment setrva¢nosti vzhledem k

ose jdouci bodem A roven:

JA:/ 3 dm. (16.53)
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Obrazek 16.9: Dva ruzné pohledy na téleso, kterym prochazi osy otaceni or a o0y4.

Na zakladé Pythagorovy véty mizeme pro vzdalenost elementu hmotnosti od osy
otacenf o4 psét, ze 12 = (x — d)? + y?, viz obr. 16.9, pak muZzeme vztah (16.53)
upravit jako

JAZ/ [(x — d)* + 4] dm=/(d2—2xd+x2+y2>dm=

m

d2/ dm—2d/ xdm+/(x2+y2)dm:md2—2d/ wdm + Jr . (16.54)

TV
m Jr

vy

xp = 0, tedy podle vztahu (16.8) dostavame:

d
xT:O:M,: /xdm(), (16.55)
m m

odtud vyplyva, ze prostieni ¢len v posledni rovnosti (16.54) je roven nule. Takze
muzeme psat, ze
Ja=Jr+md*. (16.56)

Vztah (16.56) je matematickym vyjadienim Steinerovy véty.

Steinerova véta

Moment setrvacnosti vzhledem k ose rovnobézné s osou prochéazejici tézis-

vy

a soucinu hmotnosti télesa s kvadratem jejich vzdalenosti.

Ze vztahu (16.56) vyplyvé, Ze moment setrvacnosti daného télesa je vzdy nejmensi

vy

vzhledem k ose prochéazejici tézistém.

16.6.3 Moment hybnosti vzhledem k pevné ose

Uvazujme tuhé téleso, které se otaci thlovou rychlosti w kolem pevné osy o, viz
obrazek 16.10. Moment hybnosti télesa s diskrétné rozlozenou hmotou je definovan
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0!

w = ww?

)

w' = konst.

Obrazek 16.10: Otéaceni télesa kolem pevné osy s rozkladem momentu hybnosti
do slozek.

predpisem

L= Zrn X VM, (16.57)

odtud na zékladé prevodniho vztahu (16.6) muZeme pro moment hybnosti télesa
se spojité rozlozenou hmotou psat

L= / rx vdm , (16.58)

kde r je polohovy vektor, ktery vztahujeme k zvolenému bodu A. Moment hybnosti
L obecné zéavisi na volbé referenéniho bodu A. Pokud referen¢ni bod A zvolime
pfimo na ose rotace o, pak pro rychlost rota¢niho pohybu plati vztah

V=wXr, (16.59)

z néhoz je zfejmé, Ze vektor rychlosti v je vzdy kolmy k ose rotace o. Provedeme-li
rozklad polohového vektoru r na slozku rj, kterd je rovnobézna s osou rotace, a
slozku r, kolmou k ose rotace (viz obr. 16.10), pak plati, Ze

r=r +r.. (16.60)
Dosazenim vztahu (16.60) do rovnosti (16.59) dostaneme:

V=wX(I+r)=wXr+wxr, =wxr; (16.61)

=0
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Za povsimnuti stoji skutecnost, ze v pripadé volby referenéniho bodu A na ose
otaceni, nezavisi slozka r; na jeho poloze na ose.
Dosadime vyraz (16.60) do defini¢niho vztahu (16.58)

L/ (r”—l—rl)xvdm/r||><vdm—i—/rL><VdmLL—|—L”. (16.62)

Jak je vidét na obrazku 16.10, slozka Lj je rovnobézné s osou rotace, kdezto
slozka L, je na ni kolma. Slozku L nazyvime momentem hybnosti vzhledem k
ose rotace. Uré¢ime tuto slozku podle defini¢niho pfedpisu (16.58) a vztahu (16.62),
pricemz pouzijeme pravidlo pro dvojity vektorovy soucin ,bac-cab® (viz (4.34))

=0

——
L :/ r; X Vdm:/ r; x (w Xrl)dm:/ riwdm—/ r (w-ry)dm=
w/ ridm . (16.63)
S ohledem na vztah (16.50) muzeme vysledek (16.63) prepsat jako

L|| =Jw y (16.64)

kde J je moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose otaceni o.

Pfi¢n4 slozka momentu hybnosti L}, nemé na dynamiku rotujiciho télesa s pevnou
osou vliv, ma pouze vliv na silové reakce v loziscich osy. Z tohoto duvodu se ji
nebudeme v dal8ich avahach zabyvat.

16.6.4 Pohybova rovnice rotujiciho télesa kolem pevné osy
7, druhé véty impulzové mtzeme psit, ze

— M-e 1 .

kde M je moment vnéjsich sil vzhledem k ose otéceni.
Vztah (16.65) predstavuje podélnou slozku druhé véty implulzové.
Pro vysledny moment vnéjsich sil ptisobicich na uvazované téleso muzeme psat:

M =) 1 x Fo=> [(rn + 1) x (Fy, + Fy))] =

> (o X Foy 4o x Foy + 1y X Foy 1,0 x F ) . (16.66)
—_——— ——

n =0 =Me

nl

Druhé a tfeti ¢leny v posledni sumaci jsou kolmé k ose, tedy nemaji vliv na dyna-
miku rotujiciho télesa. Ze vztahu (16.66) spoc¢itame moment vnéjsich sil vzhledem
k ose zplusobem

M=) r, xF, . (16.67)

Do vztahu (16.65) dosadime ze vztahu (16.64):

d(Jw)
dt

= M . (16.68)
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Rovnice (16.68) predstavuje pohybovou rovnici télesa rotujiciho kolem pevné osy.
Jestlize se moment setrvac¢nosti télesa rotujicitho kolem pevné osy s ¢asem nemént,
je moZné piepsat pohybovou rovnici (16.68) do tvaru:

dw
Vzhledem k rovnobéZnosti vektoru € a MT , pracujeme zpravidla s pohybovou
rovnici ve skalarnim tvaru, tj.
Je =M . (16.70)

Jestlize na téleso nebudou pisobit zadné sily (izolované téleso) ¢i jen sily ne-
majici otac¢ivy ucinek na téleso, potom MHE = 0, tedy na zakladé vztahu (16.68)
muzeme psat:

d(Jw)
= 16.71
t.
Ly = Jw = konst. (16.72)

Vztah (16.72) je matematickym vyjadfenim Zékona zachovani momentu hybnosti
pro tuhé téleso rotujici kolem pevné osy.
Ze vztahu (16.72) je moZné psat, ze

lel = JQ(,UQ . (1673)

Odtud vyplyvé, ze dojde-li ke zméné momentu setrvacnosti J; — Jy a J; # Jo,
pak se musi zménit i thlova rychlost otécejiciho se télesa na hodnotu:

J2

Plati-li relace J; > Js, potom wy > wy.

16.6.5 Prace a vykon vnéjsich sil pii rotacnim pohybu ko-
lem pevné osy

Vyjadrime si obvodovou rychlost v,, hmotného bodu rotujiciho télesa kolem pevné
osy tthlovou rychlosti w = ww?, kde w’ = konst.:

dr, d d
Vnzd—I;:wxrnzwwOXrnZd—waXI‘n:d—f><1’n' (16-75)
Tedy
dr, d¢
—n_ r 16.
a o (16.76)
kde d
P
T _ . 16.77
at ¢ (16:77)

Odtud dostavame, Ze

d
dr, = (—‘P X rn> dt = de x 1, | (16.78)
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kde dr, = d¢ X r, predstavuje posunuti piisobisté n-té vnéjsi sily ptisobici na
n-ty hmotny bod pii pootoceni télesa o tihel dy. Pro element prace vnéjsich sil
muzeme pii pouziti rovnosti (16.78) psat , ze

dA=> F, -dr,=» F,-(dpxr,). (16.79)
Vyuzijeme pravidla pro smiSeny soucin (4.37):
k apravé vztahu (16.79)
dA:dgo-ZranZ:dcp-ZMz:Me-dgo. (16.81)

Provedeme integraci vztahu (16.81)

:/Mf.dcp:/(Mﬁ+Mi)~dcp:/Mﬁdcp. (16.82)

Ze vztahu (16.82) vyplyva, Ze praci pfi rotaénim pohybu konaji jen vnégjsi sily,
které maji nenulovy podélny moment M i vzhledem k ose otaceni. Reakce lozisek,
ve kterych je osa ota¢eni uchycena, praci nekonaji. Vztah (16.82) plati i pro rotaci
télesa kolem pevného bodu.

V pripadé, ze je otac¢ivy moment staly, tj. MHe = konst., potom je mozné piimo
ze vztahu (16.82) psat, ze

2
A= MﬁL dp = Mjj(pa — 1) = M{Ap . (16.83)

1

Z definice pro okamzity vykon vnégjsich sil s prihlédnutim ke vztahum (16.81) a
(16.77) dostavame, ze

dA  M"- M - de

— — M w —
at - dt ©=
kde P¢ je okamzity vykon vnéjsich sil pii rota¢nim pohybu.

Ze vztahu (16.82) pro konstantni moment setrvacnosti télesa pii pouziti vztahi
(16.49), (16.69) a (16.77) vyplyva:

Pe = (Mi + M) -w=M w=Muw, (1684

d w2 1
/ Mdp = / Jﬁwﬂf J/ wdw:§J(w§—wf):TT2—Tr1,
w1
(16.85)

coz je v souladu s obecnym zavérem (9.23).

Priklad 16.6.2

Homogenni vilec o hmotnosti m = 5 kg a poloméru r» = 0,05 m rotuje kolem své
centralni osy z klidu s konstantnim thlovym zrychlenim ¢ = 3 rad s~2. Spocitejte
velikost momentu hybnosti vnéjéi sily Vzhledem k ose otaéeni ktery je pfiéinou

v

a kinetickou energu valce po Jeho sedmi otackach.
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Reseni:

Pro vypocet momentu vnéjsich sil vyjdeme z pohybové rovnice pro rota¢ni pohyb
kolem pevné osy otaceni (16.70), kde pouzijeme moment setrvacnosti valce (16.52)
a dosadime hodnoty ze zadéni:

1
Mff = Je = 5mr?g =0,01875 Nm . (16.86)

Uhel otoceni po sedmi otackach je:
Ap="T7-2r = 14r rad . (16.87)
Tento thel dosadime do vztahu (16.83):
A= M{Ap =0,26257 J. (16.88)

Protoze byl valec v pocatku v klidu, tak se rotacni kinetickd energie musi rovnat
vykonané préaci, viz vztah (16.85), kde 7,1 = 0 J. O této skutecnosti se miazeme
piimo presvédéit dosazenim do vztahu (16.85). Abychom mohli do tohoto vztahu
dosadit rota¢ni kinetickou energii vélce, tak nejdfive musime spocitat jeho thlovou
rychlost po sedmi otackach. Vyjdeme ze vztahu (6.64):

1 2A

Ap=—ct? = =22 (16.89)

2 €
Dale pouzijeme vztah (6.63), ktery umocnime na kvadrat a dosadime za t? ze
vztahu (16.89):

2240

W= == =2Ape . (16.90)
5
K vypoctu rota¢ni kinetické energie pouzijeme vztah (16.49):
1 11
T, = QM = §§mT22Agpa =0,26257 J . (16.91)

Z porovnani vysledki je ziejmé, ze A = T,.

16.7 Rotace kolem pevného bodu

Uvazujme téleso o hmotnosti m konajici obecny pohyb, ktery, jak jiz vime, je
slozeny z pohybu translacniho a rota¢ntho kolem pevného bodu. Ozna¢me tento
pevny bod jako A. Timto bodem bude prochézet okamzita osa rotace o(t) s oka-
mzitou uhlovou rychlosti w(t), viz obr. 16.11.

16.7.1 Kinetickd energie obecné pohybujiciho se télesa a
Konigova véta

Na zakladé prevodniho pravidla (16.6) si vyjadiime vztah pro kinetickou energii
télesa se spojité rozlozenou hmotou o celkové hmotnosti m:

1 1
T:ZTnzéz:mnva = T:§/v2dm. (16.92)
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Obrézek 16.11: Obecny pohyb télesa.

Rychlost n&jakého bodu télesa X je dana vztahem (16.20), kde oznacime vy = v
arax =r (viz obr. 16.11):
V=vaitwXxr. (16.93)

Odtud miizeme psat:

V2 =v.v=(Vaitwxr) (vatwxr) =v3+va (wxr)+(wxr) vi+(wxr)? =
v+ 2va - (wx )+ (wxr)?. (16.94)

Posledni ¢len si vyjadiime pomoci vektorové identity:
(a x b)* =a’h* — (a- b)?, (16.95)

pricemz si rozlozime polohovy vektor r na dva vektory, kdy jeden je rovnobézny
s okamzitou osou rotace a druhy je na ni kolmy: r = r + r, tedy

2
(wxr)?=(wx (ry+r)) =(wxrj+wxr))’=wr! —(w-r)’=wr?}.

~0 =0
(16.96)
Takze vztah pro kvadrat velikosti rychlosti (16.94) mizeme odtud vyjadrit jako

v? =04 4+ 2va - (W x 1) +wir? . (16.97)



EEEEEEEEEEEEEEEE 244
€VUTV PRAZE

Tento vztah dosadime za v? ve vztahu pro kinetickou energii (16.92), pricemz k
upravé pouzijeme vztahy (16.8) a (16.50):

1 1
T=§/vzdm=§/<vi+2m-<wxr)+wzri)dm=

1
2
1 2,2 12
(VA-(wxr)dm—kE wrldmzév/, dm+va- |wx [ rdm | +

~—.— O\ =

=m =mrr

1 1 1
§w2/ r2dm = §mv§1 +va- (w X rr)m + §Jw2 - (16.98)

=J

Tedy kineticka energie obecné se pohybujictho se téles je dana nasledujicim vzta-
hem, kde jesté pouZzijeme tupravu na zakladé identity pro smiSeny soucin (4.37):

1 1 1 1
T= Emvzﬁ— iJWQ +va-(wWxrp)m= imvi%— §Jw2 +rr-(vaxw)m. (16.99)

Prvni ¢len na pravé strané reprezentuje kinetickou energii transla¢niho pohybu a
druhy ¢len odpovida rotac¢ni kinetické energii. Velikost posledniho ¢lenu souvisi
s volbou pocatku vztazné soustavy pevné spojené s pohybujicim se télesem a je
nulovy za téchto ¢tyfech okolnosti:

vy

1. Zvoleny pocatek A je totozny s tézistém télesa (A = T, tj. tézistova sou-
stava) = rr = 0.

2. Transla¢ni pohyb se déje ve sméru okamzité osy rotace, tj. va || w.
3. Konéa-li téleso ¢isté posuvny pohyb, tj. w = 0.

4. Téleso koné ¢isté rotaéni pohyb, tj. v4 = 0.

Vv

VI = Vps+wXTIp = WX I =Vp—Vy. (16100)

Vysledny vztah dosadime do rovnosti (16.99), ¢imz dostaneme:

1 1
T = §mvi + §Jw2 +va-(vp—va)m. (16.101)
Tento vztah je matematickym vyjadfenim Koénigovy véty.
Pro tézistovou soustavu, tj. A = T a v4 = vy, posledni ¢len na pravé strané vztahu
(16.99), resp. (16.101) je nulovy, takZe pro kinetickou energii vySetiovaného télesa
dostavame, Ze

1 1
T = 5mv% + §JTw2 =T, +T, . (16.102)

V dalsi ¢asti textu budeme predpokladat jen ¢isté rota¢ni pohyb télesa (kolem
pevného bodu A), takze vy = 0 = v =w X r, takze

1
T = 2Jw2 =T, . (16.103)
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16.7.2 Moment hybnosti télesa ¢isté rotujiciho kolem pev-
ného bodu a tenzor setrvac¢nosti

Pro téleso ¢isté rotujici kolem pevného bodu (vs4 = 0) musi platit na zakladé
vztahu (16.20) (kde oznacime vy = v a rax = r) pro rychlost libovolného bodu
télesa z pohledu inercidlni soustavy néasledujici vztah:

V=wXTr. (16.104)

Pro vztaznou soustavu pevné spojenou s rotujicim télesem s poc¢atkem v bodé A
budeme kvili jednodussimu zapisu oznacovat soutradnice x1, x5 a x3, tedy i slozky
vektori z pohledu této soustavy budou rozliSeny ¢iselnymi indexy.

Vyjadiime si moment hybnosti uvazovaného télesa vzhledem k bodu A (poc¢atek
vztazné soustavy) pomoci vztahu (16.58), kam dosadime ze vztahu (16.104):

L = <L17L27L3) = /

m

rx vdm = / rx (wxrydm. (16.105)

Pro dvojity vektorovy souc¢in v tomto vztahu pouzijeme pravidlo ,bac-cab“ (viz
(4.34)), ¢imZ dostaneme:

L= (L, Ly L3) = / [r*w — r(w - r)]dm , (16.106)

m

kde

3
r=(z,20,23), r*=a]+13+2;, w=(w,ws,w3) & W-I= ijxj .
j=1
(16.107)
Pro i-tou slozku (i = 1,2,3) vektoru momentu hybnosti uvazovaného télesa mu-
zeme na zakladé vztahu (16.106) psat:

3
L; = / [wirg —x; ija:j] dm, 1=1,2,3. (16.108)
m j=1

Slozku vektoru okamzité thlové rychlosti w; si vyjadiime pomoci Kroneckerova
delta (4.5) nasledujicim zpuisobem:

3
wi= Y wiy, i=1,23. (16.109)
j=1

Za takhle vyjadrenou slozku uhlové rychlosti dosadime do vztahu (16.108) a upra-
vime:

3 3 3
Lz‘ _ / !72 ij5ij — ijgjj] dm = ij/ (TQ(SZ»]‘ — 1’1'37]‘) dm .
m j=1 j=1 1 m

j: \ J/

~~

=Jij

(16.110)
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Takze odtud dostavame:

3
Li=)Y Jywj, i=123, (16.111)
j=1
kde
Ji:/ (r*0;; — ziz;)dm, 1,5 =1,2,3 (16.112)

jsou slozky tenzoru setrvanosti, ktery muzeme pomoci pievodniho vztahu (16.6)
vyjadrit i pro téleso tvoreného soustavou hmotnych bodi:

Ty =Y (1285 — taitns) M, 0,5 =1,2,3. (16.113)

n

Uvazujeme-li objemové téleso (dm = pdV'), tak ze vztahu (16.112) muZeme psat:

Jij = / (67;]'7"2 — xlx]) dm = /// p(l‘) (57;]'7’2 — l'l.Z'j) dV s ’L,] = ].7 2, 3 .
" 1%

(16.114)
Protoze obecné vektor momentu hybnosti L a vektor tihlové rychlosti w télesa
maji nestejnou orientaci, tak ze vztahu (16.111) vidime, ze slozky tenzoru setr-
vacnosti nam umoznuji si vyjadrit jednotlivé slozky vektoru momentu hybnosti
pomoci slozek vektoru thlové rychlosti a tim je dévaji do vztahu.
Tenzor setrvacnosti je tenzorem 2. fadu a v maticovém tvaru si ho pomoci slozek
muzeme zapsat jako

Jin Jio Jis
7 = Jor Joo Josz | - (16.115)
J31 Jso o I3

Jednotlivé slozky tenzoru setrvaénosti si muzeme vyjadfit pomoci vztahi (16.112)
nebo (16.113):

fm(r2 —a3)dm - fm r1rodm  — fm r123dm

T - — [ woxadm [ (r? —a3)dm  — [ xpxsdm | o (16.116)

— [ xsxidm  — [ x3x0dm r? —a2)dm
m m m 3
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Zn m”(r?z - w?ﬂ) - Zn MpTn1Tn2 - Zn MpTn1Tn3
= - MpTp2Tnl mp\T, — X9 - MpTnalng : :
T=| -5, S mard —ay) -, (16.117)
— D MaTn3Ta1 = D, MaTp3Tn2 Do, Ma(Th — 233)

Z maticovych vyjadreni tenzort setrvac¢nosti (16.116) a (16.117) vidime, Ze tenzor
setrvacnosti <7 je symetricky tenzor, tj.

To znamené, Ze tenzor setrvacnosti lze diagonalizovat, coz znamena, Ze pro kazdy
vztazny bod A existuje takova privilegovana pravouhla souradnicové soustava, ze
vzhledem k ni vSechny devia¢ni momenty vymizi. Osy této vyznacéné souradnicové
soustavy se nazyvaji hlavni osy setrvacnosti télesa v uvazovaném bodé. Momenty
setrvacnosti pro tuto vyznacnou soutadnicovou soustavu Ji, Jo a J3 se nazyvaji
hlavni momenty setrvacnosti. Pro hlavni osy setrvacnosti mizeme tenzor setrvac-
nosti tedy zapsat jako

J 0 0
T=|o 1 ol (16.119)
0 0 J

Prvky na diagonale matice (16.116) nebo (16.117) nazyvame momenty setrvac-
nosti vzhledem k osam, tj. J;; je moment setrvacnosti vzhledem k ose x; neboli
k ose z, Jyo je moment setrvacnosti vzhledem k ose x5 neboli k ose y a Js3 je
moment setrvacnosti vzhledem k ose x3 neboli k ose z. Prvky matice (16.116)
nebo (16.117), které se nachézeji mimo diagonélu se nazyvaji deviaéni momenty.
Devia¢ni momenty jsou mirou dynamické nevyvazenosti télesa pfi jeho otaceni,
vice informaci viz 16.9.

Pro rota¢ni kinetickou energii (16.103) mizeme s vyuzitim vztahu (16.64) psat:

1 1 1 1 1
TT:iJwQ:EJw-wzﬁL”-w:§(L||+Ll)-wzéL-w. (16.120)

Tedy
1
T, = §L ‘W . (16.121)
Tento vztah nam ukazuje, jak lze si vyjadfit rota¢ni kinetickou energii télesa
pomoci jeho momentu hybnosti a tthlové rychlosti.
Vyuzijeme-li vztahu (16.111), pak je mozné vyjadiit rota¢ni kinetickou energii
(16.121) jako

T, = %L w = %ZLW = %ZZ Jijwiw; . (16.122)



KKKKKKKKKKKKKKKK 248
€VUTV PRAZE

3 3

= % Y Twiw; (16.123)

i=1 j=1

Na zakladé vztahu (16.49) je mozné také psat, ze

T, = %L w= Z Z Jijwiw; . (16.124)

11]1

Je zde nutné zminit, Ze moment setrvacnosti J je poc¢itan vzhledem k okamzité ose
rotace o(t), jejiz orientace je dana jednotkovym vektorem thlové rychlosti w®(t),
takze moment setrvacnosti se obecné s Casem miize ménit, tak jak se méni orien-
tace okamzité osy otaceni. Proto spravné bychom méli moment hybnosti zapisovat
zptsobem jako J©"®) avsak k viili lepsf piehlednosti tak ¢init nebudeme, ale je
nutné si tuto skutecnost uvédomovat.

Pozn.: Je potieba si uvédomit, ze vSe bylo odvozovano vzhledem k okamzité ose
otaceni, ktera obecné méni s ¢asem svoji orientaci, tedy vektor tthlové rychlosti
se jak do velikosti, tak do orientace s Gasem také méni, tj. w(t) = w(t)w(¢).
Proto vsechny vyskytujici se veliciny ve vztazich jsou obecné zavislé na case,
takze veli¢iny uvedené ve vztahu lze pouzit vzdy pro konkrétni ¢asovy okamzik.
Avsak odtud také vyplyva, Zze je mozné tyto vztahy pouzit i pro pripad rotace
télesa kolem pevné osy.

16.7.3 Moment setrvac¢nosti vzhledem k libovolné orientaci
osy otaceni a elipsoid setrvacnosti

Na zakladé poslednich dvou rovnosti ve vztahu (16.124) muzeme psat:

3 3
ZJUMZ“J S5 gl (16.125)

1 j=1 i=1 j=1

J =

3 3

(2

kde wp, resp. w) jsou slozky jednotkového vektoru hlové rychlosti: w® = (w?, wd, wg).

Jednotkovy vektor tthlové rychlosti je mozné si také vyjadrit pomoci jeho sméro-
vych kosinta (4.10), viz obr. 16.12, tj.

W’ = (W, wd, wl) = (cos a, cos B, cos7) . (16.126)
Ze vztahu (16.125) je vidét, ze i kdyz mé téleso sebekomplikovanéjsi tvar a i kdyz
je nehomogenni, staci urcit (tfeba experimentalné) moment setrvacnosti J vzhle-
dem k Sesti riznym osam (vyuzivame toho, Ze tenzor setrvacnosti je symetricky)
w? prochazejicim stejnym bodem A. VyFeSenim piisluiné linearni soustavy rovnic
pak dopocitame slozky tenzoru setrvacnosti.
Necht zname slozky tenzoru setrva¢nosti uvazovaného télesa, pak kdyZz chceme
spocitat moment setrvacnosti J vzhledem k ose otaceni prochéazejici bodem A a
svirajici s osami soufadnicové soustavy pevné spojené s télesem (Azizox3) smé-
rové uhly «, 8 a ~y (viz obr. 16.12), pak na zakladé vztahu (16.125), kam za slozky
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T3
wl = cos~y
W3 = COS7Y o(t)-
R = [.’17] , L, 5173]
Q 0 _
| wsy = cos 3
w? = COS (v : )

___________________________________________________

Obrazek 16.12: Jednotkovy vektor tihlové rychlosti w® (vztazna soustava pevné
spojena s rotujicim télesem, Axjxaxs).

jenotkového vektoru tthlového zrychleni dosadime prislusné smérové kosiny, do-
stavame:

J = Ji1 cos® a + Jag cos® B + Ja3 cos®
— 2J1p cosacos f — 2Ja3 cos B cosy — 213 cosacosy . (16.127)
Na obr. 16.12 je vyznacen bod R = [x1, z, x5, pro ktery plati, ze
1
Vi
Potom na zakladé vztaha (4.10) mtizeme psat, ze
=VJzy, cosy= T Vizs .

|AR|
(16.129)
Dosadime odtud za smérové kosiny du rovnice (16.127), ¢imz dostaneme:

|AR| = (16.128)

€

|AR|

T2

|AR|

:\/jxl, cos B =

Cos ¥ =

J = JnJ.TJ% + JQQJ.%% + J33J$§ — 2J12J£L’11'2 — 2J23J{L'2$3 — 2J13J£L’1£L'3 . (16130)
Podélime tuto rovnici momentem setrvacnosti J, takze dostavame:
JH(IJ% + JQQI% + J33$§ — 2J12.’L'1.T2 — 2J23$2$3 — 2J13.731563 =1. (16131)

Je potieba si uvédomit, ze jak vzdalenost bodu R od bodu A, tak jeho souradnice
zévisi na orientaci uvazovaného jednotkového vektoru tihlové rychlosti w®. Kdyz
z bodu A budou vektory w miiit do viech moznych sméri, pak pro né piislusné
body R vytvorl geometrické misto bodli a vzdy soufadnice téchto bodi budou
spliiovat rovnici (16.131), ktera je rovnici kvadratické plochy predstavujici elip-
soid, viz obr. 16.13, kde a, b a ¢ jsou délky jeho poloos. Tento elipsoid nazyvame
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T3

T9

&y

Obrazek 16.13: Jednotkovy vektor tthlové rychlosti w® (vztazna soustava je pevné
spojena s rotujicim télesem).

elipsoid setrvacnosti.

Jak jiz bylo zminéno, vzhledem k tomu, ze tenzor setrvacnosti je symetricky, tak
existuje vyznacna soutradnicova soustava, jejiz osy se nazyvaji hlavni osy setrvac-
nosti, pro kterou jsou devia¢ni momenty nulové (vice kapitola 16.8). Pro takovouto
soustavu bude mit elipsoid setrvac¢nosti jednodussi tvar:

Jixt + Joxs + Jsas =1, (16.132)

kde J; = Ji1, Jo = Jog a J3 = J33 a 11, 9 a x3 jsou soufadnice v souradnicové
soustavé s hlavnimi osami setrva¢nosti.

D4 se ukazat, ze tato vyznaCnéa soustava je orientovana tak, Ze jeji osy sply-
vaji s hlavnimi osami elipsoidu setrvac¢nosti. Kanonicky tvar trojosého elipsoidu
v kartézskych souradnicich je:

.132 1'2 ZEQ
442481, (16.133)

kde a, b a ¢ jsou délky jeho poloos.
Porovnanim s rovnici (16.132) ziskame nésledujici vztahy mezi hlavnimi momenty
setrvacnosti a délkami poloos elipsoidu setrvacnosti:

1 1 1
J=—, ngb—Q, ngg. (16.134)
Jsou-li délky poloos elipsoidu setrvacnosti rizné, prislusi nejkratsi (nejdelsi) z nich
nejvétsi (nejmensi) moment ze vSech hodnot momenti setrvacnosti k osam otacent
prochéazejici bodem A.

Priklad 16.7.1
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A
T3
0.
p = konst. .~
A :.' ......................... _—
a e Ty
a

a

T

Obrézek 16.14: Homogenni krychle s délkou strany a.

Uvazujme homogenni krychli (p = konst.), kterd ma hmotnost M = 3 kg a délku
stran a = 0,1 m. Necht jeji dolni roh lezi v po¢atku souradnic (A) a odpovidajici
hrany lezi na soutadnicovych osach, viz obr. 16.14. Spocitejte moment setrvacnosti
vzhledem k ose rotace o, ktera prochazi bodem A a télesova thlopricka krychle je
jeji soucasti a k ose rotace o, ktera je totozna s osou x;. Déle pro obé osy rotace
spocitejte rotac¢ni kinetickou energii krychle otacejici se thlovou rychlosti w =
27 rad s~! v pravoto¢ivém smyslu, vektor momentu hybnosti a vektor momentu
hybnosti vzhledem k uvazované ose otaceni.

Reseni:
Abychom mohli provést potiebné vypocty, tak si nejprve spocitame slozky tenzoru
setrva¢nosti podle rovnice (16.112):

Juzp/// (m§+x§)dx3dm2dx1:p/// r3drdrydrs+
0 Jo Jo 0 Jo Jo

a a a 2 2
p/ / / ridrdrydrs = Zpa® = =Ma?, (16.135)
0 Jo Jo 3 3

J12 = —p/ / / 1T dl’gdl‘gd.fl = —,0/ xldxl/ Igdl’g/ dl’g =
0J0 JO 0 0 0
1 1

— Zpa5 = —ZMCLQ. (16.136)

Dalsimi vypocty je mozné se snadno presvédcit, ze diagonalni prvky tenzoru se-
trvac¢nosti (momenty setrvacnosti vzhledem k osam) jsou stejné a rovnéz vsechny

M = pV = pa?
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prvky tohoto tenzoru mimo diagonéalu (devia¢ni momenty) jsou si rovny, takze
200 9
Ji = Jag = Jzz = gMa )
1
Jlg = J13 = J23 = —Z]\fa2 . (16137)

Pro tenzor setrvacnosti pak dostavame:

7 = —iMa®> :Ma® —1Ma®| - (16.138)

1. Osa rotace o:

Abychom uréili orientaci osy otaceni o, tak si pro ni spoc¢itame smérové kosiny ze
vztahu (4.10):

1
cosa = cos f§ = cosy = ¢ (16.139)

-
uo N3a V3
kde u = v/3a je délka télesové uhlopiicky krychle.

Na zékladé vztahu (16.127), kam dosadime za smérové kosiny (16.139) a slozky
tenzoru setrvacnosti (16.137), spo¢itdme moment setrvacnosti krychle vzhledem
k uvazované ose otéceni o:

J = Ji1 cos® o + Jag cos® B+ Js3 cos® vy
2

= 0,005 kgm? .
(16.140)

— 2J19 cosacos 8 — 2J3 cos B cosy — 2J13 cos acosy =

Rotacni kinetickou energii spo¢itame na zakladé vztahu (16.103), do kterého do-
sadime:

1 m*Ma* 7*-1072
T, = -Ju* = = J. 16.141
2 3 3 ( )
Déle je nutné urcit vektor thlové rychlosti s vyuzitim vztahu (16.126):

2T
V3

Slozky vektoru momentu hybnosti spo¢itame pomoci vztahu (16.109):

2rMa? 1072
Lg = L3 = L1 = Jllwl +J12¢d2 + J13(,U3 = raa = T kgm2s_1 s (16143)

6v/3 V3

w = ww’ = w(cosa,cos B,cos) = —=(1,1,1) . (16.142)

tedy
L=——(1,1,1). (16.144)
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Za povsimnuti stoji, ze vSechny slozky vektoru hybnosti jsou stejné, ale ze je
tento vektor stejné orientovan jako vektor thlové rychlosti. To znamené, Ze mo-
ment hybnosti vzhledem k ose otaceni o je roven spocitanému momentu hybnosti
vzhledem k bodu A, tj. L = L.

Miuzeme se presvédcit, ze kdyz dosadime do vztahu (16.121), tak obdrzime stejnou
rotacni kinetickou energii jako (16.141).

2. Osa rotace o'

Smérové kosiny pro osu rotace o jsou:
cosa =1, cosff=cosy=0. (16.145)

Na zakladé vztahu (16.127), kam dosadime za smérové kosiny (16.139) a slozky
tenzoru setrvacnosti (16.137), opét spocitaime moment setrvac¢nosti krychle vzhle-
dem k uvazované ose otaceni o’:

J = Jyq cos® o + Joy cos? B+ Js3 cos? ¥

2M a2
© 0,02 kgm? .

(16.146)

— 2J15cosavcos B — 2J53 cos S cosy — 2J13 coS acosy =

Rotacni kinetickou energii spo¢itame na zakladé vztahu (16.103), do kterého do-

sadime: . 212
T, = Ju? = % — 47?1072 J. (16.147)

Vektor thlové rychlosti s vyuzitim vztahu (16.126) je:
w = ww' = w(cosa,cos 3, cosy) = 2m(1,0,0) . (16.148)
Slozky vektoru momentu hybnosti spo¢itdme pomoci vztahu (16.109):

A Ma?

L = Jywi + Jiows + Jizws = =47 -107% kgm?s™!, (16.149)

TMa? 3m-1072
Ly = Ly = Jaiwy + Jpowz + Jazws = —

kgm?s™' | (16.150)

tedy
m-1072
2

L =

(8,—3,-3) . (16.151)

Odtud vidime, ze L } w.
Moment hybnosti vzhledem k ose o' uré¢ime pomoci vztahu (16.64):

L = Jw =27J(1,0,0) = 47 - 107%(1,0,0) . (16.152)

Porovnanim s pfipadem rotace kolem osy o vidime, Ze jak moment setrvacnosti,
tak rotacni energie jsou pii rotaci kolem osy o' vySsi.

Na prikladu jsme si ukazali, Ze pfi znalosti tenzoru setrvacnosti je mozné s jeho
pomoci spocitat moment setrvacnosti k riznym osam rotace.




KKKKKKKKKKKKKKKK 254
€VUTV PRAZE

16.8 Nalezeni hlavnich os setrvac¢nosti

V piipadé, Ze deviaéni momenty tenzoru setrvacnosti jsou nulové, potom miizeme
pro prvky tenzoru setrvacnosti psat, ze

Jy=Jiy . i,j=123, (16.153)
tedy
J 0 0
7 - 0 J, 0] - (16.154)
0 0 Js

V tomto piipadé muzeme vztah (16.111) vyjadiit jako
3
Li = Z Ji(si]‘w]‘ = Jiwi (16155)
j=1

a vztah (16.123) je moZné piepsat do nasledujiciho tvaru
1 1
e LS = S o130
irj i

Porovnanim navzajem si odpovidajicich vztahu je zifejmé, Ze v piipadé nulovych
devia¢nich momentt dochazi k jejich vyraznému zjednoduseni. Z linearni algebry
je znamo, ze kazdou symetrickou matici lze prevést ortogonalni transformaci na
diagonalni tvar. Tento postup nazyvame diagonalizaci a ukazeme si ho na pripadu
tenzoru setrvacnosti. Diagonalizace spo¢iva v nalezeni takové orientace na sebe
kolmych soufadnicovych os, pro které budou prvky mimo diagonalu nulové. V
kapitole 16.7.2 jsme nazvali takovéto osy hlavnimi osami setrvac¢nosti.

Uvazujme, Ze téleso se bude otécet kolem hlavni osy setrvacnosti z,. Potom v
tomto pripadé muzeme vektor thlové rychlosti vyjadrit jako

w=we, . (16.157)
Dosadime-li vektor tthlové rychlosti do vztahu (16.155), pak muZeme psat, Ze
L=Jw, (16.158)

kde J = J, pfedstavuje hlavni moment setrvac¢nosti pro rotaci kolem uvazované
hlavni osy setrva¢nosti. Je-li napf. v = 2, potom w = we), = (0,ws,0) a vektor
moment hybnost L = Le}, = (0, Ly,0), kde wy =w a Ly = L.

Ukézana vlastnost rovnobéznosti vektori L a w v pfipadé rotace kolem néjaké z
hlavnich os setrvacnosti umoznuje ur¢it orientaci hlavnich os setrvacnosti.

Na zékladé vztahu (16.158) a vztahu (16.111) dostavame nasledujici soustavu tii
algebraickych rovnic:

Ly = Jw; = Jjwi + Jigws + Jizws
Ly = Jwy = Joywy + Jogws + Jozws (16.159)
Lz = Jws = J3jwi + Jaaws + Jazws ,
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kterou muzeme upravit jako

(Ji1 — J)wr + Jraws + Ji3ws =0,
Jorwi + (Jag — J)wa + Jogwsz = 0, (16.160)
J31w1 + Jggtdg -+ (J33 — J)w;), =0.

Aby homogenni soustavu rovnic (16.160) méla netrivialni feSeni, musi byt deter-
minant matice soustavy rovnic roven nule, tj.

(Jll - J) J12 J13
J21 (JQZ - J) J23 = O - (16161)
J31 J39 (J33 — J)

Vypoétem (rozvojem) determinantu (16.161) dostaneme tzv. charakteristickou
kubickou rovnici pro nezndmou J. JelikoZ vime, Ze tenzor setrva¢nosti je symet-
ricky, potom je symetricka i matice soustavy. Z linearni algebry je znamo tvrzeni,
7e je-li matice soustavy symetricka, pak feSeni uvazované charakteristické kubické
rovnice budou redlna. Tato TeSeni se v linearni algebfe nazyvaji vlastnimi &isly,
ktera reprezentuji v naSem piipadé hlavni momenty setrvac¢nosti. Pro symetrickou
matici soustavy rovnéz plati, Ze vlastni vektory, které odpovidaji riaznym vlast-
nim ¢islim, jsou na sebe kolmé, takze tvori ortogonalni bazi. V naSem piipadé
vlastni vektory pfedstavuji vektory thlovych rychlosti. Vlastni vektor odpovida-
jici vlastnimu ¢islu (hlavnimu momentu setrva¢nosti) J, (ti realné koteny kubické
rovnice) oznaéime w™ a jeho slozky uréime fesenim nésledujici soustavy rovnic

(Jn - Jy)wg”) + lewéy) + Jlswé”) =0 s
Il 4 (T — J)wS) + Jasw”) =0, (16.162)
ngwY) -+ Jggwgy) + (J33 — Jl,)wél') = O .

Potom na zakladé vztahu (16.158), resp. (16.155), bude platit, Ze
L=Jw", v=123. (16.163)

Ortogonalni bazi {€|, €, €5} hlavnich os setrva¢nosti uréime pomoci nalezenych
t¥1 vlastnich vektori w®, w®, w® nasledujicim zptisobem:

(1) (2) (3)
(e, e e} =92 L _ 2 1
|w(1)] \w(2)| |w(3)\

(16.164)

Na tomto misté je tfeba zdiraznit, Ze kartézsky soutradnicovy systém, ktery bude
tvoren hlavnimi osami setrvacnosti, bude mit stejny pocatek jako puvodni kartéz-
sky souradnicovy systém. Odtud déle vyplyva, ze rotaci kolem poc¢atku souradnic,
pro ktery jsou prvky tenzoru setrvacnosti pocitany, je mozné nalézt novy kartéz-
sky souradnicovy systém, v némz ma tenzor setrvacnosti diagonalni tvar.
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Polohu hlavnich os setrvacnosti je mozné ¢asto uhodnout u téles pravidelného
geometrického tvaru. M4-li téleso rovinu symetrie, pak ji stac¢i zvolit za sourad-
nicovou rovinu, aby dva deviacni momenty vymizely. Je-li napf. rovinou symetrie
rovina zz = 0, potom

N N

Jiz = — Zmn$n1$n3 =0, Joz = — Z MpTn2Znz =0,

n=1 n=1

coz je dano tim, Ze pro dva body symetricky poloZené vzhledem k roviné xs = 0
jsou veli¢iny my,, x,1, T2 stejné, zatimco souradnice x,3 jsou co do velikosti rov-
néz stejné, ale lisi se znaménky.
Jestlize tedy mé téleso rovinu symetrie, pak kazdé kolmice k této roviné je hlavni
osou setrvacnosti pro bod v némz kolmice rovinu protind. Ma-li soustava dvé na-
vzajem kolmé roviny symetrie, pak tyto roviny budou nutné hlavnimi rovinami
elipsoidu setrvacnosti vzhledem ke kazdému bodu jejich prisecnice. Zvolime-li
tedy tyto roviny za souradnicové roviny, pak zfejmé vymizi vSechny tii deviac¢ni
momenty. Pro rota¢ni télesa kazda merididnova rovina?, je zfejmé rovinou syme-
trie, a proto rotacni osa télesa je hlavni osou setrvacnosti pro kazdy jeji bod a
prislusné elipsoidy setrvac¢nosti budou rota¢ni elipsoidy, jejichz rota¢ni osou je ro-
tacni osa télesa.
Mé-li homogenni téleso osu (osy) soumérnosti (symetrie), je (kazdé) tato osa
hlavni osou osou setrvacnosti.

Priklad 16.8.1

Provedte diagonalizaci tenzoru setrvacnosti pro krychli z prikladu 16.7.1 a na-
leznéte bazové vektory pro kartézsky souradnicovy systém s hlavnimi osami setr-
vacnosti.

Reseni:
Na zékladé spocitaného tenzoru setrvacnosti (16.138) zapiSeme charakteristickou
rovnici (16.161) jako

(%]\4@2 — J) —z—iMa2 —iMa2
—iMa*  (2Ma®-J) —ima® |=0. (16.165)
—1Ma? —1Ma? (%MCL2 —J)

Jelikoz hodnota determinantu neni ovlivnéna pri¢tenim jakékoliv ndsobku radky
k jakémukoliv jinému radku, odec¢teme prvni radek od radku druhého:

(%Ma2—J) _ZiMCﬁ —iMa2
(-1Ma*+J) (Ma* - J) 0 =0. (16.166)
1M JiMe (2Ma?— )

4Rovina prochéazejici osou rotaéni plochy se nazyva merididnova.
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(2Ma - ) -

11
(—Ma2 — J) 1 1 0 =0. (16.167)

—411]\4(12 —}IMaQ (%Maz—J)

Rozvojem podle druhého radku pak dostavame nasledujici kubickou charakteris-
tickou rovnici:

11 2 | 1 2
—Ma*—J “Ma*—J| —-M?*a*—-Mad*(ZMa*—J || =0
(12 ¢ )[(3 ¢ ) s 4T “(3 ¢ )] ’

(16.168)
kterou upravime do nasledujiciho tvaru

1, n n o,
Z — - - = — =0. 16.1
(6Ma J) (12ma J) (12ma J) 0 (16.169)

Z charakteristické rovnice (16.169) pak mizeme piimo psat jeji kofeny, které pred-
stavuji vlastni ¢isla neboli hlavni momenty setrvacnosti:

1 11 11
legMa2’ J2:EMCL2’ JSZEMCL2, (16170)

Odtud miuzZzeme napsat diagonalizovany tvar tenzoru setrvac¢nosti:

Ji 0 0 tMa®> 0 0
T=10o 5 o|=] o Upa> 0 |- (16.171)
0 0 Js 0 0 %M a?
Jelikoz Jo = J3, potom hlavni osa setrvacnosti spojend s hlavnim momentem

setrvac¢nosti J; musi byt osou symetrie.
Dosazenim do soustavy rovnic (16.162) za J hodnotu prvniho vlastniho ¢isla J;
dostaneme:

2 1 1 1
(gMGQ_gMGQ) w§1)_ZMa2wél)_ZMa2wél):07
1M 2 (1) 205 1o @ 1. 9 @
-1 a‘wy’ + gMa _EMCL Wo —ZMa wy ' =0, (16.172)
1

1 2 1
—ZMangl) - ZMCLQCUS) + (gMa2 — EMa2> wél) =0.

Soustavu rovnic (16.172) podélime Ma?/4, &m7 dostaneme:
2w§1) — wél) — wél) =0,
—wV 420 — WV =0, (16.173)
—wgl) — wél) + 2w§1) =0.
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ReSenim soustavy rovnic (16.173) dostaneme nasledujici vlastni vektor:
w® = (w?’,wé”,wé”) —\1,1,1), AeR. (16.174)
Abychom ziskali vlastni vektory, které odpovidaji vlastnim ¢islaim Jy = J3, opét

dosadime do soustavy rovnic (16.162) za tato vlastni ¢isla, ¢imz obdrzime nésle-
dujici soustavu rovnic:

2 11 1 1
<§Ma2 - EM&) Wi = T Matw) — S Mawi =0,
1 2 11 1
—ZMa%Ji” + (gMaQ - EMaQ) Wit — ZMa2w§1> =0, (16.175)

1 1 2 11
—ZMangl) — ZMaQwél) + (31\4(12 — EMCLQ) wél) =0.

Tuto soustavu opét podélime Ma?/4, ¢imZ dostaneme:

—w%l) — wgl) — wél) =0,
—wl — ) — WV =0, (16.176)

—wg) — wél) — wél) =0.

Resenim této soustavy rovnic dostavame, ze

w® — (wf),wf),wg)) = (=n—&&m) nEeER, (16.177)

W = (w0l W) = (-n-&Em),  nEER. (16.178)

Protoze parametry A, n, & predstavuji jakékoliv realna cisla, zvolime tyto parame-
try, tak aby vlastni vektory byly na sebe kolmé. Jelikoz vlastni ¢islo J; je rtzné
od vlastnich ¢isel Jy a J3, takze pfi jakékoliv volbé parametri budou vlastni vek-
tory odpovidajici vlastnim ¢&islim Jy a J3 kolmé na vlastni vektor odpovidajici
vlastnimu ¢islu J;. Vzhledem k tomu, Ze vlastni ¢isla J, a J3 jsou stejna, tak ji
odpovidajici vlastni vektory sice budou lezet ve stejné roviné, ktera bude kolméa
k vlastnimu vektoru vlastniho ¢isla Ji, ale pfi obecné volbé parametrii n a & ne-
budou na sebe kolmé®. Z tohoto divodu je nutné nalézt parametry n a £ tak,
aby tyto vlastni vektory byly na sebe kolmé a soucasné, aby vznikly soufadnicovy
systém byl pravotocivy. To miizeme jednodusSe provézt tak, ze si pro vlastni vektor
w® zvolime napf. parametry n = —1 a £ = 0, takZe na zakladé vztahu (16.178)
dostaneme w® = (1,0, —1). Parametry pro zbyvajici vlastni vektor w® uréime
z podminky, aby

w® . w® =0, (16.179)

Zvolime si pro vlastni vektor w® parametr 7, napf. n = —1, takZe na zakladé
vztahi (16.177) a (16.179) muZzeme psat:

1—€641=0. (16.180)

5Kolmé by na sebe byly jen v piipadg, Ze by platilo Jy # Js.
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odtud & = 2. Takze vlastni vektory budou mit soufadnice

w =(1,1,1), (16.181)
w? =(1,0,-1), (16.182)
w® =(-1,2,-1). (16.183)

Urcéime ortonormélni bézi nové kartézské soustavy, pro kterou ma tenzor setrvac-
nosti nulové devia¢ni momenty, podle vztahu (16.164)

1 2 (3) 1 1 1
;I w w w _ ) = _ - (_ _
{61762763} - {]w(l)]’ ‘w(2)|7 ‘w(3)‘} - {\/5(17 17 1)7 \/5(1707 1)7 \/6( 1727 1)} .
(16.184)
Na obrazku 16.15 je jsou zobrazeny puvodni soutfadnice a nalezené hlavni osy

setrvacnosti.
Pro rovnice elipsoidu setrvacnosti (16.132), pak miuzeme na zakladé rovnosti

T3
/
Ty
p = konst.
T2
% I ¥~ ES— >
/
e a
2 ’Eé

a
&

Obrazek 16.15: Hlavni osy setrvacnosti x}, x5, x5 homogenni krychle s délkou
strany a.

(16.165) psat
1MCLQx’2 + EMCLQJJ’2 + EMCLQI’2 =1 (16.185)
6 D 212 s ' ‘
Elipsoid setrvac¢nosti je zachycen na obrazku 16.16.
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Obrazek 16.16: Odpovidajici elipsoid setrvac¢nosti.

16.9 VIiv odstredivych sil pri nevyvazené rotaci
télesa

Pfi rotaci télesa kolem pevné osy budou piisobit na toto téleso odstfedivé sily.
Na jednotlivé elementy hmotnosti dm piisobi odstiediva sila (viz situace na obr.
16.17)

dFo = w?r dm . (16.186)

Potom vysledna odstfediva sila ptisobici na téleso je dana nasledujicim vztahem:

Fo = / wiridm = w*mrr (16.187)

AN

vvvvvvvv

rota¢ni ose (ry = 0) potom fikdme, ze rotujici téleso (setrvacnik) je staticky vy-
vazené, a tedy podminkou statické vyvazenosti rotujiciho télesa je R = 0.
namahani lozisek diky tzv. klopnému momentu odstiedivych sil, viz obrézek 16.18.
Klopny moment odstfedivych sil je mozné urcit néasledujicim zptisobem:

MO—/erFO—/ rwarLdm—w2/(rL—|—I’||)><rLdm—w2/ ryxrydm.

(16.188)
Ze vztahu (16.188) je patrné, ze klopny moment je kolmy k rotaéni ose o, ma tedy
tendenci rotacni osu télesa sklopit a odtud ono oznaceni klopny moment. Re-
akci lozisek na klopny moment ozna¢ime Mgz = —My. Pokud je klopny moment
nulovy, potom hovofime o dynamicky vyvaZeném rotujicim télese (setrvacniku).
Takze podminkou dynamicky vyvazeného rotujictho télesa je, ze Mgr = 0.
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Obrazek 16.17: Staticky nevyvéazené rotujici téleso (setrva¢nik).

0}

:fr m

Fo
I
A
Fo I|
- r
O=A

Obréazek 16.18: Dynamicky nevyvazené rotujici téleso (setrvacnik).

Bez tjmy na obecnosti dale predpokladejme, Ze osa rotace je totozna se souiad-

v

obr. 16.19. V tomto piipadé spocitame klopny moment podle vztahu (16.188) jako
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Obrazek 16.19: Vypocet klopného momentu pro téleso rotujici kolem osy xs.

MO = (M017M027M03) = wz/ r) X rldm = WQ/ (0,0,1‘3) X (xl,xg,())dm =

m m

<w2/ —zngxgdm) i+ (—w2/ —xlxgdm) Jj= Moii+ jMos . (16.189)
Ze vztahu (16.114) a (16.189) plyne, ze

M01 = w2J23 s M02 = —w2J13 . (16190)

Budou-li devia¢ni momenty Jo3 a Ji3 nulové, potom bude nulovy i klopny moment
odstfedivych sil vzhledem k ose x3. Odtud plyne nazev deviacni momenty, nebot
se vyskytuji ve vztazich pro momenty, které maji snahu zpusobit odklon neboli
deviaci, rotacni osy. Kdybychom za osu rotace zvolili soufadnicovou osu x, pfip.
x1, pak bychom dosahli rovnéz nulového klopného momentu, jelikoZz v tomto pii-
padé plati, Ze by byly prislusné devia¢ni momenty rovnéz nulové.

Na zékladé vyse uvedeného vyplyva, Ze existuji pro kazdé téleso osy rotace, pro
které je rotacni pohyb dokonale vyvazeny. Takovéto osy rotace se nazyvaji volné
osy. Tedy kazdé téleso méa alespon tfi volné osy rotace a jsou jimi hlavni osy
setrvacnosti prochézejici tézistém uvazovaného télesa (hlavni centralni osy setr-
vacnosti). V piipadé, Ze téleso nerotuje kolem volné osy, potom loZiska kompenzuji
vliv odstfedivych sil pridavnymi reakcemi, které nejen zvysuji opotiebeni lozisek,
ale vzhledem k proménnosti sméru svého ptisobeni vyvolavaji napt. neklidny chod
strojt.

Na obrazku 16.20 je demonstrovan zajimavy pripad, ktery souvisi s klopnym
momentem odstredivych sil. Ukazuje, Ze u télesa, u néhoz J; # Jy # J3, nejsou
vSechny volné osy v télese rovnocenné. Bude-li téleso, které je zavéseno v jediném
bodé, postupné roztaceno, potom narustajici odstiedivé sily postupné zpiisobi,
ze téleso spontanné zaujme polohu, ktera odpovida rotaci s nejvétsim momentem
setrvacnosti. Na obrazku 16.20 vidime, Ze timto pfejde ty¢ ze své svislé polohy do
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Fo Fo

Obréazek 16.20: Zména orientace télesa pfi riznych rychlostech otaceni, w; < wy <
ws.

polohy vodorovné. Podobné by tomu bylo napf. u rotujici obruc¢e apod. Stabilné
rotuje téleso kolem hlavni centralni osy, vzhledem k niz ma nejvétsi moment se-
trvacnosti.

Teoreticky rozbor déle ukazuje, Ze u télesa, které ma pro hlavni momenty setr-
vacnosti tii rizné hodnoty J; > Jo > J3 je stabilni rotace nejen kolem hlavni
centralni osy, vzhledem k niz ma nejvétsi moment Jq, ale i vzhledem k hlavni cen-
tralni ose, vzhledem k nizZ ma nejmensi moment J3. Rotace kolem osy, vzhledem
k nizZ m& moment Jo, je labilni.

16.10 Druhy setrvacniki

Setrvac¢nik je rotujici téleso, které slouzi k akumulaci kinetické rotacni energie.
Obecné setrva¢nikem budeme rozumét jakékoliv téleso, které rotuje. Bez Gjmy na
obecnosti lze zavést podminku J; < Jo < J3. Ze vztahu (16.112) je zfejmé, Ze
hlavni momenty setrvac¢nosti musi byt vzdy kladné. Jelikoz pro kartézské soutrad-
nicové osy plati trojuhelnikova nerovnost, pak plati trojuhelnikova nerovnost i pro
hlavni momenty setrvacnosti (viz zavedeni téchto momentu ve vztahu (16.112))

Nh+do>Jds, Jo+Jd3>J, J3+J >0y (16.191)

Ze vyse uvedené relace (16.191) jsou pravdivé si ukaZeme pomoci vztahu (16.112),
ze kterého plynou néasledujici rovnosti

J1=/ (x5 +x3)dm J2=/ (z7+a3)dm ng/ (22 422)dm . (16.192)
(m) (m) (m)

Pro prvni nerovnost (16.191) pak ze vztaht pro hlavni momenty setrvaénosti
(16.192) plyne, ze

Jy+ Jy = / (23 + 23 + 223)dm > / (2] 4+ 23)dm = J; . (16.193)
(m) (m)
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Podobné se da ukéazat platnost zbyvajicich relaci.
Vzhledem k pfedpokladu J; < Jy plyne z trojihelnikové nerovnosti také pod-
minka, ze J3 < 2.J5. Obecné miizeme napsat relaci, ze

S <J< Js, (16.194)

kterd nam fiké, ze nejmensi i nejvétsi mozny moment setrvacnosti dostaneme ro-
taci kolem jedné z hlavnich os setrvacnosti (J je moment setrva¢nosti k libovolné
ose otaceni prochéazejici danym bodem).

Setrva¢niky délime podle hlavnich momenti setrva¢nosti na symetrické setrvac-
niky, coz jsou setrvacniky, které maji alesponn dva hlavni momenty setrvacnosti
stejné, tj. J1 = Jo, J1 = J3, Jo = J3 nebo J; = Jy = J3. Symetricky setrvaénik
majici vSechny hlavni momenty setrvacnosti stejné nazyvame izotropnim setrvac-
nikem. Pfikladem izotropniho setrva¢niku je koule, krychle, pravidelny ctyfstén
atd. Elipsoid setrvacnosti bude v tomto piipadé degenerovan na kouli. Piikladem
symetrického neizotropniho setrva¢niku je napt. valec a pro neizotropni symetrické
setrvacniky se elipsoid setrvacnosti degeneruje na rota¢ni elipsoid. Setrvacniky, pro
které plati, ze J; < Jo < J3 nazyvame asymetrickymi setrvacniky. Mezi asymet-
rické setrvacniky patfi. napf. kvadr s rizné dlouhymi stranami. Z trojuhelnikové
nerovnosti vyplyva, Ze je-li jeden z hlavnich momentu setrva¢nosti nulovy, potom
se musi zbyvajici dva hlavni momenty setrvacnosti rovnat. Takovyto setrvacnik
nazgyvame rotator, ktery predstavuji napt. dva hmotné body rotujici kolem jejich
tézisté. Pokud na setrva¢nik nepisobi zadné vnéjsi sily, nazyva se volny (bezsi-
lovy%) setrvacnik, kdeZto setrva¢nik podrobeny piisobeni vnéjsich sil se nazyva
tézky (silovy) setrvacnik.

5Pfesnéji bezmomentovy.
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Kapitola 17

Mechanika kontinua

P1i popisu pohybu deformace elastickych téles ¢i pohybu tekutin je potfeba vy-
budovat takovy model, ktery bude co nejvérnéji odrazet realitu a soucasné musi
byt tento model natolik jednoduchy, aby ho bylo mozné bez vétsich obtizi ma-
tematicky popsat. Takovymto modelem je model kontinua (spojitého prostiedi),
tj. télesa, resp. prostiedi, v némz je latka spojité rozlozena, a které je soucasné
poddajné, tj. deformuje se ptisobenim vnéjsich sil. Spojité rozlozeni latky je tedy
zékladni charakteristikou kontinua, a tudiz budeme spojitost pfedpoklddat i u
veli¢in, které fyzikalni stav kontinua popisuji. O néco pfesnéji miizeme definovat
kontinuum jako soustavu sloZenou z ¢astic kontinua, které husté zaplnuji urcity
objem V' tfirozmérného eukleidovského prostoru, takze v kazdém bodé uréeném
polohovym vektorem vzhledem k libovolnému pocatku se nachazi jista ¢astice kon-
tinua. Je nutné zdiraznit, Ze ¢asticemi kontinua nejsou minény atomy ¢i molekuly,
které je nutné popisovat z pohledu kvantové mechaniky a neni je tedy mozné po-
pisovat z pohledu mechaniky klasické. Abychom se mohli ve svém popisu opirat
o klasickou mechaniku, je tedy nutné odhlédnout od mikroskopického slozeni teé-
lesa. Proto c¢astici kontinua budeme rozumét fyzikalné nekonecéné malou ¢astici,
pri¢emz pocet téchto Castic bude na jedné strané dostatecné velky a na druhé
strand velmi maly v porovnani s poctem molekul daného télesa. Castice kontinua
musi zaujimat fyzikalné nekoneéné maly objem, ktery je v8ak dostatecné velky k
tomu, aby obsahoval vétsi pocet molekul, ale soucasné dostatecné maly, aby se
v jeho rozmérech jiz neprojevovala zéavislost makroskopickych parametri télesa
na poloze. Misto ¢astice kontinua se n€kdy v literatufe miizeme setkat s pojmem
materidlovy bod. My se v textu budeme drzet pojmu ¢astice kontinua ¢i zkracené
jen castice.

17.1 Plosné a objemové sily

Latky, se kterymi budeme v mechanice kontinua pracovat, mizeme rozdélit na
latky pevné, kapalné a plynné. Latky se sestavaji z atomi ¢i molekul, které na sebe
vzajemné silové pusobi. Na obr. 17.1 je zachycen pribéh potencidlni energie mezi
dvéma molekulami (atomy) v zéavislosti na jejich vzajemné vzdalenosti. Jedna se
o zjednoduseny model, ktery vSak postacuje k vysvétleni silového plisobeni jedné
molekuly na druhou molekulu na zakladé klasické mechaniky. Protoze vzajemné
sily jsou sily potencidlové, tak muzeme pro silu, kterou pisobi jedna molekula na
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druhou psat, ze
dU(r) ,

F=— 17.1
e (7.1)

kde r° je jednotkovy polohovy vektor.
7 obr. 17.1 je zTejmé, Ze se orientace sily, kterou piisobi jedna molekula na dru-

i
Ulr dU ! dU
( )F=——>0lF:——l<()
dr I dr
|
|
odpuzujici | pritazlivd AU
0

[
sila =——T

sila
dr

-

pevné latky  stlacené  ziedéné
a kapaliny plyny plyny

Obrazek 17.1: Prubéh potencialni energie mezi dvéma molekulami (atomy) urcéuje
oblast, kde pusobi pfitazliva a odpudiva sila.

hou (vnit¥ni sily) zavisi na jejich vzajemné vzdalenosti. Ve vzdalenosti rp méa
potencialni energie nulovou derivaci, coz znamena, ze v této vzdélenosti na sebe
uvazované dvé molekuly silové neptisobi. Pro vzdalenost r» < rg sila mé orientaci
shodnou s jednotkovym vektorem r°, takZe se jedné o silu odpuzujici (repulzivni).
Je-li vzdalenost r > 7y, pak sila ma orientaci opa¢nou nez jednotkovy vektor r°
a tedy se jedna o silu pritazlivou. Stfedni vzdalenost mezi molekulami zfedéného
plynu je na tolik velka, ze miizeme zpravidla vzajemné pusobeni mezi molekulami
zanedbat (idealni plyn) a uvazujeme jen jejich kinetickou energii. Pro stlacené
plyny jiz vzajemné silové pisobeni mezi molekulami je nutné brat v ivahu, i kdyz
jsou pomérné malé (realny plyn) a kinetickd energie molekul hraje dominantni
roli. AvSak pro kapaliny a pevné latky hraji vzajemné sily jiz vyznamnou roli,
podili se na jejich soudrznosti.

U pevnych latek je vzdalenost mezi jejich molekulami pomérné malé a pro poten-
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ciadlni energii mezi molekulami je dilezita nejen jejich vzdalenost, ale i prostorové
usporadani. Obvykle se pevné latky usporadavaji do krystalové struktury, pro-
toze tehdy je jejich potencidlni energie nejnizsi. Pevné latky, které nekrystaluzuji
(guma, sklo, plastické hmoty), utvafeji misto toho velké molekuly, které se do sebe
zapletou, a na pokusy vnutit jim jiné usporfadani odpovidaji opét silami, které se
pokouseji je vratit do ptivodni polohy.

Rozlozeni molekul v nedeformovaném télese odpovidé stavu jeho tepelné rovno-
vahy. PTi tom se jeho vSechny ¢asti nachazeji navzédjem v mechanické rovnovaze.
To znamena, Ze vydélime-li uvnitt télesa libovolny objem, potom vyslednice vSech
sil, ptisobicich na tento objem ze strany jinych ¢asti, je rovna nule. Pfi deformaci
se vSak rozlozeni molekul méni a téleso je vyvedeno ze stavu rovnovihy, ve kte-
rém se puvodné nachéazelo. V diisledku toho v ném vznikaji sily, snazici se vratit
téleso do stavu rovnovahy. Tyto vnitini sily, vznikajici pii deformovani, se nazy-
vaji vnitinimi napétimi. Jestlize téleso neni deformovéno, vnitini napéti v ném
neexistuji.

Uvazujme krystal (pevna latka usporadana do krystalové struktury), na ktery si-
lové plisobime, coz ma za nasledek, ze dojde k jeho deformaci. Na obr. 17.2 jsou
zachyceny molekuly (atomy) krystalu, které se piisobenim vnéjsich sil preuspora-
daji (deformace). Rozdélme si tento krystal na dvé ¢asti A a B myslenou rovinou.
Tim, Ze pisobenim vné&jsich sil dojde pfeuspofadani molekul krystalu, tak to zpt-
sobi, Ze molekuly za¢nou na sebe pfes myslenou plochu silové ptisobit. Orientace
téchto sil zavisi na zpusobu deformace. Na obr. 17.2(a) se molekuly krystalu od
sebe vzdalily tim, Ze se posunuly podél myslené roviny, coz mé za nasledek, ze
se zanou pritahovat. Na obr. 17.2(b) se roztaZenim krystalu rovnéz molekuly od
sebe vzdalily a opét se pofnou vzajemné pritahovat. Na obr. 17.2(c) se naopak
stlacenim k sobé molekuly priblizili, na coz molekuly reaguji odpuzujicimi silami.

(a) (b) (c)

® ® ® e |—o ° e o o—o0o
® [

] ® [ o |—o ° e o | eo—o
° [

® L ° o |—o ® e o eo—o
° ®

° ® ® o |—o ] e o eo—o
° ®
A B A B A B

Obrazek 17.2: Rozdéleni deformovaného krystalu myslenou rovinou (modie) na
dvé casti, A a B. Celkova sila, kterou na sebe atomy ¢asti A pusobi na atomy
Casti B je naznacena Sipkami. (a) Atomy jsou viéi sobé st¥iznou deformaci posu-
nuty podél pomyslné roviny. (b) Atomy jsou roztazenim od sebe vzdaleny oproti
klidovému stavu (pritazliva sila). (¢) Atomy jsou deformaci k sobé ptiblizeny oproti
klidovému stavu (odpudiva sila).
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Na obr. 17.3 jsou opét zachyceny molekuly krystalu, které se diky jeho roztazeni
od sebe vzdalily, a tudiz na sebe budou pusobit pritazlivymi silami. Opét si v
takovémto krystalu ve stavu napjatosti (deformovany stav) predstavime myslené
plosky, které jsou vSak rizné orientovany. Vidime, ze velikost sily, ktera pies tyto
plosky ptisobi, zavisi na jeji orientaci v uvazovaném krystalu. Pfes orientovanou
plosku AS; neptsobi zadné sily (sily mezi molekulami piisobi jen ve sméru rozta-
Zeni krystalu), kdezto pfes orientovanou plosku AS, dosahuje ptisobici sila mezi
molekulami maximalni hodnoty, protoze ptes tuto plosku ptisobi na sebe nejvice
molekul. Kdybychom tuto plosku zvétsovali, tak bude zahrnovat vice molekul a
sila pres ni pusobici bude o to vétsi. Pfes plosku AS3; ptsobi na sebe méné mole-
kul nez ptes plosku AS,, takze pres tuto plosku pusobi mensi sila. Tedy orientace
myslené plosky ovliviiuje velikost sily, ktera pres ni ptisobi.

7 vys$e uvedeného vyplyva, ze sily mezi molekulami jsou jen velmi kratkého do-

smeér roztazeni krystalu

> T

| —

® ® ® ® ® ® ®
® ® ® ® Y ® Y

: t IAS,
® ® ° ® ® ® ®
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® e | o ®
El;z
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Obréazek 17.3: Krystal deformovan roztazenim a jsou v ném zakresleny tii po-
myslné orientované plosky (modfe). Pfes plosku AS; je sila ptisobici mezi atomy
nulové, sila (Cervena Sipka) pres plosku ASs orientovanou ve sméru roztazeni je
maximalni a sila pres plosku AS3 je nenulova, ale mensi nez pres plosku AS,.

sahu. Zvolime-li si n&jakou myslenou plochu v deformovaném télese, pak na sebe
plisobi jen ty molekuly nachéazejici se tésné na opacénych stranach této plochy.
7 tohoto ditvodu tyto sily nazyvame plosné sily a budeme znacit F*. Tyto sily
hraji zasadni roli v mechanice kontinua. Oznac¢me si ploSnou silu ptisobici pfes
orientovanou plosku AS = ASn umisténou v misté o polohovym vektoru r jako
AF”(r). Predpokladejme, Ze pies plosku AS ve zvoleném bodé o polohovém vek-
toru r pusobi rovnomérné rozlozena plosna sila AFY mezi molekulami. Zavedeme
si veli¢inu vektor napti 7™ nasledujicim zptsobem, viz obr. 17.4:

AF?

(n) _
T AS

. (17.2)
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—AFY

Obrézek 17.4: Rovnomérné rozlozena plosna sila AFY piisobici pres plosku AS s
jednotkovym normalovym vektorem n a odpovidajici vektor napéti T,

Abychom vyjadrili, Ze se vztahuje k plosnému elementu s vnéjsim normalovym
vektorem n, pfipojujeme znak normaly nad oznaceni vektoru napéti. Vektor na-
péti predstavuje silu ptusobici na jednotku plochy v deformovaném télese.

Neni-li ptisobeni plogné sily AF” pies plosku AS rozlozeno rovnomérné (napf.
plogka nemusi byt rovinna nebo se méni s polohou latka tvorici téleso), musime
vektor napéti T ve zvoleném bodé plosky zavést limitnim zptisobem:

(17.3)

pii kterém plosku zmensujeme tak, Ze plocha zvoleny bod stale obsahuje a nor-
malovy jednotkovy vektor n zustava staly. Odtud muzeme psat, ze

dF" = 7™ (r)ds . (17.4)
Pro vyslednou plosnou silu ptsobici pres plochu S muzeme psat:
FP(S):Q/iT%m(ﬂdS. (17.5)
5
Tento vztah je mozné vyjadrit ve slozkovém tvaru jako

2

}#15)20/7jmd5, i=1,2,3. (17.6)
S

Vektor napéti T (r) = (7;(”),7;("), 75(")) charakterizuje stav napjatosti v da-
ném misté kontinua. Vektor napéti charakterizuje rozlozeni vnitinich sil na mys-
lené plose deformovaného télesa. Vektor napéti je bodovou funkci na rozdil od

Plosny integral
budeme kvuli
uspornosti znacit jen

Js:
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plosné sily (17.5).

Slozka vektoru napéti ve sméru normélového vektoru se nazyva normélové napéti,
kdezto slozka vektoru napéti, ktera je kolméa na norméalovy vektor se nazyva teéné
napéti nebo smykové napéti. Je-li smér normalového napéti souhlasny se smé-
rem vnéjsi normaly, hovofime o tahovém napéti, zkracené o tahu. Jestlize piisobi
na povrch téles normélova sila (vektor napéti je shodné orientovany s uvazova-
nym normélovym vektorem 7™ 41 n), pak hovofime o prostém (istém) tahu.
Je-1i orientace normélového napéti opacné vzhledem k orientaci vnéjsi normaly
T® 1Tl n, hovorime o tlakovém napéti, zkracené o tlaku. Jednotkou napéti je
pascal, ktery znac¢ime Pa.

Na opa¢ném povrchu ploky, & elementu plochy, ptsobi plogna sila —AF? (Zakon
akce a reakce) a vektor napéti —T7™ pro ktery plati (viz obr. 17.4), ze

T (r) = —=TW(r) (17.7)

Plosné sily piisobici na vnitinich plochach uvazovaného télesa nazyvame vniti-
nimi; plosné sily, pisobici zvnéjsku na hranici télesa (napf. v disledku dotyku s
jinym télesem), nazyvame vnéjsimi.

V mechanice kontinua se kromé plosnych sil setkdvame i se silami objemovymi.
Sily objemové F© jsou sily, které piisobi na viechny elementy objemu uvazovaného
kontinua. Prikladem téchto sil jsou napft. sily gravitaéni ¢i setrvacné. Miizeme
vyjadrit si objemovou silu ve vektorovém tvaru jako
Objemovy integral
PO(V) _ / FdvV ’ (178) budeme kvuli
v

aspornosti znacit jen

Ji

prip. ve slozkovém tvaru:
EO(V):/]-}dV, i=1,2,3, (17.9)
v

kde F = (Fi, Fa, F3) predstavuje objemovou silu vztazenou na jednotkovy objem
kontinua a plati pro ni: 0
. AF’(r)
Fo=Jm—av
kde objem AV zmensujeme tak, Ze stale obsahuje bod o polohovém vektoru r, ve
kterém JF urcujeme.
Odtud dostavame, Ze

(17.10)

dF° = F(r)dV . (17.11)

17.2 Tenzor napéti

(n)
7 predchozi Gasti textu jiz vime, ze vektor napéti 7 (r) = (7-1(11)7 7™, 7;,(“)) a T
jednotkovy normélovy vektor n = (nj, ny, n3) k elementarni plose d.S maji obecné '
rozdilné orientace. Jak jiz diive bylo uvedeno (viz vztah (2.4)), tak v takovémto
pripadé lze dat do vztahu jednotlivé slozky obou vektorti pomoci slozek tenzoru
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druhého fadu. Timto tenzorem je tzv. tenzor napéti (Cauchyho tenzor napéti)

011 012 013

v = (17.12)

021 022 023

031 032 033

Tedy slozku vektoru napéti si lze vyjadrit pomoci slozky jednotkového normélo-
vého vektoru jako

3
T = oyn;, i=1,23. (17.13)
j=1

Tedy napf. T je vektor napéti v soufadnicové roving, které prislusi normalovy
vektor e; = (1,0, 0), takze mtizeme pro jeho slozky psat

Flen) _ (7-1(91)77;(61)’ 75(61)) _ 7-1(91)el + 7;(@1)e2 + 7})(91)(93 _
o11€1 + 02163 + 03163 = (011, 091, 033) . (17.14)
Podobné dostaneme vektory napéti ke zbyvajicim souradnicovym rovinam:
T2 = (019, 092, 032) (17.15)

T(e3) = (013,0'23,033) . (1716)

Slozky vektort napéti (17.14), (17.15) a (17.16) odpovidaji slozkdm v jednotlivych
sloupcich matice (17.12).

V kazdém bodé kontinua miiZzeme tedy stanovit nekoneéné mnoho vektora napéti
pro vSechny mozné orientace normalovych vektoru n. Odtud vyplyva, ze kazdému
bodu kontinua prislusi nekoneéné mnoho vektori napéti. Jak jsme si ukazali,
nepotiebujeme pro kazdou moznou orientaci plosky znat odpovidajici vektor na-
péti, ale staci za timto tGcelem znat vektor napéti pouze pro plosky lezici ve tfech
zékladnich soufadnicovych rovinidch. Pak pomoci téchto vektori napéti miizeme
ucit vektor napéti pro libovolné orientovanou plosku, resp. jeji jednotkovy norma-
lovy vektor n, podle vztahu (17.13). Slozky tenzoru napéti majici stejné indexy
(lezici na diagonéale matice tenzoru napéti (17.12)) reprezentuji normalové na-
péti, kdezto slozky tenzoru napéti nestejnych indexi predstavuji tecna (smykova)
napéti. Ze znaceni vySe uvedenych slozek vektori napéti, resp. tenzoru napéti,
vyplyva, Ze druhy index odpovid4 indexu normélového vektoru piislugné sourad-
nicové roviny (smér normaly k ploSe, k niZ je slozka tenzoru napéti vztaZena) a
prvni indexy odpovidaji indextim odpovidajicich souradnicovych vektori (ozna-
¢uji smér slozky, ktery odpovida kladnému sméru piislusné souhlasné orientované
soufadnicové osy). Nézorné mohou byt slozky tenzoru napéti zachyceny napft.
zpusobem uvedenym na obrazku 17.5.

17.2.1 Obecna rovnice rovnovahy kontinua

Rovnovaha tuhého télesa nastane tehdy, bude-li vyslednice vSech piisobicich vnéj-
gich sil a jejich momentt rovna nulovému vektoru, viz kap. 16.5. V piipadé kon-
tinua rovnovdha rovnéz nastane, bude-li vyslednice v8ech vné&jsich sil (plosnych
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Obrézek 17.5: Slozky tenzoru napéti a odpovidajici vektory napéti.

i objemovych) a jejich momenti nulova. Je-li v rovnovaze uvazované kontinuum
jako celek, pak musi byt v rovnovaze i jeho dil¢i objemy. Kdybychom vsak po-
stupovali pfi vySetfovani rovnovahy kontinua jako v piipadé tuhych téles, tak by
nam vypadla vnitini napéti, kteréd jsou pro nas pfedmétem zajmu. Proto v piipadé
kontinua postupujeme tak, zZe vy¢lenime z uvazovaného kontinua libovolnou cast
o objemu V, kterd je ohrani¢ena plochou S. Mé-li byt vyslednice sil ptisobicich
na zvolenou ¢ast kontinua nulové, pak musi platit, ze

FiO+EP:/]-}dV+/7;(")dS:O, i=1,2,3. (17.17)
v 5
Rovnost muzeme déle upravit pomoci vztahu (17.13), ¢imz dostaneme:

3 3
/fidv+/zaijnjd5:/f,-dv+/zaijdsj:o, i=1,2,3.

(17.18)
Plosny integral v rovnosti (17.18) pfevedeme na integral objemovy pomoci Gaus-
sovy véty (12.56) vyjadienou ve slozkovém tvaru, takze dostavame rovnici:

az .
/]—"dV+/ ;”dV_O i=1,2,3, (17.19)

kterou dale upravime do nasledujiciho tvaru:

/ (]—" +Za“”> AV =0, i=1,23. (17.20)
14

L
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Jelikoz objem uvazovaného kontinua byl zvolen obecné, bude podminka (17.20)
splnéna, kdyz bude platit:

3
8aij

-E

=0, i=1,23. (17.21)

j=1

Rovnice (17.21) pfedstavuje 1. podminku rovnovéhy kontinua.

Druh4 podminka rovnovahy bezprostfedné vyplyva z podminky, Ze vysledny mo-
ment sil pusobicich na vyclenény objem kontinua musi byt roven nulovému vek-
toru. Jako piiklad vyclenéného objemu kontinua vezméme elementéarni krychlicku
o rozmérech dry; = dxy = dxz = a — 0 orientovanou svymi sténami rovnobézné
se soufadnicovymi osami x1, 9 a x3, viz obr. 17.5. Na elementérnich plochéch
dS = a? elementarni krychle jsou plosné sily konstantni. Ve stavu mechanické
rovnovahy musi mit plosné sily opac¢nou orientaci. Tecn4a slozka plogné sily ve
smeéru osy 1 je 012dS a teéna slozka plosné sily ve sméru osy x5 je 021dS, viz obr.
17.5 a 17.6. Podminka rovnovahy otacivych momenti plosnych sil vzhledem k ose
T3 ma tvar:

D)
O'lgdS
a
0o1dS
—0'21(15
O —0'12(15

Obrazek 17.6: Tecné slozky plosné sily ptusobici na sténach elementarni krychle
(bokorys).

Mgeg = (a, 0, 0) X (0,0’21(15, 0) + (0, a, O) X (O’lgds, O, O) =
Cl(0'21 — 0'12)(1;983 = (0'21 — 0'12)@363 = 0, (1722)

protoze a # 0, pak 91 = 015. Pokud by nebyla podminka symetrie slozek tenzoru
napéti splnéna, elementarni krychlicka by se musela zac¢it otacet. Podobné bychom
dostali i zbyvajici dvé podminky symetrie o537 = 013 a 033 = 093 z podminek
rovnovahy momentu sil ke zbyvajicim osam zs a x;.

Tedy miizeme napsat 2. podminku rovnovahy kontinua:

Oij = 0ji, hJ=1,2,3. (17.23)
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Kdybychom chtéli 2. podminku rovnovahy kontinua odvodit podobnym piistupem
jako v pripadé odvozeni 1. podminky rovnovahy kontinua, tak bychom momenty
objemovych a plosnych sil ve slozkovém tvaru pocitali pomoci Leviova-Civitova
tenzoru, s jehoz pomoci si lze vyjadrit slozky vektoru (v nasem piipadé momentu
sily) vzniklého vektorovym sou¢inem dvou vektort (v nasem piipadé polohového
vektoru a objemové, resp. plosné sily, vztaZené na jednotku objemu, resp. plochy),
viz (4.31).

Opét bychom vysli z podminky, Ze vyslednice momenti sil pisobicich na zvoleny
objem kontinua musi byt nulova. Potom pro ¢-tou slozku vyslednice momenti
objemovych a plosnych sil musi platit

/ZsijkxjfdeJr/Zajkxfr,j“)ds:0, i=1,2,3. (17.24)
Voik S gk

Plogny integral v rovnici (17.24) pfevedeme pomoci Gaussovy véty s pouZitim
vztahu (12.56) na integral objemovy nasledujicim zptsobem

/Zgijkf’fjﬁ(n)ds/Zﬁijk%zfnk”zds/Z&jkf’?jffzwlds
S gk S . S'
oy
/ Z 81’ 5@]kx]0'lk: dV / Zifwk ( 101k +$] o )dV =

Jsk,l 4.kl
/ Z&gk <0]k + aaalk) dV . (17.25)

Ze vztahu (17.21) dostavame, Ze

oy,
Fr=—">—=0. 17.26
k 037[ ( )

Do rovnice (17.24) dosadime ze vztahta (17.25) a (17.26), takze dostaneme
0 0
/ D ety Itk eV / DT <a]k + a5 ;”“) dv =0. (17.27)
Vo kg VR
Slou¢enim integrali na levé strané rovnice (17.27) dostaneme
/ > ekopdV =0. (17.28)
gk

Vzhledem k tomu, Ze integral (17.28) je roven nule pro libovolny objem, musi
platit, ze
Zgijkajk =0, 1=1,2,3. (17.29)

Vztah (17.29) predstavuje druhou podminku rovnovahy kontinua.
Vzhledem k tomu, ze Levi-Civitiv symbol, viz (4.30), je nenulovy, jsou-li indexy
i, 7, k navzajem ruzné, je nutné, ma-li byt splnéna rovnost (17.29), aby platilo, Ze

012 =091, 013 =031, 023=03 (17.30)
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neboli zkracené
Oij = O0ji Z,j = 1, 2, 3. (173].)

Z 2. podminky rovnovahy kontinua (17.23) vyplyva, Ze tenzor napéti je tenzo-
rem symetrickym, a tudiz ho muzeme vhodnou volbou soufadnicového systému
diagonalizovat, tj. o;; = 0 pro ¢ # j

g1 0 0
=10 o, 0] (17.32)
0 0 03

Soufadnicové osy, pro které dochazi k diagonalizaci tenzoru napéti se nazyvaji
hlavni osy napéti a slozky o117 = 01, 099 = 09, 033 = 03 se nazyvaji hlavni napéti.
Je-li napéti v kontinuu homogenni, potom oy = 09 = 03 = 0.

17.3 Tenzor deformace

V pripadé tuhych téles jsme pfedpokladali, Ze tato télesa mohou konat pouze
posuvny a otacivy pohyb. Tuhé télesa jsou vSak idealizaci redlnych téles, u kte-
rych kromé dvou vySe zminénych pohybi, dochazi i k pohybu deforma¢nimu.
Deformaé¢ni pohyb vede k deformaci neboli zméné tvaru télesa, obecné kontinua.
Deformace souvisi se skutecnosti, ze se méni vzédjemné vzdalenost jednotlivych
bodu kontinua. Abychom postihli deformaci kontinua, budeme predpokladat né-

dr’ = dr+du

Obrazek 17.7: Posunuti bodu kontinua vlivem deformace.

jaky bod kontinua A, v jehoz blizkosti se nachazi bod kontinua B. Poloha bodu A
je urcena polohovym vektorem r, kterému piislusi slozky x;, kde ¢ = 1,2, 3. Bodu
B odpovida polohovy vektor r + dr, viz obr. 17.7. Ve slozkovém tvaru miizeme
polohu bodu B vyjadrit jako x; + dx;. Vlivem silového ptisobeni bod kontinua
A piejde do nové polohy o polohovém vektoru r/, ktery ukazuje na bod A’, tedy
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dojde k posunuti A — A’. Posunuti bodu A do bodu A’ je dano vektorem posu-
nuti u, tedy plati, Ze I’ = r + u(r) neboli ve slozkovém tvaru' =} = z; + u;(x;)
(1,7 = 1,2,3). Vlivem silového ptisobeni rovnéz i bod B se posune do mista,
které je oznaceno bodem B’ (B — B’). Tomuto bodu odpovida polohovy vektor
r +dr = r+dr+ u+du. Element vektoru dr’ odpovid4, viz obrazek 17.7, rozdilu
polohovych vektori ukazujicich na bod B’ a bod A’, tj.

drff =r+dr+u+du— (r+u) =dr+du, (17.33)

kde element vektoru posunuti du reprezentuje deformaci kontinua.
Ve slozkovém tvaru je mozné vztah (17.33) vyjadfit nasledujicim zptusobem

do! = dw; + du; | i=1,2,3. (17.34)
Diferencial vektoru posunuti je dan vztahem?

ou; )
duizza%dx], 1=1,2,3,

Jj=1

coz nam umoziuje prepsat vztah (17.34) do nésledujiciho tvaru

3 3
du; ou; .
da) = dz; + Z a—ijdgcj = Z ((5Z-j + a—z) dz; , i=1,2,3. (17.35)
j=1 j=1 J

Pro lepsi predstavu muZeme vyjadfit rovnost (17.35) napf. pro index i = 1

Ao, = day + g—“idxl + g“;d oy + g—“;dxg (17.36)

Pomoci rovnosti (17.35) mtiZeme psat, ze

idxédl’é = i [i (5” + ) dz; i ( ot 8“%) dxk] _

i=1 i=1 Lj=1 k=1

—dz;dzy +

3 3 a a
Z Z (SU(S@kd[L’]dSL"k + (51] dl']dSCk + 5zk
: Oy Oz,

3
i Ou;
Z Z Zéijéikdxjdxk + g da;dxy + g dx;dzy + 8—u—udx]~dxk =
Lk Lj

L 55 de-d 3338uj Ouy, auiﬁuidd_
2.2 2 Sududndet 3> D Gort Gy * G, o, ) 00 =

idmdx» + i i Ou; + Ouy + Ou; Ou dz;dx (17.37)
i—1 e - 8xk 8xj (%cj a.’L'k J ke )

1Je t¥eba si uvédomit, Ze kazda slozka vektoru posunuti je funkei soufadnic z1, 2 a 3, tj.
u(r) = u(xy, x2,73) = (u1 (21, T2, ¥3), u2 (71, T2, T3), u3(T1, T2, 3)) -
27 dtavodu tsporngjsiho zapisu autofi odborné literatury vénované mechanice kontinua vyu-

zivaji Einsteinovu sumaé¢ni konvenci. Vzhledem k tomu, Ze se toto skriptum vénuje mechanice
kontinua jen okrajové, budeme se drzet zapisit pomoci symbolt sumace.
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Za miru deformace povazujeme rozdil ¢tverci délek vzajemné si odpovidajici vek-
tort dr’ a dr, tedy veli¢inu:

3 3
jAr'[* — |dr]* =) dajda; — ) daiday (17.38)

kam dosadime ze vztahu (17.37), ¢imZ dostaneme, Ze

3 3
Ouj  Ouy  Ou, 8ui)
+ — + dxdx, — da; =
Zl (afﬂk al']' al']‘ a%k J k —
Oou,,  Ou; Ouy
0w, " ou, G ) daya = SO 2eudaydan . (1739

=1 k=1

kde ejj jsou slozky Greenova tenzoru, resp. tenzoru velkych deformaci, e

1 8uk 6U]‘ 3 8ul 8u1 .
== =—+ = k=1,2,3. 17.40

Vysledek (17.39) muzeme dale upravit do nasledujiciho tvaru:

3 3 3 3
jdr'[? = [dr]> =) 0> 2ejdayday = [dr? Y 0> " 2eus;s (17.41)

j=1 k=1 j=1 k=1

kde s; jsou slozky jednotkového vektoru s = dr/|dr| = (s1, s2, s3).

Odtud
[dr'|? —Jdr* _
A, E E 2e,55k - (17.42)

j=1 k=1
Levou stranu tohoto vztahu dale upravime:
|dr’|? — |dr|? _|dr| —|dr||dr/| + |dr|  |dr/| — |dr| (|dr’\

_ _ 1) = 5(5 4+ 2
2]dr]? dr] dr] dr] dr] ) (0+2),
(17.43)

kde
|dr/| — |dr]| B |dr’|

|dr| - |dr|

predstavuje relativni prodlouzeni usecky AB, viz obr. 17.7.
Vysledek (17.43) dosadime na levou stranu rovnosti (17.42), ¢imz dostaneme:

3
8(6+2) = Z > 2ejissi (17.45)

5:

~1 (17.44)

Jestlize se omezime pouze na malé deformace, potom muzeme zanedbat kva-
draticky ¢len ve vztahu (17.40), ¢imz dostaneme slozky tzv. Cauchyho tenzoru,
resp. tenzoru malych deformaci, ?, tj.

1 <8uk %

o= === k=1,2,3. 17.46
€k 9 afL'] +8£Uk;> ) Js ) ( )

Slozky tenzoru
deformaci jsou
bezrozmérné.
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Tedy

€ = : (17.47)

Ze vztahu pro prvky tenzoru malych deformaci (17.46) je vidét, Ze se jedna o
symetricky tenzor, tedy €, = €;. Jako symetrickému tenzoru mu piislusi kvad-
ratickd plocha nazvané elipsoid deformace. Osy tohoto elipsoidu nazyvame hlavni
osy (sméry) deformace.

Pozn.: Neni-li kontinuum homogenni, pak je tenzor deformace zavisi na vysetio-
vaném misté, tj. je funkei soutradnic. Tvofi tak tenzorové pole. Podobné je tomu
tak i v pripadé tenzoru napéti.

17.3.1 Posunuti bodu pri malych deformacich

Vybereme si libovolny bod vySetfovaného kontinua M a ten ztotoznime s pocat-
kem soutadnicové soustavy O, x1, o, x3, viz obr. 17.8. Do této soustavy umistime

Obrazek 17.8: Uvazovana geometricka situace.

bod A o polohovém vektoru r = (z1, x9, x3), ktery reprezentuje sledovanou tusecku
MA. Polohovy vektor r si muzeme vyjadfit pomoci jeho jednotkového vektoru
jako
r=rs, s=(s,82,53). (17.48)
V dusledku deformace kontinua piejde vektor r ve vektor r’ o velikosti 7" a prodéla
pfitom zménu dr = (dzy, dzs, dag). Zména vektoru r ovsem predstavuje posunuti
bodu A, pro které zavedeme vektor posunuti u = (uy, us, u3). Zejmé potom plati,
ze
dr=u. (17.49)
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Relativni prodlouzeni vektoru r (asecky MA) je

L s B e R U

5 : (17.50)

7] r

Abychom mohli relativni prodlouzeni vektoru r dale upravit, tak si jeho velikost
vyjadiime pomoci skalarniho soucinu:

r=+r-r= (17.51)
Diferencovanim této rovnice dostaneme:
3 3
: dz; - xdx;
dr = 2z 0T Doy ey (17.52)

D Tl '
Dosazenim tohoto vysledku do vztahu pro relativni prodlouzeni (17.50) dosta-

neme: s
z i—1 CUdeCz

Pro relativni prodlouZeni muzeme pouzit i vztah (17.45), kde pfi uvazovani ma-

lych deformaci zanedbame relativni prodlouzeni oproti dvojce a nahradime slozky

tenzoru deformaci e;; za slozky tenzoru malych deformaci ¢;;, takze miiZzeme psat:

r2

3 3 Z? Zi’f €iliT s
2 :E : i=1 =1 -]

0= €ijSiS; = J s (1754)
i=1 j=1

1

kde jsme k tpravé pouzili, Ze slozky jednotkového vektoru s jsou dany vztahem
si=uxi/r (1=1,2,3).

Porovnanim tohoto vysledku se vztahem (17.53) dospéjeme k nasledujici pod-
mince:

r2 r2

3 3 3 e 3 3 3
Yoy xida; > im1 Zj:l €ij il
i=1

=1 j=1
3 3 3 3
i=1 \j=1 i=1 j=1

protoze vektor r musi byt nenulovy, aby se dalo o jeho zméné hovorit, musi byt
alespon jedna jeho slozka z; rtiznd od nuly. Potom aby byla splnéna podminka
(17.55) musi byt rovna nule zévorka v posledni rovnosti, tj.

3

j=1
S ohledem na rovnost (17.49) musi platit:

dv; =u;, i=1,2,3, (17.57)

Misto velikosti
vektortu |dr| a |dr/|
pouzivame velikosti
vektoru |r| a |r].
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coz dosadime do rovnice (17.56) a dospéjeme k nasledujicimu zavéru:

Posunuti bodu pii malych deformacich

Mala deformace kontinua zptsobuje posunuti koncového bodu vektoru r =
(21, x9, x3) vychazejictho z pocatku soufadnicové soustavy, o vektor u =
(w1, ug, usz), jehoz soutradnice jsou

3
wi=Y ejz;, i=123. (17.58)

Jj=1

Vyjadrime-li si soutadnice x1,xs, x5 polohového vektoru r pomoci soutadnic
jeho jednotkového vektoru (z; = rs;), pak lze upravit vztah (17.58) s ohledem na
vztah (17.31) do tvaru:

3 3
U; = T‘Z €ijS; = T’ZEjiSj 5 1= 17 27 3. (1759)
i=1 i=1

17.3.2 Geometricky vyznam slozek tenzoru malych defor-
maci

V kazdém bodu télesa si muzeme zvolit malé okoli bodu (obecné se deformace
téles muZe v riznych mistech projevovat jinak, proto se omezime na malé okoli).
Necht je timto bodem bod O, ktery soucasné bude reprezentovat pocatek kartézské
soufadnicové soustavy. Na osach, v rdmci uvazovaného okoli, si zvolime body A,
B a C, které vymezuji tsecky OA, OB a OC, viz obr. 17.9. Po deformaci télesa

Obrézek 17.9: Posunuti zvolenych tfech bodiu pfi deformaci télesa.

se usecky zméni na OA’, OB’ a OC", vlivem posunuti A -+ A", B — B', C — ('
(predpokladame malé okoli a malé deformace, takze muzeme piedpokladat, ze
se f\lseéky\ nede\formuji a zustanou tseckami), ¢imZ vzniknou tii vektory posunuti

AA', BB', CC", viz obr. 17.9. Miizeme zavést vektory: (74 = (JOA],0,0), O? =
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(0,|O0BJ,0) a oC = (0,0,|0C]), kde |OA|, |OB|, |OC| jsou délky tusecek. Na
zékladé vztahu (17.59) budou vzniklé vektory posunuti mit néasledujici slozky:
— s e
AA/ = |OA|(611, €12, 613) s BB/ = |OB|(€21, €292, 623) y CC/ = |OC|(€31, €32, 633) .
(17.60)
Odtud je vidét, ze napf. pii pusobeni ¢istého tahu ve sméru osy x; na vetknutou
homogenni ty¢, jejiz podstava lezi v roviné x; = 0, budou body A’, B" a C" lezet
na souradnicovych osach, takze vektory posunuti budou mit nasledujici slozky:

— — —
AA/ = |OA|(611,0,0) 5 BB/ = |OB|(O,€22,0) s CC/ = |OC|(0,0,633) . (1761)

Oznacime-li délku tyce a a jeji pri¢né rozméry b a ¢, potom po deformaci Gistym

tahem oznacime jeji rozméry a’, b’ a . Relativni prodlouZeni, neboli prodlouZzeni
na jednotku délky, ve smérech os x1, xs a w3 vyplyva pfimo ze vztaht (17.61):

— — —
B |AA| 5~ |BB'| B 5~ [efed B
_|OA|_€H’ x2—|OB|—€22, m3—|OC|—633-

Oz, (17.62)

Potom pro rozméry po deformaci Cistym tahem muzeme psat:

d=a+Aa=a+ad,, =a+ac;; =a(l+e), V' =b1+¢€p), d=c(l+es),
(17.63)

Tedy délka podél osy x; se zméni (1 4 €1)-krat, délka podél osy xs se zméni

(1 + €99)-krat a délka podél osy x3 se zméni (1 + e33)-krat.

Je zfejmé, zZe v nasem piipadé je €17 > 0, €99 < 0 a €33 < 0, tedy ve sméru osy

x1 dojde k prodlouzeni tyce, kdezto ve smérech os x5 a x3 dojde k jejimu zkra-

ceni. Tedy slozky €11, €99 a €33 souvisi s posuny bodi kontinua podél os x1, xo a x3.

Abychom si mohli snadnéji interpretovat vztah (17.58), tak budeme piedpokladat,
Ze body na osadch maji nasledujici souradnice: A = [1,0,0], B = [0,1,0], C'" =
0,0, 1]. Po obecné deformaci se tyto body posunou, tj. A - A", B — B, C —
C’, a budou mit na zakladé vztahu (17.58) souradnice: A" = [1 + €11, €12, €13],
B' = [e21, 1 + €99, €23], C" = [€31, €32, 1 + €33]. Vidime, Ze situace je slozitéjsi oproti
¢istému tahu, protoze pti deformaci se méni vSechny tii soufadnice uvazovanych
bodi. Kdybychom uvazovali krychli lezici na osach x1, x5 a x3, tak by pfi obecné
deformaci nedoslo jen ke zméné velikosti jejich stran, ale doSlo by i k jejich zkoseni,
jejichz velikost urcuji nediagonélni slozky tenzoru malych deformaci.

17.3.3 Prvni invariant tenzoru malé deformace a objemova
dilatace

V souradnicové soustavé hlavnich os deformace vymizi (jsou nulové) nediagonalni
slozky tenzoru malé deformace, takze je mozné konstatovat, ze pii deformaci podél
hlavnich os deformace se si tyto osy zachovavaji sviij smér, a tedy i po deformaci
jsou vzajemné kolmé, jelikoz smykové thly jsou nulové. Kazdou deformaci okoli
urcitého budu lze popsat jako smrsténi nebo roztazeni podél tii hlavnich os de-
formace, které jsou na sebe vzajemné kolmé.

SN

ol
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V maticovém vyjadieni mizeme zapsat tenzor malych deformaci v soutadnicové
soustavé hlavnich os jako

ee 0 0
e = 0 e 01> (17.64)
0 0 e
kde €1, €3, €3 jsou FeSeni nasledujici charakteristické kubické rovnice?
(€11 —€) €12 €13
€21 (€22 — €) €93 =0, (17.65)
€31 €32 (633 — 6)

kterou je mozné prepsat do tvaru:
€ — 1@+ Ve — V3 =0, (17.66)

kde 94, ¥ a 13 jsou tzv. skalarni invarianty tenzoru malych deformaci, tj. jedna
se o veli¢iny, které se neméni pii transformacich souradnic. Dilezity je predevsim
prvni invariant tenzoru malych deformaci ¥, ktery méa nejvétsi uplatnéni v teorii
pruznosti a je dan nasledujicim vztahem:

Y1 = €1 + €3 + €3 = konst. (17.67)

Predpokléddejme kvadr o hranach a, b, ¢, které jsou rovnobézné s hlavnimi osami
deformace. Objem tohoto kvadru je

Vo=abc, (17.68)

Po deformaci tohoto kvadru dostaneme opét kvadr s hranami o, V', ¢, jelikoz,
jak bylo vyse uvedeno, hlavni osy deformace si pifi deformaci podél téchto os
zachovavaji sviij smér. Protoze €; = €11, €3 = €99, €3 = €33 odpovidaji relativnim
prodlouzenim ve sméru hlavnich os deformace, je mozné pro hrany deformovaného
kvadru psat:

d = a+Aa=a+ae=a(l+¢€),
b+ Ab=0b+bes =0b(1+e), (17.69)
d = c+Ac=c+ceg=c(l+¢e).

=<
I

Objem kvadru po deformaci bude

V=dVd=abc(l+e)l+e)(lt+e)Zabc(l+e+e+e). (17.70)

3Jedna se vlastné o hledani vlastnich &isel matice, pfi¢emz matici je v tomto piipadé maticovy
zapis tenzoru malych deformaci (17.47). V naSem piipadé jsou vlastnimi &isly e;, €2, €3. Vlastni
vektory odpovidajici nalezenym vlastnim ¢islim jsou navzajem kolmé a jejich jednotkové vektory
jsou soufadnicovymi vektory soufadnicové soustavy hlavnich os deformace.
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Pomoci vztahi (17.68), (17.70) a (17.67) muzeme vyjadiit objemovou (kubickou)
dilataci jako
V-W

K= v =€ t+eate3 =€ +enten=10. (17.71)
0

Vysledek (17.71) nam fiké, ze prvni invariant vyjadiuje zménu jednotkového ob-

jemu po malé deformaci.

Z defini¢niho vztahu pro slozky tenzoru malych deformaci (17.46) vyplyva, ze
8U1 8u2 8u2

= =V 17.72
K 6$1+8$2+8$3 Vu, (77)

kde uq, us a usz jsou slozky vektoru posunuti u.

17.4 Zobecnény Hooktlv zakon

Ptedpokladejme, Ze je kontinuum podrobeno plisobeni ¢asové neproménnych vnéj-
sich sil, takze dochazi k jeho deformaci. Prestanou-li tyto vnéjsi sily ptsobit,
kontinuum (téleso) se vrati do puvodniho stavu. Takovéto téleso pak nazyvame
télesem pruznym (elastickym)*. Zminéna deformace vlivem vngjsich sil mé za na-
sledek vznik napéti, které kompenzuje ve viech bodech kontinua vlivy zminénych
vnéjsich sil (dochézi k rovnovaze, tj. v télese jsou vnitini sily se silami vnéjsimi v
rovnovaze). Odtud vyplyva, Ze v ustdleném stavu je tenzor napéti néjakou funkei
slozek tenzoru deformace. V nasledujicim textu se budeme vénovat pouze pii-
padu, kdy tenzor napéti bude linedrni funkci slozek tenzoru deformace. Timto
predpokladem se omezime na tzv. linedrni teorii pruznosti. Obecna linearni za-
vislost mezi napétim a deformaci je dana zobecnénym Hookovym zdkonem, ktery
miizeme zapsat v nasledujicim tvaru

3 3
Oij = chijklekl : i,j=1,2,3. (17.73)

k=1 I=1

Zobecnény Hooktuv zakon je ddn tenzorovou rovnici, kterda ndm ukazuje, jak kazda
ze Sesti slozek tenzoru napéti (symetricky tenzor) zavisi na Sesti slozkach tenzoru
malych deformaci. Tenzor ¢tvrtého fadu {C'} nazyvame tenzorem elastickych ko-
eficientu. Slozky tenzoru elastickych koeficienti jsou obecné funkei polohy, avsak
my se omezime pouze na piipad homogennich elastickych téles, pro ktera slozky
tohoto tenzoru na poloze nezéavisi. Plny pocet téchto nezavislych slozek je vyuzit
pouze v pripadé latek z velkym stupném anizotropie. Tenzor elastickych koefici-
entit {C'}, jakozto tenzor ¢tvrtého fadu ma 3* = 81 slozek. Diky symetrii tenzoru
napéti o a tenzoru malych deformaci € plati, Zze Ciju = Cjim a Cijrr = Cijik,
¢imz se tedy pocet nezavislych slozek tenzoru {C'} redukuje na 36 = 6 - 6. Avsak
z energetickych uvah vyplyva, ze tenzor {C} je symetricky i pfi zaméné prvni
dvojice indext s dvojici druhou, a proto plati, Ze Cjji = Chyj. Timto se dale

4Nutno poznamenat, 7e reilna télesa se do pivodniho stavu nevraci, a tudiz u nich po-
zorujeme tzv. zbytkovou deformaci. Tedy téleso bez zbytkové deformace je télesem dokonale
pruznym. Opakem dokonale pruznych téles jsou télesa (dokonale) plasticka, tj. télesa, ktera

zistavaji ve vysledném zdeformovaném stavu i v pfipadé, ze vnéjsi sily pfestanou pusobit.
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redukuje pocet nezavislych slozek tenzoru elastickych koeficientii na vyslednych
21 nezavislych slozek. S timto poc¢tem slozek tenzoru {C'} se setkdvame pouze u
latek s vysokym stupném anizotropie®. Pii pfechodu k latkdm méné anizotropnim
se tento pocet dale vyrazné redukuje®. Pro izotropni elastické téleso” se pocet
nezavislych elastickych koeficientti redukuje na 2.

Izotropnimu elastickému télesu musi prisluset izotropni tenzor elastickych ko-
eficienti {C'}. Obecné pro izotropni tenzor plati, Ze se jeho slozky pii ortogonalni
transformaci soufadnic neméni neboli izotropni tenzor mé stejné slozky v kazdé
ortonormélni bazi®. Pomoci Kroneckerova symbolu, jakoZto izotropniho tenzoru
druhého tadu, je mozné vytvorit nasledujici tii izotropni tenzory ¢tvrtého radu

Aijkt = 050k, Bijr = 001, Hijiw = 0udjp, - (17.74)

D4 se dokazat, ze jakykoliv izotropni tenzor ¢tvrtého fadu muze byt vyjadien
jako linearni kombinace vyse uvedenych izotropnich tenzort ¢tvrtého fadu (17.74),
tedy 1 izotropni tenzor elastickych koeficientt {C'}

Cijr = MNiji + aBijig + BHjp 6,7,k 01=1,2,3, (17.75)

kde A, a;, 8 jsou konstanty.
Pomoci vztahit (17.74) a rovnosti (17.75) je mozné vyjadiit zobecnény Hookiv
zékon (17.73) jako

3 3 3 3 3 3 3 3
045 = Z Z CijklEkz = Z Z )\5ij5kl€kz+z Z Oé5ik5jl€kz+z Z 55il5jk€kl )

k=1 I=1 k=1 I=1 k=1 I=1 k=1 I=1
i,j=1,2,3. (17.76)

Odtud apravou dostaneme, Ze

3
045 = )\Z Ekkéi]‘ + (Oé + ﬁ)Ei]‘ s Z,j = 1, 2, 3. (1777)
k=1

S ohledem na vztah (17.67) a zavedenim oznaceni 2u za o +  muiZzeme piepsat
rovnici (17.77) do nasledujiciho tvaru:

Vztah (17.78) vyjadiuje zobecnény Hookiiv zdkon pro izotropni téleso. Prvni ¢len
na pravé strané rovnice (17.78) popisuje objemovou deformaci a druhy defor-
maci tvarovou. Konstanty A, p se nazyvaji Laméovy koeficienty. Protoze slozky
tenzoru deformace jsou bezrozmérné, maji Laméovy koeficienty stejny fyzikalni
rozmér jako slozky tenzoru napéti, tj. N/m? = Pa. Budeme dale predpokladat, Ze

5Pfipomeiime, Ze anizotropni téleso mé v riiznych smérech rozdilné mechanické vlastnosti.

SPtikladem mohou byt krystalové struktury (krychlova, hexagonalni atd.), u kterych se
uplatni dalsi symetrie, &imz se pocet nezavislych slozek tenzoru {C'} dale snizi.

"Izotropnim elastickym té&lesem chapeme téleso, které ma ve viech smérech stejné mechanické
vlastnosti. Piikladem mohou byt latky s polykrystalickou strukturou, napf¥. kovy.

8D4 se ukazat, Ze tenzor nultého Fadu (skalar) je izotropnim tenzorem, izotropni tenzor
prvniho Ffadu neexistuje, jedinym izotropnim tenzorem druhého rfadu je Kroneckeriv symbol a
jedinym izotropnim tenzorem tfetiho fadu je Levi-Civitiv symbol.
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kontinuum bude izotropni a homogenni, takze Laméovy koeficienty budou pred-
stavovat konstanty charakterizujici elastické vlastnosti vySetfovaného kontinua.
Pro konkrétni materidly musi byt Laméovy konstanty urcéeny pomoci vhodné na-
vrzenych experimenti.

Stejné jako jsme si zavedli prvni invariant pro tenzor malych deformaci (17.67),
tak si lze analogickym zptsobem zavést prvni invariant tenzoru napéti:

@1 :01+02+03:011+022+033:kONSt. 5 (1779)

kde 01 = 011, 09 = 099 & 03 = 033 jsou vlastni ¢isla odpovidajici charakteristické
kubické rovnice, ktera se rovnaji slozkam tenzoru napéti pro hlavni osy napéti.
Z Hookova zakona pro izotropni télesa (17.78) miizeme psat:

3 3 3
i=1 i=1 i=1
=3 =01

Tento vysledek udéva vztah mezi prvnim invariantem napéti ©; a prvnim invari-
antem malych deformaci ;.
Ze vztahu (17.80) také muZzeme psat, ze

O
Hh=—. 17.81
YT+ 2/ ( )
Vztahneme-li tenzor malych deformaci k hlavnim osam deformace, pak
€11 = €1, €22 = €3, €33 = €3, €19 = €13 = €23 =0 . (17-82)

Pro tyto hodnoty slozek tenzoru malych deformaci vychézi ze zobecnéného Hoo-
kova zékona pro izotropni kontinuum (17.78) pro slozky tenzoru napéti:

J11 ,0922 ,033 7é 0 s zatimco 019 — 013 = 0323 = 0. (1783)

Odtud plyne dulezity zaveér:

Hlavni osy

V homogennim a izotropnim prostiedi splyvaji hlavni sméry deformace se
sméry hlavnich napéti.

Na zakladé rovnice (17.78) muzeme napsat inverzni Hookitiv zékon pro izot-
ropni télesa pfepsat jako
1 A
= 504 — —(51‘]‘191 . (1784)
2u 2u

Dosazenim za v, ze vztahu (17.81) do rovnice (17.84) po tpravé dostaneme néa-
sledujici tvar inverzntho Hookova zakona pro izotropni kontinuum:

1 CN
= — (o —6— 2] . 17.85
6] 2” (U] ]3)\+2/L ) ( )
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17.4.1 Elementarni Hooktv zakon

Uvazujme nyni piipad, kdy je izotropni téleso podrobeno €istému tahu (vek-
tor napéti ma stejny smér jako jednotkovy normélovy vektor) ve sméru osy i,
pak 011 # 0 a ostatni slozky tenzoru napéti jsou nulové (©; = oy;). Za téchto
okolnosti z rovnosti (17.85) plyne:

1 5 @1 )\ 1 011 )\
€11=— | o1 — 01— =— |0y — — =
1 21 D 24 20 P\ 2

1 A A+ o11
24 ( 3\ + 2#) T B 2 » (17:56)

kde konstanta
o11 u(3)\ + 2#)

E=_— = 17.87
€11 A+ 12 ( )
predstavuje Youngiv modul pruznosti.
Déle pro ¢isty tah z inverzniho Hookova zékona (17.85) mizeme psat:
A 011 . .
€22 = €33 23N+ 20 €ij pro i #j ( )

Ze vztahu (17.86) a (17.88) je zfejmé, Ze je-li podrobeno izotropni téleso &is-
tému tahu, potom u ného nedochazi ke smykovym deformacim, takze se jeho
deformace projevi pouze jeho relativnim prodlouzenim, resp. zkracenim, ve sméru
souradnicovych os.

Ptimo ze vztahu (17.87) je mozné napsat elementarni Hookuv zakon v podélném
sméru v matematické vyjadreni jako

1
€11 — EO'H (1789)

neboli ) A L
e _ 24— (17.90)
a a ES
kde a je pivodni délka tyce?, @’ je nastala délka tyce vlivem silového ptisobeni, S
je jeji prufez a F' je velikost sily, kterou namahéme ty¢ v tahu ve sméru osy x;
(podélna sila), viz obr. 17.10.
Piiméa tmeérnost mezi deformaci a napétim, jak je popisovana vztahem (17.89),
plati jen pro malé deformace. Pro vétsi hodnoty deformace prestéava byt vztah
mezi napétim a deformaci linedrni. Na obrazku 17.11 je zachycen tzv. tahovy
(napétovy) diagram tenké tyce. Na tahovém diagramu jsou vyznaleny ¢tyfi vy-
znamné body. Bod A je bodem, za kterym prestava elementarni Hookuv zédkon
(17.89) platit, neboli od tohoto bodu prestava platit predpokladany linearni vztah
mezi napétim a deformaci. Tento bod nazyvame mez tmérnosti. Za timto bodem
zacind napéti rust pomaleji. Dalsim bodem je bod B, ktery nazyvame mezi pruz-
nosti. Do tohoto bodu je deformace jesté vratna. Za mezi pruznosti dochazi k
plastické deformaci. V oblasti plastické deformace se dale nachazi bod C, ktery
nazyvame mez kluzu. Od tohoto bodu dochazi k dalsi deformaci, avsak prakticky

€11 =

9Zde hovofime o ty¢i s ohledem na experimentélni sestavu slouzici k urcovani Youngova
modulu pro dany material.
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b Y =b— Ab
ey F‘
a
o =a+Aa

Obréazek 17.10: Pusobeni ¢istého tahu na vetknutou ty¢ obdélnikového priifezu ve
smeéru osy xi. Z obrazku je patrné podélné prodlouzeni a pricné zkraceni tyce,
majici rozméry pred deformaci a x b X c.

pii konstantnim napéti, takze fikdme, ze material tece. V této fazi dochézi ke
zméné nékterych fyzikalnich vlastnosti zkoumaného materialu. Poslednim bodem
je bod D, ktery nazyvame mez pevnosti. Za timto bodem dochéazi ke zmengovani
pri¢ného prufezu uvazované tyce, az se nakonec tato ty¢ pretrhne.

Dalsi vyznamnou konstantou je tzv. Poissonova konstanta (souéinitel p¥i¢ného

011 D

€11
Obréazek 17.11: Tahovy (napétovy) diagram tyce.

zkraceni), kterd je definovana jako pomér pri¢ného zkraceni k relativnimu pro-
dlouzeni, tedy podil vztahu (17.88) a (17.86):

A
absent (17.91)

€22

€11

Z defini¢niho vztahu pro Poissonovu konstantu (17.91) je zfejmé, Ze tato konstanta
je bezrozmérna.
Ze vztahu (17.86) si vyjadiime slozku tenzoru napéti oq;:

13X + 2p)

17.92
Nt €11, ( )

011 =
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za kterou dosadime do vztahu (17.88), ¢imz po upravé dostaneme matematické
vyjadieni elementarniho Hookova zakona v pficném sméru:

€99 = —VE] (17.93)
neboli (viz obr. 17.10)
Ab Aa
—_— = —v— 17.94
resp.
€33 = —V€1l (17.95)
neboli A A
2o 20 (17.96)
c a

Pomoci vztahu (17.87) a (17.91) muZzeme dospét k nésledujicim vztahim pro
Laméovy koeficienty vyjadiené pomoci Youngova modulu a Poissonovy konstanty:

E
-t 17.
F=5a1o) (17.97)
E
A= v (17.98)

A+v)(1-2v)"
Uvézime-li, Ze pro ty¢ obdélnikového prifezu plati, Ze €17 = Aa/a < 1 a €y =
es3 = Ab/b = Ac/c < 1, potom s ohledem na vztahy (17.93) a (17.96) muZeme
objemovou dilataci (17.71) vyjadiit néasledujicim zpisobem:

K = €11 + €20 + €33 = €11 + 2699 = 611(1 — 21/) . (1799)

Jelikoz objem tyce tahovym pilisobenim vzdy roste, musi platit, ze 0 < v < 0, 5.
Pro materialy, jejichz Poissonova konstanta se blizi hodnoté 0,5, se objem tyce
témér neméni, takovym materidlem je napt. guma.

Pomoci konstant E a v je mozné prepsat inverzni Hookiv zakon pro izotropni
materialy jako

1
& = 7 (1 +v)oy — 6,00 . (17.100)
Podobné muzeme prepsat i Hooktv zakon pro izotropni materialy
E v
i = | € + ——=010;5 | . 17.101
7ii 1+y(€]+1—2u”) ( )

Déle uvazujme ptipad, kdy je izotropni téleso podrobeno €istému (prostému)
smyku. Cisty smyk nastavéa v pifpadé, kdy pouze jeden nediagonalni par slozek
tenzoru deformace je nenulovy. Necht je timto parem par €5 = €91 # 0, takze
€11 = €99 — €33 — €13 — €3] — €23 = €32 — O, viz obr. 17.12. Z tohoto obrazku lze
vidét, ze nedoslo k prodlouzeni ve sméru soutradnicovych os. Na zékladé Hookova
zékona pro izotropni télesa (17.78) pak mizeme psat, Ze

012 = 2#612 . (17102)

Ze vztahu (17.59) dostaneme pro velikost posunuti vrcholu uvazované krychle o
soufadnicich [0,a,0], Ze u = aeys. Pro thel zkoseni « je na zakladé obr. 17.12
mozZné psat
u
t = —=—==¢€13. 17.103
an o a P €12 ( )
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Obréazek 17.12: Cista smykova deformace izotropniho kvadru. Plnou ¢arou je za-
chycen stav pfed deformaci, ¢arou prerusovanou stav po deformaci.

V pripadé malych deformaci jsou thly zkoseni velmi malé, takze mtzeme psat, ze
tana ~ «, ¢imz muzeme vysledek (17.103) zapsat (v ramci aproximace malych
deformaci) jako

a = €192 . (17104)

Odtud vidime, ze jak nediagonalni slozky tenzoru malych deformaci urc¢uji miru
zkoseni po deformaci télesa.

Protoze thel zkoseni je velmi maly pifi malych deformacich, tak miZeme psat
pomoci vysledku (17.104), ze

snava=— = d=2=%2_,4 (17.105)

a o €15
Odtud vyplyva, ze pfi malych deformacich se v tomto piipadé nezméni délka
strany krychle, tj. a = d’, ale dojde jen ke zméné tvaru krychle.
Vztah (17.102) mizeme piepsat do tvaru:

1
€10 = —O013 . 17.106
12 o 12 ( )
Vztah (17.106) predstavuje elementérni Hookiv zakon pro prosty smyk, kde La-
méuv koeficient p nazyvame také modul torze (modul pruznosti ve smyku), ktery
vSak v tomto pripadé zpravidla znacime G, takze se ¢astéji setkavame s matema-
tickym vyjadienim Hookova zakona pro prosty smyk v nasledujicim tvaru:
1

€12 = 57012 - (17.107)

17.5 Pohybové rovnice kontinua

Doposud jsme se zabyvali statikou kontinua (spojitého prostiedi). Ve statice nas
zajimal pouze vysledny stav, do néhoz kontinuum dospélo, a nikoliv proces, ktery
k nému vedl. Zména polohy bodu (¢astic) kontinua byla udavana jen vektorem
posunuti zavisejicim jen od ptuvodnich poloh téchto bodu. Zajiméme-li se o cely
¢asovy priib&h posunuti bodi kontinua, musime pfrejit od tloh statickych k uloham
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dynamickym.

Sily, které urychluji element objemu kontinua dV, jehoz hmotnost je dm = pdV/,
jsou rovny objemovym a povrchovym sildm na tento element pusobicich, viz leva
strana rovnice (17.21). Dle vztahu (17.20), resp. (17.21), muZeme na zakladé 2.
Newtonova pohybového zakona (7.11) pséat:

82u
O3ji 7 .
F,dV + ]E_ Dz, dV 8t2 dv , 1=1,2,3, (17.108)
odtud
0o ; 8 U;
F 1= g2t =1,2,3 17.109
e SRR (100

kde p je hustota uvazovaneho kontinua, a; jsou slozky vektoru zrychleni a u; jsou
slozky vektoru posunuti.

Parcialni diferencialni rovnice (17.109) pfedstavuje zékladni pohybovou rovnici
kontinua, ze které se vychézi pti studiu konkrétnich dynamickych problémii.
Predpokléadejme, Zze kontinuum je homogenni a izotropni. V tomto pripadé dosa-
dime za slozky tenzoru napéti v rovnici (17.109) ze vztahu (17.78), ¢imz dostaneme

3 Oe 0%u;
'L_] o 1 . —
;:1 { (01045) + 2,ua } +F = P i=1,2,3. (17.110)

Pomoci vztahi (17.46) a (17.71) je mozné dale upravit rovnici (17.110) jako

3 3
ax; \ 77 2pa— 55+ = p——st i =1,2,3.
;{Af’%‘ (5”;6“>+ " ou, [2 (%ﬁaxi)”% rom  P=L23

(17.111)
Uvazime-li, Ze ex, = Ouy/Oxy, je mozné dale upravit predchozi rovnici do néasle-
dujiciho tvaru

3

0%u; °L 5%u; 0%,
A J 4+ F=p——ro ,=1,2,3. 17.112
( + /‘L) ]z_; 813181'J + /‘L e aij + p 8t2 ) G ) < ( )

Rovnici (17.112) je mozné prepsat do vektorového tvaru"
9 0*u
A+ p)V(V-u)+uV u+]’=pw : (17.113)
Rovnice (17.112), resp. (17.113) se nazyva Navierova-Laméov rovnice.
Resenim této rovnice dostaneme vychylky jednotlivych bodu jako funkce souradnic
a Casu. Aby feSeni odpovidalo dané tloze, musi byt u dynamickych tloh zadany
okrajové a pocatecni podminky.

Vlnova rovnice pro homogenni izotropni kontinuum

V dalsi ¢asti této kapitoly budeme predpokladat, Ze lze zanedbat objemové sily
pusobici na kontinuum, tedy F; = 0 pro i = 1,2,3. Rovnici (17.113) podélime
hustotou uvazovaného izotropniho kontinua a zavedeme néasledujici konstanty:

m
cr =5, 17.114
. \/; (17.114)
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A+ 2
cp = | 22 (17.115)
P
tedy 1 = pci, A = p(cy — 2¢7).

Dostaneme nasledujici tvar pohybové rovnice:

d*u

(7 — )V (V1) +c;Via= R

(17.116)

Pro dalsi apravy pouzijeme tzv. Helmholtzovu vétu.

Helmhotzova véta

Kazdou vektorovou funkei (vektor) u lze rozlozit na soucet dvou vektorovych
funkei (vektor)

u=ur+uy, (17.117)
pro néz plati

V.-ur=0, (17.118)

Vxu,=0. (17.119)

Do rovnice (17.116) dosadime za vektor posunuti ze vztahu (17.117), kdy vy-
uzijeme rovnosti (17.118), takze dostaneme:
82 ur n 82uL
ot? ot?

(7 —3)V(V -up) + &V (ur +up) = (17.120)

Nyni na celou rovnici (17.120) budeme aplikovat operaci divergence V-, ¢imz
dostaneme, s ohledem na rovnost (17.118), nasledujici rovnici:

92

(2 — 2V -uy) + AVHV -uy) = V- a—tL;L , (17.121)
kterou dale upravime do nasledujictho tvaru:
2

v. (CQLVQUL - %) ~0. (17.122)

Aby byla splnéna rovnice (17.122) v celém uvazovaném prostoru, potom musi
platit, ze
82 ujy,
2 vr2 _
CLV uy, — W =0. (17123)
Podobné provedeme operaci rotace V x celé rovnice (17.120), ¢imz dospé&jeme, s
vyuzitim vztahu (17.119), k nésledujici rovnosti:

82 ur
otz "’

VAV x ur) =V x (17.124)

kterou dale upravime

X CTV ur — W =0. (17125)
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Opét ma-li byt splnéna rovnice (17.125) v celém uvazovaném prostoru, musi platit,
ze - P

CTV ur — W =0. (17126)
Rovnice (17.123) predstavuje vlnovou rovnici pro podélné (longitudialni) viny,
které se 8ifi rychlosti ¢;,. Rovnice (17.126) ptredstavuje vlnovou rovnici pro pri¢né
(transversélni) viny, které se $ifi rychlosti c¢r. Vlny, resp. vinéni, popisované uve-
denymi vlnovymi rovnicemi predstavuji mechanické elastické viny.
Pomoci vztaht pro Laméovy koeficienty (17.97) a (17.98) je mozné upravit vztahy
pro rychlosti sifeni (17.114) a (17.115)

E

ST (17.127)

Cr =

B E(1-v)
e = \/p(1 TR (17.128)
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17.6 Mechanika tekutin

Tekutiny chapeme jako kontinuum, takze zakladni vztahy a rovnice odvozené v
predchozich kapitolach vénovanych mechanice kontinua plati i pro tekutiny. Nazev
tekutina je spolecné oznaceni pro kapalinu a plyn, které maji spoleénou vlastnost
a tou je tekutost, tj. mohou téci. Mechanické chovani kapalin a plynii je natolik
podobné, Ze je vyhodné jejich obecny popis délat soucasné, a pouze zvIast disku-
tovat pripady, které vedou k odlisSnym zavérim z divodu odlisnosti obou druhi
latek.

Na rozdil od pevnych latek jsou molekuly tekutin vzajemné vazany velmi volné a
jsou schopny se libovolné pfemistovat. Velkou pohyblivost molekul tekutin umoz-
fiuje povaha vnitinich sil mezi molekulami, tzv. kohézni sily, které nenuti molekuly
vracet se zpét. Vnitini sily pusobici mezi molekulami jistym zptsobem omezuji
jejich pohyblivost a pak mluvime o vnitinim tieni (viskozité) v tekutinéch.
Soucasné s pohybem tekutiny jako celku konaji molekuly vzdy i neusporadany te-
pelny (termicky) pohyb. To mé za nasledek, Ze rychlost kazdé molekuly se sklada
ze dvou komponent, z rychlosti souvisejici s teplotou kontinua a z rychlosti uspo-
rfadaného pohybu, ktery urcuji vnéjsi a vnitini sily v tekutiné. Pfi popisu pohybu
tekutin v mechanice tekutin se omezujeme vyhradné na rychlosti usporddaného
pohybu, protoze termicka slozka ma vzhledem ke své chaoti¢nosti v daném misté
vzdy nulovou stfedni hodnotu a tedy pohyb tekutiny jako celku neovliviuje.
Dalsi spole¢nou vlastnosti tekutin je, ze nemaji sviij vlastni tvar a prizptsobuji
se vzdy geometrickému usporadani pevnych téles soustavy, v niz se nachézeji.

Kapaliny maji sviij vlastni objem, ktery je jen malo zavisly na vnéjsich podmin-
kach, teploté a tlaku. Proto kapaliny zaujimaji vzdy ur¢itou ¢ast nadoby, odpo-
vidajici jejich objemu a na rozdil od plynt vytvaii volnou hladinu, kterd je v
pritomnosti homogenniho tihového pole vodorovna. V pripadé, Ze se kapalina na-
chazi v beztiZzném stavu, tak zaujima kulovy tvar vlivem pusobeni povrchového
napéti, ¢imz dosahne dany objem kapaliny stabilniho stavu, ktery souvisi s jeho
minimalni energii. U kapalin se projevuje, stejné jako u pevnych latek, stlacitel-
nost, kterd je vSak o fad vétsi nez u pevnych latek. Kapaliny, u nichZz musime
brat do tvahy jejich stlacitelnost a vnitini tfeni, nazyvame realnymi kapalinami.
Jsou vsak situace, pfi kterych miizeme obé tyto vlastnosti zanedbat a vytvorit tak
idealizovany model kapaliny, ktery nazyvame idealni kapalinou.

Idealni kapalina

Idealni kapalina nemé vnitini t¥eni a je dokonale nestlacitelna (p = konst.).

Plyny jsou tekutiny, které nemaji svij staly objem. Plyny zaujimaji vzdy cely
objem uzaviené nadoby, v niz se nachazeji a vyznacuji se vysokou stlacitelnosti.
Vnitini tfeni u plyni je mnohem mensi nez v kapalinach, ale v nékterych ptipa-
dech muze mit zcela podstatny vliv na jejich proudéni. U plynii zaviadime také
idealizovany model, jimz je idealni plyn.
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Idealni plyn

Idealni plyn nema vnitini tfeni a je dokonale stlacitelny a chovani idealniho
popisuje stavova rovnice idealntho plynu..

Model ideélniho plynu se hodi zejména pro ridké plyny, jejichz teplota neni
nizk4. Reélné plyny maji tedy vnitini tfeni a omezenou stlacitelnost. K popisu
jejich chovani je nutné stavovou rovnici modifikovat. I kdyz plyny se vyznacuji
vysokou stlacitelnosti, jsou rezimy proudéni, pii kterych jejich stlacitelnost mu-
zeme zanedbat a proudéni Tesit jako proudéni idealni kapaliny. Tato aproximace
je mozné pri malych rychlostech proudéni, napf¥. pro vzduch je to pfiblizné do

rychlosti proudéni 25 ms™!.

Prinikem zavedenych modelu ideélni kapalina a plynu muzeme zavést model ide-
alni tekutiny.

Idealni tekutina

Ideélni tekutina nemd vnitini tfeni (nemohou vznikat smykova napéti) a
tlak v idealni tekutiné ptisobi na libovolné orientovanou plochu vzdy kolmo.

Na zakladé vyse uvedeného je mozné konstatovat, ze pro rovnovahu tekutin
plati stejnd podminka rovnovahy jako pro obecné kontinuum (17.21). Pro tenzor
napéti idealni tekutiny miizeme napsat, ze

kde p > 0 je tzv. tlak tekutiny a zaporné znaménko volime z duvodu, Ze tlak méa

opafny smér nez vnéjsi norméla uvazované (uzaviené) plochy elementu kontinua.
Vztah (17.129) nam 1ika, Ze napéti je ¢isty tlak velikosti p, ktery je stejny ve vSech
rovinach prolozenych danym bodem tekutiny. Jelikoz jsou u idealnich tekutin
tecné slozky tenzoru napéti (smykova napéti) nulové (o;; = 0 pro ¢ # j), idealni
tekutina neklade odpor zméné tvaru. Podminka p > 0 nam 1ika, ze v ideélni
tekutiné nelze realizovat tahové napéti.

17.6.1 Statika tekutin

Statika tekutin je ta ¢ast mechaniky tekutin, ktera predpoklada, ze vySetfovana
tekutina se nepohybuje, proto ve statice tekutin nerozlisujeme idealni a realné
tekutiny, tj. vSechny zakony statiky tekutin plati v obou druzich tekutin stejné.
Vzhledem k tomu, Ze se te¢né slozky tenzoru napéti u tekutiny, kterd je v rov-
novaze, neuplatni, budeme pfi zkoumani statiky tekutin predpokléadat, ze tenzor
napéti je dan vztahem (17.129), ¢imz je mozné upravit rovnici vyjadiujici pod-
minku rovnovahy kontinua (17.21) jako

6<p5ij> .
, E = =1,2 17.1
Fi ‘ . 0, ? 2,3, (17.130)

J=1
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op
F—=—=0, =1,2,3. 17.131
ox; ‘ ( )

Rovnici (17.131) je mozné snadno piepsat do vektorového tvaru:
F-Vp=0. (17.132)

Jestlize rovnici (17.132) skalarné vynésobime vyrazem dr, tak po drobné tpravé
dostaneme, ze

F-dr=Vp-dr=dp. (17.133)

Pravé strana rovnice (17.133) pfedstavuje tuplny diferencial tlaku. Aby jim byla i
leva strana této rovnice, potom musi platit, Zze

F=-VU, (17.134)

kde U je potencialni energie vztazena na jednotku objemu tekutiny (objemova
hustota potencialni energie tekutiny). Odtud je vidét, ze objemové sily musi byt
sily potencidlové.

Z pravé strany rovnice (17.133) tedy dostéavame, ze

dp=Vp-dr, (17.135)

odkud vyplyva, ze existuji tlakové plochy, na kterych nabyva tlak konstantni hod-
noty a tyto plochy nazyvame izobary, jejichZz rovnice, podobné jako pro ekvipo-
tencialni plochy v gravitaénim poli (12.19), je:

p(r) = konst. (17.136)

Podobné muZzeme napsat, na zdkladé vztahu (17.134), plochy, kde potencialni
energie U nabyva konstantni hodnoty:

U(r) = konst. , (17.137)

které nazyvame ekvipotencialni plochy objemovych sil vztazenych na jednotku
objemu.
Protoze dU = —VU - dr, tak ze vztahu (17.133) dostavame:

dp = —du . (17.138)

Odtud integraci vychézi, ze
p=-U+C, (17.139)

kde C' je integracni konstanta. Volime-li pak jednu stranu této rovnice za kon-
stantni, musi byt konstantni pak i strana druhé a vyplyvaji odtud rovnice (17.136)
a (17.137), které jsou rovnicemi ploch (hladin) tlaku a potencialni energie. Rov-
nice (17.138) ma tedy jednoduchou interpretaci, Ze hladiny tlaku p a potencialni
energie U v tekutiné za rovnovahy splyvaji. Timto mizZeme konstatovat, Ze za
rovnovahy tlak v tekutiné vzrista ve sméru silocar pole objemovych sil F.
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Provedeme-li integraci rovnice (17.133) mezi body o polohovych vektorech ry a r,
tak dospéjeme k nasledujicimu vztahu:

D — Do :/ F -dr, (17.140)
ro

kde py = p(ro) a p = p(r).
Odtud lze konstatovat, ze tlak v libovolném bodé tekutiny v rovnovaze je roven
tlaku pg ve vychozim bodé, zvétsenému o praci objemovych sil F po libovolné
kfivce spojujici oba body.

Pascaluv zakon

Jestlize predpokladame, ze na tekutinu nepusobi zZadné objemové sily (F = 0
neboli U(r) = konst.), potom ze vztahu (17.133) dostavame, ze

dp=20. (17.141)
Odtud integraci dospéjeme k vysledku:

p = konst. , (17.142)

ktery vyjadiuje Pascaluv zdkon pii absenci objemovych sil, viz obr. 17.13.

Pascaliv zakon pri absenci objemovych sil

Neptisobi-li v tekutiné objemové sily, je za rovnovahy tlak ve vSech bodech
tekutiny stejny (p(r) = konst.).

Pozn.: Platnost Pascalova zakona v tomto tvaru ¢asto pouzivame i v pri-
padé, ze U(r) ~ konst. Zakladnim zafizenim, které vyuziva Pascaluv zékon, je

T t\/

s \l/\

Obréazek 17.13: Demonstrace Pascalova zédkona. Voda vytéka vSemi otvory kolmo
a se stejnou rychlosti.

hydraulické zafizeni, které slouzi k prevodu sil. Mezi hydraulickd zarizeni patii
hydraulické lisy, hydraulické brzdy, hydraulické zvedaky, ovladaci zafizeni tézké
techniky apod. V principu jde o zafizeni, které tvori nddoba s kapalinou (nej-
Castéji se jedna o olej). Nadoba je opatiena dvéma pisty o rtznych velikostech
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ploch, pricemz plati relace, ze S; < Ss, viz obr. 17.14. Predpokladéme-li, ze podle
Pascalova zékona je tlak v kapaliné vSude stejny, stejny je tedy i tlak ptisobici na
oba pisty p1 = po, pak musi platit, ze

o F

==z 17.143
odtud dostaneme prevodni pomér pro sily, tedy

S5

— == 17.144

F S ( )

Ze vztahu (17.144) vyplyva, Ze malou silou F pusobici na maly pist o plose S
vyvolame v kapaliné tlak p a ten pusobi velkou silou Fy na velky pist majici plochu
Ss.

Pfedpoklddejme nyni pfitomnost objemovych sil plisobicich na nestlacitelnou

Obréazek 17.14: Situacni obréazek k vysvétleni principu hydraulického zatizeni (hyd-
raulicky lis).

kapalinu (p = konst.). Integraci rovnice (17.138) dostaneme:

/mdpzz—ﬂl—Lﬁ), (17.145)

Po

kde p, pg jsou hodnoty tlaku ve dvou riznych mistech o polohovych vektorech ry
arald =U(r), Uy = U(rp) jsou hodnoty objemové hustoty potencidlni energie
tekutiny ve stejnych mistech jako v pfipadé tlaku. Dale budeme predpokladat,
7e se jedné o nestlacitelnou kapalinu. Necht v uvazovanych mistech tekutiny se
zméni hodnota tlaku tekutiny na hodnoty p + dp, pg + dpg, pfitom pii stejnych
vngjsich (objemovych) silach bude platit'®

p+op
/ dp = —(U — Up) . (17.146)
Po+6po
Jestlize mezi sebou ode¢teme rovnice (17.146) a (17.145), tak dostaneme
p+op P
/ dp — / dp=0. (17.147)
Po+06po Po
Resenim integralti v rovnici (17.147) dospé&jeme k nésledujicimu vysledku

op = 0po , (17.148)

10 Avsak plosné sily nejsou neménné.
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ktery predstavuje matematické vyjadieni Pascalova zdkona pro nestlacitelné ka-
paliny za piitomnosti objemovych sil.

Pascaliv zadkon za pritomnosti objemovych sil pro nestlacitelnou
kapalinu

Tlak ve vSech mistech nestlacitelné kapaliny se méni o stejnou hodnotu a
tlak se v nestlacitelné kapaliné $ifi vSemi sméry stejné.

Sila pusobici na plochu v tekutiné

Uvazujme néjakou plochu S, libovolného tvaru. V misté o polohovém vektoru r
bude piisobit vektor napéti 7™ (r) jehoz slozky spocitame podle vztahu (17.13),
kam dosadime ze slozky tenzoru napéti ze vztahu (17.129):

3

3 3
7;(n) = Zaijnj = Z —péijnj = —pz&jnj = —pn; , Z = 1, 2, 3 . (17149)
i=1 i=1

j=1
Odtud pro vektor napéti dostavame:
T (r) = —pn , (17.150)

kde n je jednotkovy normaélovy vektor k uvazované plose v misté o polohovém
vektoru r.

Potom na zéakladé vztahu (17.5) miizeme pro plosnou silu pisobici na uvazovanou
plochu psat:

FP(S) = /S’T(“)(r)dS: —/SpndS. (17.151)

Abychom mohli tuto plosnou silu spocitat, musime predem znét rozloZeni tlaku
podél uvedené plochy, tj. znat tlakové pole p(r) podél uvazované plochy S.

Sila pisobici na uzavienou plochu v tekutiné vystavené ptisobeni tihové
sily, Archimédiav zakon

Predpokléddejme uzavienou plochu S v tekutiné, na kterou ptisobi objemové sila
reprezentovand homogenni tithovou silou, viz obr. 17.15. Objem tekutiny, ktery
tato plocha uzavira oznacime V. Hmotnost tekutiny v objemu V' je:

m— /// p(r)dV . (17.152)

Objemova sila piisobici na tekutinu vymezenou uzavienou plochou S je dana

vztahem (17.8):
FO(V):// fdvz///gp(r)dv. (17.153)

S ohledem na volbu soutadnic, viz obr. 17.15, ma vektor tihového zrychleni nésle-
dujici slozky:
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Ty
Obrazek 17.15: Plocha S uzavirajici tekutinu o objemu V.

takze mizeme vztah pro objemovou silu vyjadrit jako

FO(V) = ///.’FdV: ///gp(r)dV = ///(0, 0,—g)p(r)dV . (17.155)

Pro plosnou silu piisobici na uzavienou plochu S zakladé vztahu (17.151) muZeme
psat:

FP(S) = - # pndS . (17.156)
S
Aby byla splnéna podminka rovnovahy tak musi platit:

FP(V)+F'(S)=0, tedy F’(S)=-F°(V) =
(F(8), Fy(8),F{(8)) = = (FP(V), F (V), F(V)) . (17.157)

Dosazenim vztahu (17.155) dostavame:

(FF(S). FLS). () = - [[[ 0.0, ~g)otmnav (17.158)
%
Porovnénim jednotlivych slozek v rovnici (17.158) dostaneme:
FP(S)=FF(S)=0 (17.159)
FL(S) = g/// p(r)dV =mg . (17.160)
N

=m

Znaménka se vyrusi.
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Vztah (17.160) nam fika, ze pres plochu S piisobi na kontinuum nachazejici se
v homogennim tihovém poli, a ktery je v rovnovaze, sila, ktera miti vzhiuru a je
rovna tize kontinua mg majictho objem V. Kdybychom predpokladali, Ze plocha
S uzavirajici objem V miize byt vyplnéna pevnym télesem, pak od tekutiny pu-
sobi pres hrani¢ni plochu S stejné sily, jako kdyby byl objem vyplnén tekutinou.
Tedy na pevné téleso ponofené do tekutiny v homogennim tithovém poli, ptisobi
sila, ktera je dana vztahem (17.160) a tuto silu nazyvame vztlakova sila (vztlak)
a mifi svisle vzhiru (v opa¢ném smyslu nez sila tihova) a je rovna tize tekutiny
majici stejny objem V. Timto jsme dospéli tzv. Archimédovu zdkonu, ktery mize
byt formulovan nésledujicim zpiisobem:

Archiméduav zakon

Téleso ponofené celym svym povrchem do tekutiny je nadlehc¢ovano vztla-
kovou silou, jejiz velikost je rovna tize tekutiny stejného objemu, jako je
objem ponofeného télesa.

Tlak v tekutiné nachazejici se v homogennim tihovém poli Zemé

Nejdrive budeme predpokladat nestlacitelnou kapalinu, tj. p = konst. a v této
kapaliné ur¢ime hodnotu tlaku v zavislosti na hloubce pod jeji volnou hladinou.
Ptimo ze vztahu (17.155) vyplyva, ze

F =(0,0,—gp) . (17.161)

Tuto objemovou silu vztaZenou na jednotkovy objem dosadime do vztahu (17.133),
takze dostaneme:

dp=F -dr=1(0,0,—gp) - (dxy,dxy, dz3) = —pgdzs . (17.162)
Integraci rovnosti (17.162) dospéjeme k vyjadreni:
p=—pgr3+C, (17.163)

kde C' je integracni konstanta, kterou uréime z podminky, Ze na volnou hladinu
uvazované kapaliny piisobi barometricky (atmosfericky) tlak py,, pricemz vysku
volné hladiny kapaliny oznac¢ime 3, viz obr. 17.16. Potom dosazenim do vztahu
(17.163) dostaneme:

Dosadime-li za integra¢ni konstantu v rovnici (17.163) ze vztahu (17.164), pak
pro tlak v nestlacitelné kapaliné muzeme psat, ze

p=pv+pg(xs0 — x3) = pp + pgh (17.165)

kde h predstavuje hloubku pod volnou hladinou v kapaliné. Takze miizeme kon-
statovat, ze tlak v hloubce h pod hladinou nestlacitelné kapaliny je ddn souc¢tem
barometrického tlaku p, a tzv. tlaku hydrostatického pj, kde

prn = pgh . (17.166)
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Obrazek 17.16: Situac¢ni obrazek k odvozeni vztahu pro hydrostaticky tlak.

Nyni budeme predpokladat, ze tekutinou je idealni plyn, u kterého jeho hustota
je funkei jenom tlaku (barotropni plyn) a vztah mezi nimi je dan Boylovym-

-Mariottovy zakonem:
p=Fkp, (17.167)

kde k je konstanta amérnosti.
Dosazenim ze vztahu (17.167) do vztahu pro diferencial tlaku (17.162) dostaneme
rovnici

dp = —kgpdzxs , (17.168)

kterou snadno vyfe$ime metodou separace proménnych, ¢imz dostaneme
Inp=—kgxs+C", (17.169)

kde C” je integra¢ni konstanta. Provedeme-li odlogaritmovani vyrazu (17.169), tak
dostaneme, ze

p = exp(—kgrs + C") = exp(C") exp(—kgrs) = C exp(—kgxs) , (17.170)

kde C' je konstanta.
Umistime-li pocatek souradnicového systému napf. na zemsky povrch a tlak a
hustotu na zemském povrchu (z3 = 0) oznaéime pgy, po, potom dosazenim této
okrajové podminky do vztahu (17.170) muzeme urcit konstantu C' = py a kon-
stantu umérnosti k ze vztahu (17.167) jako k& = po/po, takZe mizeme piepsat
vztah (17.170) jako

pP=Do exp(—g—zgxs) : (17.171)

Vztah (17.171) se nazyvéa barometrickd formule nebo barometricky vzorec.
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17.7 Kinematika tekutin

Pohyb tekutiny miiZzeme pozorovat dvojim zpusobem. Prvni zptisob se nazyva
Lagrangeova metoda a spoc¢iva v tom, ze si v tekutiné zvolime libovolnou ¢as-
tici kontinua, resp. tekutiny, kterou pak sledujeme po celou dobu, po kterou nés
zajima. Tato metoda se hodi spiSe pro studium deformac¢niho pohybu pruznych té-
les, kdy se ¢astice prili§ nevzdaluji ze svych poloh. Pro zkouméni pohybu tekutin
je vyhodnéjsi Eulerova metoda, pii které sledujeme zmény veli¢in, jez charak-
terizuji pohyb tekutiny, v urcitém libovolné zvoleném bodé prostoru tekutinou
zaplnéného. Lagrangetv popis vypada jednoduse, ale studium proudéni tekutin z
hlediska jednotlivych ¢astic je problematikou spiSe specidlni nez obecné pouziva-
nou, a proto se budeme dale zabyvat pouze Eulerovou metodou popisu proudéni
zaloZenou na sledovani zmén proudového pole (rychlostni pole) jako pole vektoru
rychlosti, tj. v = v(r,t). Rychlost proudového pole je tak funkei prostoru a ¢asu,
tedy

v; = vy, T, 3, 1) = vi(1, 1) i=1,2,3. (17.172)

Abychom ziskali lepsi predstavu o geometrickém tvaru proudového pole, tak zava-
dime tzv. proudové ¢ary, coz jsou orientované kiivky, které maji v kazdém bodé za
tecnu vektor rychlosti tekutiny, viz obr. 17.17. Podle definice musi byt kterykoliv

V= Vp

Obrazek 17.17: Proudova ¢ara pro dany ¢asovy okamzik. V riznych mistech na
proudové céare je rychlost proudového pole v rovna rychlosti ¢astice ¢astice v,
nachézejici se v dany ¢asovy okamzik v misté lezicim na proudové c¢are.

element proudové ¢ary
dr = (dl‘l, dl‘g, dl‘g) (17173)

rovnobézny s vektorem rychlosti v(r,t) v daném ¢asovém okamziku. Z rovnobéz-
nosti vektorid v a dr plyne imeérnost rovnosti soutadnic:
dz; dxy dzs

= = = konst . 17.174
vi(z1, T2, 23,t)  va(x1,22,23,1)  vs(x1, 22, x3,1) ( )

V rovnicich (17.174) je ¢as t konstantnim parametrem.

Chceme-li najit skute¢ny prubéh proudové ¢ary, je tfeba soustavu diferencidlnich
rovnic (17.174) integrovat a to podle souradnic (¢as je parametr). Takze vysledek
integrace se vztahuje vzdy k uré¢itému casovému okamziku. Tedy v nestacionarnim
proudovém poli se poloha i tvar proudovych ¢ar méni.

Castice bshem svého premistovani prochazi v prubéhu casu body prostoru, jez
tvori nehybnou orientovanou ¢aru v prostoru, které fikdme trajektorie. Rychlost
Castice je tecna k jeji trajektorii, jak jiz vime z kinematiky hmotného bodu. Tedy
rozdil mezi proudnicemi a trajektoriemi spo¢iva v tom, ze proudnice jsou urceny
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rychlostmi riznych ¢astic tekutiny v, ve stejném cCase, které se nachézi v misté
proudové Cary, viz obr. 17.17, zatimco trajektorie je urcena rychlosti ¢astice v po
sobé jdoucich casovych okamzicich. Proudnice jsou vytvoreny riznymi ¢ésticemi
tekutiny. Proudnice se navzijem neprotinaji, coz je dano skutecnosti, ze v dany
okamzik se miize nachézet v jednom bodé prostoru pouze jedna ¢astice. PTi nesta-
cionarnim proudéni se kinematicky stav tekutiny v libovolném bodé prostoru méni
s Casem. Proto je obraz proudnic, jak bylo jiz zminéno vyse, v kazdém okamziku
jiny. Naproti tomu jsou trajektorie neproménnymi kiivkami. Toto mé za nésle-
dek, Ze pii nestacionarnim proudéni proudnice a trajektorie ¢astic nejsou obecné
totozné.
Proudnice jsou totozné s trajektoriemi ¢astic pouze v pripadé stacionarniho (usté-
leného) proudéni, kdy
a—V =0. (17.175)
ot
V urcitém okamziku v proudovém poli zvolime uzavienou kfivku. Kazdym jejim
bodem vedeme pfislusnou proudovou ¢aru. Mnozina vybranych proudovych ¢ar
vytvori plochu, kterou nazyvame proudovou trubici, viz obr. 17.18. Protoze kazda

A

[

Obrézek 17.18: Proudnice vytvaii proudovou trubici.

proudova ¢ary tvorici proudovou trubici s ¢asem méni sviij tvar i polohu, tak i
proudova trubice bude s ¢asem ménit svoji polohu a tvar. Jelikoz vektor rychlosti
je vzdy te¢ny k proudové Care, nemize se zadna Castice, ktera se nachazi uvnitf
proudové trubice, dostat ven a naopak, ¢astice, které jsou vné proudové trubice,
nemohou do ni vstoupit. Tato skuteCnost méa za néasledek, Ze proudova trubice
obsahuje stale tytéz castice tekutiny.
Euleriv pohled (popis) nevychéazi z drahy ¢astic, jak je tomu u Lagrangeova po-
pisu, nybrz z pole vektoru rychlosti v a z ni se odvozuji obé& zbyvajici velic¢iny,
drédha a zrychleni.
Necht vektor

dr = (dzy, dzy, dzs) (17.176)

je skutecné posunuti ¢astice v disledku jejiho pohybu. Pfemisténi ¢astice probihé
v ¢ase dt, a proto musi splhovat néasledujici vektorovou rovnici

dr = vdt | (17.177)

kde v je rychlost v bodé¢ pole, kde se ¢astice pravé nachézi, tj. v = v,. Ve velmi
kratkém c¢asovém intervalu se Castice pohybuje ve sméru vektoru rychlosti. Proto
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vektor posunuti (17.176) a vektor rychlosti ¢astice musi byt rovnobézné. Rovno-
bézné vektory musi mit tmérné souradnice, ¢imz dochézime k rovnici analogické
s rovnici (17.174), kde ovSem prava strana jiz neni konstanta, nybrz s ohledem na
rovnici (17.177) se bude rovnat d¢, tj.

d d dux:
1 _ 2 - T = dt . (17.178)
v (21, T2, 3,t)  V2(¥1, T2, 73,t)  vz(w1, T2, T3, 1)
Odtud je trajektorie ¢astice popsana témito rovnicemi:
dz; = vi(zy, 29, 23, 0)dt , i=1,2,3. (17.179)

Je treba si uvédomit, ze kdyz budeme mérit rychlost v néjakém misté proudici
tekutiny, tak v rtznych casovych okamzicich naméiime rychlosti riznych Castic
tekutiny. Na obr. 17.19 je zachycen pohyb jedné zvolené ¢astice po své trajektorii
ve dvou Casovych okamzicich t a t + At. Rychlost zvolené ¢astice je oznacena jako
Vv, a ve zvoleném ¢asovém okamziku musi byt musi byt rovna rychlosti proudového
pole v. Jak rychlost ¢astice v,, tak ovSem i rychlost proudového pole v musi byt
tecné v daném misté, jak k aktudlni proudové cate, tak ke trajektorii. Trajekto-
rie ¢astice v nestaciondrnim proudéni je tedy obalovou kfivkou proudovych car.
Okamzité zrychleni ¢astice je pak dano podle definice, viz obr. 17.19:

proudova cara v case t

v(r(t + Aj):it At) = v, (r(t + At))

N

proudova ¢ara v case t + At

trajektorie

v(x(t), ) = vy(r(t))

Obréazek 17.19: Rychlost ¢astice ve dvou casovych okamzicich t a t + At. V daném
casovém okamziku a misté rychlost ¢astice v, je totozna s rychlosti proudového
pole v, ktera je timto v daném okamziku te¢né jak ke trajektorii Castice, tak k
proudové cGare.

v(r(t + At), t + At) — v(r(t),t) _ dv
AL0 At Codt

(17.180)

Rozepsanim této rovnice do slozek dostavame pro jednotlivé slozky zrychleni vy-
razy:
dvi(xla T, X3, t)
a; = 5
dt

i=1,2,3. (17.181)
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Podle pravidla derivovani slozenych funkeci dostavame:

_dy; Qv Ovpdxy | Ovpdrg | vy dag

dt ot +8x1 dt +8x2 dt +(9:v3 dt

82},— 4 (%i 4 % i 8111-
ot a.’L'l i (%vg v2 8903

Q;

vy i=1,2,3. (17.182)

Vztah pro slozky zrychleni castice je mozné prepsat do vektorového tvaru nasle-

dujicim zpisobem
a:(i—:zg—;—l—(v-V)v. (17.183)
Ze vztahu (17.183) je vidét, Ze zrychleni ¢astice je dano tzv. totalni (substancio-
nalni) derivaci rychlosti ¢astice podle ¢asu. Totéalni derivace rychlosti je dle vztahu
(17.183) déna souctem lokalni derivace rychlosti podle ¢asu Ov/0t, ktera vyjadiuje
zménu rychlosti v daném misté pole v dusledku jeho ¢asové proménlivosti, a tzv.
konvektivni (proudové) derivace rychlosti (v - V)v, kterd je spojena s prenosem
Castice.
Vztah (17.183) neplati pouze pro zménu rychlosti, ale pro zménu kazdé veli¢iny,
jejiz prenos je vazan na Castice jako svého nositele. Jako priklad mtzeme zminit
hustotu, teplotu a pod. Oznaéime-li takovouto veli¢inu jako U(r, t), pak jeji zménu
v proudovém poli udava vyraz:

AU oU S~ U U U
= , i — =_= . ) 17.184
iy o +izzlvza$i neboli % 5 +v-VU (17.184)

1. Helmholtzova véta

Necht v;(r,t) a v;(r/,t) jsou slozky rychlosti dvou prostorové blizkych castic ve
stejném casovém okamziku. Potom miizeme pomoci prvnich ¢lenti Taylorova roz-
voje psat, ze

3
vi(r,t) = vi(r,t) + Z O, (2} — ;) i=1,2,3. (17.185)

Obecné nesymetricky tenzor dv;/0z; (relativni zména rychlosti ¢astice ve dvou
sousednich bodech zpiisobené nestejnorodosti proudového pole je tenzorem dru-
hého fadu) je moZné rozlozit na symetrickou a nesymetrickou ¢ast, tedy

ov; . . o
o, Y iy, =123, (17.186)

kde slozky

a [5 (axj - axiﬂ = T
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patii symetrickému tenzoru, ktery nazyvame tenzor rychlosti deformace a slozky

. 1 /0v; Ov; d Ou;  Ouj deij
= = — = — ——2 )| = 17.188
Y=g (axj 6@) dt K o ot )} dt ( )
patii antisymetrickému tenzoru, ktery nazyvame tenzor rychlosti rotace.
S ohledem na vztah (17.186) je mozné vyjadrit rovnost (17.185) jako

3
vi(r 1) )Y (bt )l —ay), i=1,2,3. (17.189)
7=1

Antisymetricky tenzor rychlosti rotace mé diagonalni slozky nulové a mtuzeme ho
v maticovém tvaru vyjadrit nésledujicim zpiisobem:

0 @12 @13

W = —o 0 e | - (17.190)
—p13 —p23 0

Zavedeme si vektor tihlové rychlosti rotace jako

w = (P32, P13, P21) (17.191)

pomoci kterého mizeme piepsat rovnici (17.189) jako

3 3 3
vi(r,t) = +Z gijkw;(T), — T, +Zéij(x;—:1:j) : 1=1,2,3.
j=1 k=1 J=1
:(w::dr)i
(17.192)

Prvni ¢len na pravé strané rovnice (17.192) reprezentuje rychlost translace, druhy
¢len rychlost rotace a tieti ¢len rychlost deformace. Vysledek (17.192) je matema-
tickym vyjadienim tzv. 1. Helmholtzovy véty.

1. Helmholtzova véta

Kazdy pohyb tekutiny v okoli ur¢itého bodu muZzeme rozlozit na pohyb
translac¢ni, pohyb rotacni a pohyb deformacni.

v = v(th 1 @ 4 ()

Proudéni vitivé a nevirivé, potencial rychlosti

Pomoci vektoru (17.191) zavadime tzv. vir rychlosti

Q=2w=Vxv. (17.193)
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Plati-li v urc¢ité oblasti, ze V x v # 0, pak mluvime o virovém proudéni tekutiny,
resp. vitivém proudéni tekutiny, je-li v urc¢ité oblasti splnéno, ze V x v = 0, potom
mluvime o nevirovém proudéni tekutiny.
P1i nevirovém proudéni vzdy existuje takova funkce ¢, kterou nazyvame rychlostni
potencial, pro kterou plati, ze

v=Vo. (17.194)

Plati-li pro vSechny body oblasti, ze €2 # 0, pak fikdme, Zze v této oblasti existuje
virové pole.

17.7.1 Rovnice kontinuity pro tekutiny

Uvazujme elementarni orientovanou plochu dS = ndS, které se nachazi v proudici
tekutingé. V tésné blizkosti orientované elementarni plochy muzeme trajektorie
¢astic tekutiny povazovat za rovnobézné a rychlost téchto ¢astic v = vv? a hustotu
tekutiny p mtuzeme v jistém casovém okamziku t povazovat za konstantni, viz obr.
17.20. Poznamenejme, Ze rychlost ¢astice jsme oznagdili jako rychlost proudového
pole, protoze jsou ve zvoleném cCasovém okamziku totozné. Priumét elementarni

_ as;
% P ]
; . %
— \\dS
!_ dl = vdt

Obrézek 17.20: Tok c¢astic tekutiny elementarni plochou.

plochy dS do sméru kolmého na trajektorie ¢astic ozna¢ime dS| a plati pro néj
(viz obr. 17.20):
dS; =dScosa=+v"-dS, (17.195)

kde v? je jednotkovy vektor rychlosti ¢astice v tésné blizkosti orientované elemen-
tarni plochy.
Z obr. 17.20 vidime, Ze si muzeme zavést elementarni objem tekutiny jako

dV =dldS; =vdS, dt . (17.196)
Hmotnost tekutiny v tomto elementarnim objemu je:
dm = pdV = pvdS, dt . (17.197)
Za element plochy dS| si do tohoto vztahu dosadime ze vztahu (17.195):
dm = pov® -dSdt = pv-dSdt . (17.198)

=V

Odtud dostaneme vztah pro hmotnostni pritok dQ,, uréujici mnozstvi (hmotnost)
tekutiny, ktera protece orientovanou elementarni plochou dS za jednotku casu:

dQ,,=pv-dS=j-dS, (17.199)
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kde j = pv nazyvame proudova hustota tekutiny, ktera predstavuje plosnou hus-
totu hmotnostniho pratoku.

Ze vztahu (17.199) vidime, Ze hmotnostni pritok dQ,, muze nabyvat jak kladné,
tak zaporné hodnoty v zavislosti na vzajemné orientaci vektori v a n.

Na zakladé vztahu (17.199) je mozné vyjadiit hmotnostni prutok otevienou, resp.
uzavienou plochou S jako

O = //j -dS, resp. Q= #j ds. (17.200)
s s

Zvolime si pevnou kontrolni plochu S, kterda uzavira tekutinu o objemu V a

hmotnosti:
m = /// pdV . (17.201)
1%

Vlivem pohybu ¢éstic nékteré ¢astice do kontrolni plochy vstupuji, jiné z ni vystu-
puji a na tom, jaky je pomér obou téchto skupin ¢éstic zévisi i zména hmotnosti
tekutiny uvnitf kontrolni plochy. Jestlize uvniti kontrolni plochy se nenachézeji
ani ziidla ani nory, vyjadiuje bilanci hmotnosti nasledujici véta:

Bilance hmotnosti uvniti pevné uzaviené plochy

Ubytek hmotnosti tekutiny uvniti kontrolni plochy za jednotku ¢asu je roven
toku hmotnosti kontrolni plochou.
Matematické formulace této véty je dana nésledujici rovnici:

om .

S

Dosadime-li do rovnice (17.202) ze vztahu (17.201), tak dostaneme tzv. rovnici
kontinuity pro tekutiny v integralnim tvaru:

—%/// p(r,t)dV = ﬂj(r, t)-dS, (17.203)

5(V)

kde je zdturaznéno, Ze jak hustota tekutiny p = p(r,t), tak proudova hustota te-
kutiny j = j(r,t) = p(r,t)v(r) jsou jak funkcemi polohy, tak ¢asu.

Prevedeme-li pravou stranu rovnice kontinuity na objemovy integral pomoci Gaus-
sovy véty (12.56) a zaménime-li poradi derivace a integrace u ¢lenu na levé strané
této rovnice, pak dostaneme:

_/// 8pg’;’t)dvz// V- j(r,t)dV . (17.204)

Presunem levé strany na pravou stranu této rovnice pod jeden integral dospé&jeme

k rovnici: /// (% v t)) v =0 (17.205)
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Vzhledem k tomu, Ze integraci provadime pres libovolny objem V', ktery neni
ni¢im specificky, tak aby byla splnéna rovnice, tak musi byt nulovy integrand
objemového integralu, tedy

dp(r,t)
ot

dp(r,t)
ot

+V .j(r,t)=0, resp. + V- (p(r,t)v(r,t)) =0. (17.206)

Tato rovnice predstavuje rovnici kontinuity pro tekutiny v diferencidlnim tvaru.
Pro ustalené (stacionarni) proudéni, kdy hustota tekutiny nezéavisi na ¢ase (9p/dt =
0), dostaneme rovnici kontinuity v integralnim, resp. diferencialnim tvaru jako

#J(I‘) -dS=0, resp. V-jr)=0. (17.207)
5v)
Na zakladé integrélniho tvaru rovnice kontinuity pro ustalené proudéni miizeme
Fici, ze mnozstvi tekutiny, které pfes uvazovanou uzavienou plochu vtece a tak
soucasné i vytece. Dale odtud vyplyva, ze proudové pole je solenoidélni, tj. prou-
dové ¢ary (pri ustaleném proudéni jsou totozné s trajektoriemi ¢astic) predstavuji
uzaviené kiivky.
V pripadé, ze uvazujeme nestlacitelnou tekutinu, tj. p = konst., pak se mizeme
rovnice kontinuity (17.207) vyjadrit jako

p # v(r)-dS=0, resp. pV - -v(r)=0. (17.208)
S(V)

Podélenim rovnic kontinuity jak v integralnim, tak diferencialnim tvaru konstantni
hustotou tekutiny dostaneme rovnice kontinuity pro nestlacitelnou tekutinu:

# v(r)-dS=0, resp. V-v(r)=0. (17.209)

S(v)

Uvazujme potrubi proménného prutezu, kterym protéka idealni kapalina (kon-

n;
-]
A\ %41 3 " . )
= ROnst. L
P So \ P
S

Obrazek 17.21: Proudéni nestlacitelné kapaliny potrubim proménného prifezu.
Kontrolni plochy jsou naznaceny ¢ervené spolu s vnéjsimi jednotkovymi normélo-
vymi vektory.

stantni hustota a bez vnitiniho tfeni), viz obr. 17.21. V mistech o prufezech po-

~

trubi S; a Ss uvazujme kontrolni plochy o Sy a Ss. Césti kontrolni plochy S; necht
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protéké ideédlni kapalina rychlosti v; a a ¢asti kontrolni plochou Sy necht protéka
rychlosti vo. Protoze se jedna o idealni kapalinu, tak je rychlost ve vSech bodech
piisludnych ¢asti kontrolni plochy stejna. Kontrolni plocha S = 51 + 53 + S5, kde
S, je plocha potrubi, kterym uvazované kapalina neprotéka (v = 0).

Jelikoz se jedna o nestlacitelnou kapalinu, tak pouZzijeme rovnici kontinuity v in-
tegralnim tvaru (17.209), kde celkovou kontrolni plochu rozdélime na jejji dil¢i
plochy a pro né spocitame plosné integraly zvIast:

#V(I‘)'dS://V1'dS1+//V2'dSQ+ﬂV-dSp:O. (17.210)

S(V) S1 S2 Sp
0
S ohledem na orientace elementu ¢asti kontrolni plochy dS; = n;dS;, dSs; = nydSs
a rychlosti vy, vy (viz obr. 17.21) provedeme skalarni souciny v rovnici kontinuity

(17.210):
—U1 //d51+v2//d52 =0. (17211)
Sl SQ
=S =S

Odtud dostavame rovnici kontinuity pro nami uvazované potrubi:
1)151 = UQSQ . (17212)

Z vysledku vidime, ze ma-li byt splnéna rovnice kontinuity, tak v mistech vétsiho
prufezu potrubi je rychlost proudéni idealni kapaliny mensi, nez v mistech potrubi
s mensim prifrezem.

Piiklad 17.7.1
Ze zkusenosti vime, Ze proud vytékajici z vodovodni baterie se postupné zuzuje.
Spocitejte priifez proudu S ve vzdalenosti h od tsti vodovodni baterie, kdyz vite,

Ze prufez otvoru baterie je Sy a rychlost vytékajictho proudu z baterie je vy, viz
obr. 17.22.

Vol So

S

Obrazek 17.22: Voda vytékajici z vodovodni baterie.
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Reseni:
Protoze voda vytékd z vodovodni baterie rychlosti vy, kterd je orientovana stejné
jako tthové zrychleni g, tak pro vzdéalenost h musi platit:

1
h= 5th + vot . (17.213)

Cas t, za ktery padajici voda dosdhne vzdélenosti A spocitame fesenim kvadratické
rovnice (17.213) s tim, Ze musi byt splnéno, ze ¢ > 0. Tedy

_ Vo 29h = (17.214)

B g

Rychlost padajici vody v za Cas t je:
v=gt+uv, (17.215)

kam dosadime za ¢as ze vztahu (17.214), ¢imZ po tpravé dostaneme:

v=1/vi +2gh . (17.216)

Hledany prufez vodniho proudu S ve vzdalenosti h spoCitdme pomoci rovnice
kontinuity (17.211), kterd mé v naSem znaceni tvar:

vS = U(]SO . (17217)

Dosadime do této rovnice kontinuity za rychlost v ze vztahu (17.216) a tpravou
dostaneme vztah pro hledany prifez S:

g - WS _ v (17.218)

v Vg +2gh

Pozn.: Klesne-li primér vodniho proudu pod 2 mm, poé¢ne se proud rozpadat na
jednotlivé vodni kapky.
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17.8 Dynamika tekutin

17.8.1 Eulerova pohybova rovnice pro idealni tekutiny

V této kapitole si odvodime pohybovou rovnici idedlni tekutiny, tj. tekutiny, pro
které maji tenzory napéti, i pii pohybu, nulové vSechny nediagonalni slozky.
Je-li vyslednice vnéjsich sil piisobicich na idealni tekutinu nulové, tak se tekutina
bude nachazet v rovnovaze a plati pro ni rovnice (17.132). Nenachazi-li se tekutina
v rovnovaze, pak vyslednice objemovych a plosnych sil jiz neni rovna nulovému
vektoru, a tudiz na zakladé 2. Newtonova pohybového zakona, s ohledem na rov-
nost (17.132), muzeme napsat pohybovou rovnici ¢astice tekutiny, jiz odpovida
element hmotnosti dm = pdV, tedy

d
pd—:dV — —VpdV + FdV . (17.219)
Podélime-1i rovnici (17.219) elementem objemu dV a pouZijeme-li vztahu (17.183)

pro vyjadieni derivace, potom dostaneme néasledujici pohybovou rovnici

p [(Z_;/ +(v- V)V:| =—-Vp+F. (17.220)

Rovnice (17.220) je tzv. Eulerova pohybova rovnice platici pro idealni tekutinu.
Pripomenme skutec¢nost, Zze Eulerova rovnice predstavuje pohybovou rovnici, jejiz
¢leny jsou vztazeny na jednotku objemu.

17.8.2 Bernoulliho rovnice

Pfi odvozeni Bernoulliovy rovnice vyjdeme z Eulerovy pohybové rovnice (17.220).
Pro tpravu vyrazu (v - V)v v Eulerové rovnici (17.220) pouzijeme nésledujici
identitu:

Identita pro gradient skalarniho souc¢inu dvou vektorovych funkci

V(A-B)=(A-V)B+(B-V)A+Ax(VxB)+Bx(VxA). (17.221)

S ohledem na vyraz (v - V)v, ktery chceme upravit, dosadime do vektorové
identity (17.221), ze A = B = v, ¢imZ po jednoduché tpravé dostaneme nasledu-
jici vztah:

1
(v-V)v= §VU2 —vx(Vxv). (17.222)

Pri hledani Bernoulliovy rovnice se omezime na predpoklad, ze proudéni tekutiny
je nevirové (potencialové), tj. V x v = 0, viz kapitola 17.7. Diky tomuto omezeni
se rovnice (17.222) zjednodusi, tedy

1
(v-V)v= §V112 : (17.223)
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Bernoulliho rovnice pro barotropni stlac¢itelnou tekutinu

Dosadime-li ze vztahu (17.223) do Eulerovy rovnice (17.220), kterou podélime
hustotou tekutiny, tak dostaneme:

ov 1 Vp F

L V=2 17.224

at - 2 p P ( )
Predpokladejme, Ze objemova hustota sily souvisi jen s tihovou silou Zemé, pro
kterou jsme si v kapitole 9 ukazali, Ze je silou konzervativni (tedy i potencialovou)

a tudiz bude platit, ze

]:'
- Vo, (17.225)
p

kde ¢ je odpovidajici skalarni funkce (potencial na jednotku hmotnosti), ktera s
odkazem na vztah (17.161) je dana jako

P =gr3=gz. (17.226)

Budeme-li predpokladat, ze se jedné o proudéni stacionarni 0v/ot = 0, potom si
pomoci vztahu (17.225) muZeme rovnici (17.224) prepsat do néasledujiciho tvaru:

v (%UQ) + Vi + % =0. (17.227)

Dale skalarné vynasobime rovnici (17.227) elementem polohového vektoru!® dr:

(Vp) -dr

[V (%v‘ﬂ ~dr+ (V) -dr+ =0. (17.228)

S ohledem na definici tplného diferencidlu muzeme rovnici (17.228) prepsat jako
1 d

d(ivz) +do+ L =0, (17.229)
p

Predpokléadejme, Ze se jedna o barotropni tekutinu, pro kterou plati stavova
rovnice p = p(p), pak integraci rovnice (17.229) podél proudové ¢ary dospéjeme k
nasledujici rovnici:

1
52)2 + ¢+ P =C = konst. (17.230)

kam dosadime za potencidlovou funkci ¢ ze vztahu (17.226) a ziskaime Bernoulli-
ovu rovnici pro barotropni stlacitelné tekutiny:

1
51)2 +gz+ P =C = konst. , (17.231)
Zde d
j / P (17.232)
p(p)

UPtipometime, ze df = (V f) - dr.
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je tzv. tlakova funkce a C' je integrac¢ni konstanta. Je nutné si uvédomit, ze kon-
stanta C' je konstantou pro danou proudovou ¢aru (tedy i trajektorii ¢astice te-
kutiny, protoze uvazujeme stacionarni proudéni), ale pro riuzné proudové ¢ary se
muze lisit. Pro jinou proudovou ¢aru ma tedy konstanta C' pfirozené jinou hod-
notu.

Napriklad pro izotermicky barotropni plyn plati nasledujici stavova rovnice:

(o) ="2p, (17.233)
Po

kde pg a po jsou hodnoty hustoty a tlaku v referenénim bodé.
Potom tlakova funkce (17.232) pro takovyto plyn se bude rovnat:

d d
p(p) poJ P Po

Pro dvé rtizna mista na proudové ¢are lze z Bernoulliovy rovnice (17.231) psat:

P1 dp 1
2 7 = 5(”5 —v7) + gz — 21) .

(17.235)

1 1
5“% +gu+ P = 5113 + gz9 + P, neboli /
D

Bernoulliho rovnice pro nestlacitelnou tekutinu

V piipadé nestlacitelné ideéalni tekutiny, kdy p = konst., je tlakova funkce (17.232)
déna nasledujicim vztahem:

_ [ 1 _p
_/p(p) p/dp P (17.:236)

Dosazenim této tlakové funkce do rovnice (17.231) dostaneme:

1
51}2 +gz+ P _ ¢ = konst. . (17.237)
P

Vynasobenim této rovnice konstantou p dostaneme Bernoulliovu rovnici pro ne-
stlacitelné idealni tekutiny:

1
5,01}2 + pgz +p = konst. , (17.238)
resp.
Loy Loy
—pvi + pgz1 + p1 = =pvs + pgze + po . (17.239)

2 2

Pozn.: Velmi ¢asto se setkdvame s piipadem, kdy pii proudéni nestlacitelné te-
kutiny potrubim jsou jak rychlost, tak i tlak stejné ve v8ech bodech jeho prufezu.
Pak konstanta, které se rovna Bernoulliova rovnice, je pro vSechny proudové ¢ary
stejna.
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Z Bernoulliho rovnice (17.238) je vidét, ze vSechny rovnéz prvni dva ¢leny musi
predstavovat také tlak. Prvni ¢len rovnice:

1
3 pv? (17.240)
nazyvame dynamicky tlak, druhy ¢len rovnice:

pgz (17.241)

nazyvame hydrostaticky tlak a posledni ¢len p nazyvame staticky tlak.
Bernoulliho rovnice pro nestlacitelné tekutiny tedy rika:

Bernoulliho rovnice pro nestlacitelné tekutiny

P1i proudéni nestlacitelné idealni tekutiny je souc¢et dynamického, hydrosta-
tického a statického tlaku v riznych mistech potrubi stejny.

Z Bernoulliho rovnice (17.238) vyplyva, ze tlak klesa v mistech, kde roste rychlost
kapaliny, neboli jinymi slovy, v uzsi ¢asti trubice, kde kapalina proudi rychleji,
ma kapalina mensi tlak. Fyzikalni interpretace tohoto zavéru spociva v tom, Ze
tekutina musi zvysit rychlost v misté zizeni, aby tak vyhovéla rovnici kontinuity,
zatimco ji poklesne tlak, aby se zachovala mechanické energie kapaliny. Tedy zis-
kana kinetickéd energie je vyvazena poklesem tlaku. Tento jev se nazyva Venturiho
jev.

K Bernoulliho rovnici (17.239) pro nestlac¢itelné tekutiny muze slouzit obr. 17.23.

z=0

Obrazek 17.23: Proudova trubice pro vysvétleni Bernoulliho rovnice (17.239) pro
nestlacitelné tekutiny.

K interpretaci Bernoulliho rovnice muze slouzit dalsi obr. 17.24, kde je zachycen
pripad proudéni idedlni kapaliny vodorovnou trubici. Na obrazku je znazornéno, ze
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se celkovy tlak v potrubi neméni, byt se méni tlak dynamicky i staticky (v; < vs).
Pro celkovy tlak p* mizeme psat, ze

1 2 * 1 2 *
5:0“1 +p1=p = 50”2 +Pp2=Ds.

Obrazek 17.24: Ilustrace k Bernoulliho trubici demonstrujici skutec¢nost, ze se
celkovy tlak v potrubi p* neméni (v; < vy).

U skute¢nych kapalin dochézi pii proudéni v dusledku vnitintho tfeni k abytku
celkové mechanické energie kapaliny. Projevuje se to tim, ze v Bernoulliho rovnici
(17.238) jiz neni na pravé strané konstanta. V rovnici (17.238) se tato skutecnost
Tesi zpusobem, Ze na levou stranu rovnice pro skutecné kapaliny se piipoji tzv.
ztratova vyska, jejimz vypoctem se v ramci naseho vykladu nebudeme zabyvat.

Proudéni stlacitelného plynu, napt. vzduchu, je mozné ¢asto popisovat jako prou-
déni nestlacitelné tekutiny, pokud tato proudéni jsou relativné pomala.
Uvazujme stlacitelnou tekutinu, ktera proudi z mista o tlaku py do mista o niz$im
tlaku p, pficemz uvazujeme, Ze nedochazi ke zméné soutadnice z (pro jednodu-
chost ). Zajima nas, jak se pfitom zméni hustota této tekutiny.

Rozdil tlakovych funkci je dan nésledujicim integralem:

pOd
%—P:/ & (17.242)
b, P

Zavedeme si rychlost zvuku v tekutiné jako:

dp
=4/ — 17.243
& 1 Y ( )

s jejiz pomoci lze prepsat vztah (17.242) jako

PO
%—P:/‘éﬁ. (17.244)
b P

Pokud budeme ptedpokladat barotropni plyn, pro ktery plati stavova rovnice
(17.233), pak si muZeme spocitat rychlost zvuku podle vztahu (17.243):

2 _podp _po

= ~ = konst. . 17.245
dp podp  po ( )

C

Ze napf. na vzduch
pohlizime jako na
barotropni plyn je
jisté zjednodusSeni.
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Tedy, pokud budeme uvazovat jen malé zmény tlaku, tak rychlost zvuku bude
témér konstantni, takze muzeme psat:

Pod
PO—P%CQ/ Y_2m? (17.246)
, P p

Potom na zakladé rovnice (17.235) mizeme psat, ze

1
c ln% = 5(02 —3) (17.247)

kde vy a v jsou rychlosti proudiciho stlacitelného plynu v mistech o tlaku pg a p.

Odtud ) )
m?2 - 2_2”0 . (17.248)
p c

Napf. pro vzduch (i kdyZz pouZzijeme zjednoduseného vztahu (17.245)) nam rych-
lost §ifeni zvuku vychazi ¢ ~ 300 ms~'. Bude-li platit, Ze vy = 0, pak i pro
rychlosti proudéni v = 50 ms™! vyjde prava strana rovnice (17.248) blizkd nule
(0,014), coz znamena, Ze py ~ p = konst.. Tedy pro rychlosti proudéni stlacitelné
tekutiny, které jsou dostate¢né mensi, nez je odpovidajici rychlost siteni zvuku, je
mozné pohliZet na tyto tekutiny jako na nestlacitelné a pouzit Bernoulliho rovnici
(17.238).

Na zakladé Venturiho jevu, jehoz interpretace vychazi primo z Bernoulliho

rovnice (17.238), jiz vime, Ze tlak klesd v mistech, kde roste rychlost proudéni
tekutiny. Neni-li tato rychlost pfili§ vysoka, pak lze na stlacitelnou tekutinu, tedy
i na plyn, pohliZzet jako na nestlacitelnou tekutinu. Venturiho jev napt. vysvétluje,
pro¢ pruvan pribouchne dvere. Pfi¢inou je pokles tlaku pfi proudéni vzduchu ko-
lem nedovienych dveri.
Stejné povahy je i jev, ktery budeme pozorovat pii foukani mezi dva svislé listy
papiru. Navzdory selskému rozumu se nebudou oba listy odpuzovat, ale budou se
naopak pritahovat. Venturiho jev lze také napt. demonstrovat pomoci pingpongo-
vého micku, ktery se nachéazi ve vertikalnim proudu vzduchu vychézejiciho s uzké
trubicky. Micek je nadnasen proudem vzduchu a zaroven je vtahovéan do stfedu
jeho proudu, kde je mensi tlak.

In1=0




FAKULTA
uuuuuuuuuuuuuu 1
EVUTV PRAZE

Cast 11

Uvod do specialni teorie relativity
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Kapitola 18

Relativisticka kinematika

18.1 Postulaty specialni teorie relativity a Loren-
tzova transformace

Na konci 19. stoleti byla mechanika (z dnesniho pohledu oznacovana jako kla-
sickd mechanika) povazovana za téméf hotovou teorii. Svého vrcholu dosahla v
analytické mechanice, kterd umoznila opustit vektorovy piistup a nahradit ho
Lagrangeovym ¢i Hamiltonovym formalismem. Mechanika vychézela z predstavy
absolutniho prostoru a ¢asu a byla vybudovana na Newtonovych pohybovych za-
konech.

Teorie elektromagnetického pole, vychazejici ze ¢tyr Maxwellovych rovnic, byla
rovnéz viceméné hotova. Z Maxwellovych rovnic vyplyva, Ze svétlo je elektromag-
netické vlnéni. Jelikoz do té doby byly znamé jen rizné druhy vinéni v néjakém
prostiedi, bylo pfirozené predpokladat, Ze i svétlo je vinénim néjakého prostiedi.
Toto hypotetické prostiedi dostalo i jméno éter. Vzhledem k tomu, ze z Galileiho
transformace plyne (viz kap. 7.2), Ze se rychlosti pii pfechodu mezi inercialnimi
soustavami s¢itaji (skladani rychlosti), bylo nutné ze vSech moznych kandidata
na vztaznou soustavu vyloucit ty vztazné soustavy, ve kterych by rychlost svétla
byla jina nez ta, kterd vychazi z elektromagnetické teorie. Protoze svétlo k nam
prichézi i od Slunce a hvézd, musel éter vyplhovat i meziplanetarni a mezihvézdny
prostor. Vyznacnou soustavou by pak byla ta, kterd by byla vii¢i éteru v klidu,
tedy soustava éteru. V soustavé éteru by platila rychlost svétla vychazejici z elek-
tromagnetické teorie. V soustavé éteru se svétlo ve vakuu $iff vSemi sméry stejnou
rychlosti, podobné jako se v klidném (neproudicim) vzduchu $ifi vSemi sméry
stejnou rychlosti zvuk. A. A. Michelson navrhl experiment (Michelsontiv interfe-
rometr), ktery mél rychlost Zemé vidi éteru zméfit. Po uskute¢néni navrzeného
experimentu, ani v8echny dalsi pokusy tohoto typu provadéné pozdéji, nedaly
pozitivni vysledek, tj. pohyb Zemé vici éteru se nepodarilo namérit. Odtud vy-
plyvalo, Ze zddny absolutni pohyb vzhledem k éteru neexistuje a Ze rychlost
svétla ve vakuu je ve vSech inerciilnich soustavach stejna. Tato rychlost ne-
zévisi na druhu zdroje ani na rychlosti jeho pohybu. Vysledkem experimentu tedy
bylo, Ze nelze urcit absolutni pohyb a Ze v8echny vztazné inercialni soustavy jsou
naprosto rovnocenné.

,Vadou na krase“ elektromagnetické teorie byla skute¢nost, ze Maxwellovy rov-
nice, které slouzi k popisu elektromagnetického pole, nejsou invariantni vici Ga-
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lileiho transformaci, na rozdil od Newtonovych pohybovych zakonii mechaniky.
Avsak byla nalezena tzv. Lorentzova transformace, ktera uvazuje neménnost
rychlosti §ifeni svétla ve vakuu vychazejici z provedenych experimenti, vidci které
jsou Maxwellovy rovnice invariantni, aviak Newtonovy pohybové zakony pro zménu
vudi této transformaci invariantni nebyly. Proto snahou bylo pfizptisobit éterovou
teorii tak, aby bylo mozné sjednotit mechaniku s teorif elektromagnetického pole.
Albert Einstein zavrhl éterovou teorii (existenci éteru), piijal platnost elektromag-
netické teorie a zpfesnil mechaniku tak, aby vyhovovala Lorentzové transformaci
a timto se mu podarilo sjednotit elektromagnetickou teorii s mechanikou. Zpftes-
néni teorie mechaniky je predmétem tzv. specialni teorie relativity (STR), ktera
je vybudovana na zakladé dvou postulati formulovanych A. Einsteinem.

Postulaty specialni teorie relativity

1. Vsechny fyzikalni zakony maji ve vSech inercidlnich vztaznych sousta-
véach stejny tvar.

2. Rychlost svétla ve vakuu je ve vSech inercialnich vztaznych soustavach
stejna.

Prvni postulat relativity predstavuje zobecnéni Galileiho principu relativity,

ktery se omezuje jen na mechaniku. Jelikoz nic jako ¢isté mechanicky déj neexis-
tuje, predstavuje Einsteinova formulace principu relativity zohlednéni skute¢nosti,
ze neni mozné oddélit zadny fyzikilni déj od jinych fyzikalnich déju.
ProtoZze neménnost rychlosti svétla a Galileiho transformace jsou spolu ve sporu,
je nutné tuto transformaci nahradit jinou, kterd by tento rozpor odstranila, ne-
boli je potfeba nalézt takovou transformaci, aby pfi prevodu sourfadnic vychéazela
rychlost ¢ ve vSech soustavach stejna.

18.1.1 Odvozeni specialni Lorentzovy transformace

Uvazujme dvé inercialni soustavy S a S’, které se vici sobé pohybuji. Predpokla-
dejme jistou udalost popsanou ve dvou inercialnich vztaznych soustavach S a S'.
Udalosti budeme rozumét uréeni prostorového a ¢asového udaje, tj. dvojice [r, t],
tj. kde a kdy dany jev nastal, bez ohledu na to, co se vlastné stalo. K plné infor-
maci je samoziejmé nutné urcit vztaznou soustavu, v niz polohu a Cas urcujeme.
Prozatim se omezime na pohyb v jediném sméru, pficemz v tomto sméru budeme
orientovat osy x, ' obou soustav, viz obr. 18.1 (osy x sice a’ splyvaji z = 2’ ,
avSak to neznamend, Ze souradnice z a &’ jsou totozné). Rychlost soustavy & viuci
soustavé S (unésiva rychlost) budeme znacit v. Prostoroc¢asové soufadnice uda-
losti oznac¢ime [r, t] v soustavé S, resp. [r, '] v soustavé §’. Na zakladé vzajemné
orientace obou soustav je patrné, ze y =y’ a z = 2'.

Pro uvazované inercialni soustavy S a &', z pohledu klasické mechaniky, plati
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1S S
_‘/>
P v
= v
O R = vt (04 v, x’
y Y

Obrazek 18.1: Pohyb inercidlni ¢arkované vztazné soustavy S’ pohybujici se vuci
inercidlni necérkované vztazné soustavé S rychlosti v = konst.. Bod P je vuci
inercialni soustavé S’ v klidu.

nasledujici transformaéni vztahy (Galileiho transformace):

¥ = z—ut, (18.1)
y = v, (18.2)
2 = =z, (18.3)
t = t. (18.4)

Vzhledem k tomu, ze uvazujeme specialni pfipad vzajemného pohybu inercialnich
soustav S a S’, tak odpovidajici Lorentzovu transformaci opatiujeme piivlastkem
,,specialni.
Aby nepritomnost vysledné sily (nulové zrychleni) v jedné inercialni vztazné sou-
stavé, znamenala i nepiitomnost vysledné sily v jakékoliv jiné inercidlni vztazné
soustavé, je nutné se omezit na lineadrni transformace mezi prostorovymi sou-
Tfadnicemi a ¢asem. Timto se zajisti, Ze rovnomérny piimocary pohyb v jedné
inercialni vztazné soustavé, zlistane rovnomérnym pifmocarym pohybem i v iner-
cialni vztazné soustaveé druhé.
Kromé predpokladané linedrnosti transformacnich vztahti je nutné pii jejich od-
vozeni respektovat Postulaty specialni teorie relativity.
Pro uvazované inercialni soufadnicové soustavy S a S'; které v ¢ase t = 0 sply-
vaji, viz obr. 18.1, uvazujme nasledujici obecné linearni transformacni vztahy mezi
(y=y az=2):
' =~z + Bt (18.5)
t'=Cxz+ Dt (18.6)
kde 7, B, C' a D jsou hledané konstanty. Vidime, Ze transformaéni vztah (18.6)
odrazi skutecnost, Ze na Cas se nepohlizi jako na absolutni, jak je tomu v klasické

mechanice.
Pro souradnici 2’ pocatku O’ v soustavé S’ plati, Ze ' = 0 a v soustavé S je pro

Oznaceni konstanty -
je obvyklé ve STR.
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t # 0 x-ova soufadnice tohoto pocatku dana rovnosti x = vt. Dosazenim za x’ = 0
a x = vt do transformaé¢niho vztahu (18.5) dostaneme:

O=yvt+Bt = B=-. (18.7)

Za konstantu B = —vv dosadime do transformac¢niho vztahu (18.5), ¢imz po
vytknuti konstanty v dostaneme:

' =y(x —vt). (18.8)

Protoze transformace soutadnic predstavuje rovnéz fyzikalni zakon, tak na zakladé
1. postulatu STR musi mit opacné (inverzni) transformace stejny tvar, pouze je
nutné si uvédomit, Ze z pohledu soustavy S’ se soustava S vii¢i ni pohybuje stejné
velkou rychlosti, ale v opatném sméru (zméni se znaménko), tj.

r =z +vt') . (18.9)

Nyni predpokladejme, ze v okamziku kdy soustavy S a S’ splyvaji (O = O’),
vySleme v kladném sméru os = a x’ svételny signal, ktery se $if{ rychlosti ¢. Potom
na zékladé 2. postuldtu STR musi platit, Ze rychlost svétla bude v obou soustavach
stejna, takze musi platit:

x=ct (18.10)
a
v =ct. (18.11)
Ze vztaht (18.10) a (18.11) dosadime do vztaht (18.8) a (18.9), takze dostavame:
ct' = v(ct — vt) = yt(c —v) , (18.12)
ct =v(ct' +vt") =4t'(c+v) . (18.13)
Vynésobime vztahy (18.12) a (18.13) mezi sebou:
A = (c—v)(c+v) = E=74E 7). (18.14)
Odtud ) . )

2 — 12 _ 2 2
5 1= 2
c2

Na zakladé tohoto vysledku pro v = 0 plati, ze v = £1. Jestlize v okamziku
t =t = 0 soustavy S a S’ splyvaji, tak musi pro v = 0 platit, Ze x = 2’ i pro ¢asy
nasledujici. Rovnost = 2’ pro v = 0 musime dostat i z transformac¢niho vztahu
(18.9), kam dosadime za v = £1, tj. z = +a’. Odtud je vidét, Ze konstanta vy musi
mit kladné znaménko, abychom dostali, ze x = 2.

Takze ze vztahu (18.15) muzeme psat:

V= —— (18.16)

a tuto konstantu nazyvame Lorentzuv faktor. Ma-li byt Lorentzuv faktor realny
a konecny, pak musi platit relace: v < ¢, takze v > 1.
Dale dosadime do vztahu (18.9) za soutfadnici 2’ ze vztahu (18.8):

z=7y(z—ovt) +ot'] = y*(x —vt) +yot’ . (18.17)
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Odtud si vyjadiime cas t'; tedy

r—}x—vt) (1—7)z+~vt  1—17°
Y B Y T

Pro dalsi upravu pouZijeme vztah pro Lorentziv faktor (18.16):

1— L1 _ 5 v2
1-% 1-% -1 - =
v

> T+t =

t = T+t . (18.18)

t =

2 T+l =
1— c?

nml dto

: DAt = ——E oyt = —y— 4t . (18.19)
\/1_£ v X [1_ o2 c
62 52 02

Odtud po vytknuti Lorentzova faktoru dostavame:
vr
=~ (t - g) . (18.20)

Porovnanim s rovnici (18.6) vidime, ze C' = —v/c* a D = ~.

Vztahy (18.8) a (18.20) predstavuji hledané transformacni vztahy, ve kterych vy-
stupuje Lorentzuv faktor (18.16).

Na zakladé 1. postulatu STR musi mit inverzni transformad¢ni vztah pro cas t
stejny tvar jako vztah (18.20) s tim rozdilem, Ze soustava S se vuéi soustavé S’
pohybuje v opaéném sméru (ménime znaménko u rychlosti pohybu soustavy), tj.

v

s = v
c

Specialni Lorentzova transformace

' =y(x —ot), (18.22)
v =y, (18.23)
2=z, (18.24)

t' =t —vz/c?) . (18.25)

Inverzni specialni Lorentzova transformace

r =z +ot'), ( )
y=y, (18.27)
z=2, (18.28)

t=~{t +va'/c?). ( )

18.1.2 Odvozeni obecné Lorentzovy transformace

Obecna Lorentzova transformace postihuje obecny pfimocary rovnomérny vzé-
jemny pohyb dvou inercialnich vtaznych soustav S a S’, viz obr. 18.2. Chceme-li
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odvodit vztahy pro obecnou Lorentzovu transformaci, je k tomuto tcelu vhodné
rozlozit polohovy vektor r na podélnou a pri¢nou slozku k vektoru unasivé rych-
losti v, viz obr. 18.2. Pomoci skalarnfho sou¢inu mutzeme nalézt podélnou slozku
polohového vektoru ve sméru vektoru v:

r-v
r = —QV, (18.30)
v
s jejiz pomoci urc¢ime slozku pfi¢nou:
!
S
~
S
z v L
P
ol
r rp
r
4<\O’ !
v
o / L

<

Y

Obrazek 18.2: Pohyb inercialni ¢arkované vztazné soustavy S’ pohybujici se vuci
inercidlni necarkované vztazné soustavé S rychlosti v = konst.. Bod P je vuci
inercialni soustavé S’ v klidu.

r,o=r—r. (18.31)

Z transformac¢nich vztahi pro specidlni Lorentzovu transformaci vyplyvé, ze pri¢na
slozka polohového vektoru se pii transformaci neméni, t;j.

r=r,, (18.32)

kdezto podélna slozka se bude ménit analogickym transformac¢nim vztahem ke
vztahu (18.22), tedy
i = (r) — vt). (18.33)

Slozenim vztahu (18.31) a (18.32) s prihlédnutim ku vztahu (18.33) dostaneme
vztah:

V=r +rj=r +rj=r—r+rj=r—r +y(r—vi). (18.34)

Dosazenim vztahu (18.30) do vztahu (18.34) po upravé dostaneme, ze

Y=rtv [2(7 1) yt} . (18.35)
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V piipadé obecného sméru unasivé rychlosti v je mozné na zdkladé analogie se
vztahem pro transformaci ¢asu pro specialni Lorentzovu transformaci (18.25) psét,
ze v.r

! f— —_— —

t=v(t-25) . (18.36)
Vztahy (18.35) a (18.36) predstavuji transformacni vztahy pro obecnou Lorent-
zovu transformaci.
Podobnym postupem je mozné ziskat i transformacni vztahy pro inverzni obecnou
Lorentzovu transformaci, které formalné ziskame zdménou ¢arkovanych veli¢in za
necarkované a naopak a nahradou v za —v ve vztazich (18.35) a (18.36), tedy

r=r+v { Viy—1)+ yt’] , (18.37)

02

v.r

t:7<t’+ 0'2 ) . (18.38)

Obecna Lorentzova transformace

Y=rtv [Z—J’(v 1) yt} . (18.39)
t = (t - %) . (18.40)

Inverzni obecna Lorentzova transformace

r:r’+v[ V(7—1)+7t’] , (18.41)

02
v.-r
2

t=r (t’ + ) . (18.42)

Zvolime-li vektor rychlosti v = (v,0,0), pak z transformacnich vztaha pro
obecnou Lorentzovu transformaci dostaneme transformacni vztahy, ke kterym
jsme dospéli pro specialni Lorentzovu transformaci.

18.2 Dilatace ¢asu

Z Lorentzovy transformace vyplyva relativisticky jev zvany dilatace (prodlouzeni)
¢asu. Odvodime si vztah, ktery kvantitativné popisuje tento jev.
Z pohledu ¢arkované soutfadnicové soustavy S’ sledujme dvé po sobé nésledujici
udalosti, které nastavaji ve stejném bodé P (tento bod je viéi soustavée S" v
klidu) o polohovém vektoru r = (2/,y,2’) = konst. (viz obr. 18.1) v ¢asech
t} a t,,. Protoze ob& udalosti nastavaji ve stejném misté (bodé P), pak se jedna
o soumistné udalosti. V soustavé S’ naméii pozorovatel ¢as mezi uvazovanymi
udalostmi:

T=At =t,—t], (18.43)

ktery nazyvime vlastnim casem.
Stejné udalosti v bodé P o polohovém vektoru r = (x,y, z) # konst. pozoruje
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pozorovatel v necarkované soustavé S. Poznamenejme, Ze se tento bod vici sou-
stavé S pohybuje stejnou rychlosti, jakou se pohybuje ¢arkovana soustava S’ vuci
soustavé necarkované. Casy mezi obéma udalostmi, které naméti pozorovatel v
soustavé S musi souviset s vysledky ziskanymi pozorovatelem S’ pomoci Lorent-
zova transformaé¢niho vztahu (18.29), tj.

/

x’ x
TEAt:tQ—t1:’y<t'2+vC—2) —’y(t’1+vc—2> =7ty —t)) =~7. (18.44)

Odtud

T=§<T (v #£0). (18.45)

Z vysledku (18.45) je patrné, ze ¢as naméreny mezi udalostmi (vlastni ¢as), které
nastavaji ve stejném bodé¢, tj. v bodé, ktery se vii¢i soustavé nepohybuje, je kratsi
nez ¢as naméfeny v soustaveé, vici které se misto udélosti pohybuje. Neboli ¢as
mezi udalostmi méfeny v soustavé S trva delsi dobu nez v soustavé S, tj.

T=~yt>1, (18.46)

a proto hovorime o dilataci (prodlouzeni) ¢asu.

Priklad 18.2.1

Pri srazkach primarniho kosmického zéafeni s atomy vrchni vrstvy atmosféry vzni-
kaji miony. Jsou to nestabilni ¢astice se stfedni dobou Zivota 7 = 2,2.1076 s
(méfenou v klidové soustavé mionu). Pozorovani pomoci stratosférickych balont
a raket ukazala, Ze miony vznikaji ve velkych vyskach nad povrchem Zemé (vice
nez 10 km) a odtud se pohybuji k Zemi rychlosti blizici se rychlosti svétla. Za
stfedni dobu Zivota se mion rozpada na elektron a dvé neutrina.
Predpokladejme, Ze mion vznikl ve vysce 15 km a pohybuje se k Zemi rychlosti
v =10,999 ¢. Miize tento mion doletét na povrch Zemé?

Reseni:

Tuto ulohu budeme fesit ve vztazné soustaveé spojené se Zemi. S ohledem na vysoké
rychlosti mionu, je zfejmé, Ze budeme nuceni vychéazet z poznatku specialni teorie
relativity.

Dréaha, kterou muze mion od okamziku vzniku do okamziku rozpadu urazit, je

=T, (18.47)

kde dobu zivota T vzhledem soustavé spojené se Zemi (neCarkované soustava)
ur¢ime pomoci vztahu (18.46), tedy

T =nT1. (18.48)
Dosazenim z tohoto vztahu do vyrazu (18.47) dostaneme

0,9998.3.108.2,2.107%  0,09998.3.10%.2,2.1076
| =vyr = = —

V1 —0.99982 v/3,9996.10—4
0,09998.3.10%.2,2.107°.50 = 32995 m = 33 km . (18.49)

v>1
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Mion tedy urazi za dobu svého zZivota v zemské vztazné soustavé drahu [ = 33 km,
a proto muze byt zaregistrovan piistroji na Zemi. Kdyby se neprojevila dilatace
Casu a ¢as byl absolutni veli¢ina (7" = 7), pak by nejrychlejsi miony mohly od
okamziku svého vzniku do okamziku rozpadu urazit jen drdhu zhruba 660 m. To
znamena, ze by se nemohly dostéavat na povrch Zemé. V laboratofich na Zemi
vSak miony vznikajici ve velkych vyskach registrujeme, ¢imz je experimentélné
prokizan jev dilatace casu.

18.3 Kontrakce délky a zména objemu kvadru

Uvazujme ty¢ rovnobéznou s osami ose x a z’, ktera je v klidu v ¢arkované sou-
stavé &', jez se viuci ne¢arkované soustavé S pohybuje rychlosti v. Jeden jeji konec
necht mé soufadnici x] a druhy konec soufadnici x}, tedy délka tyce L' = Ly je
v carkované soustavé S’ dana rozdilem Ly = zf, — 2, viz obr. 18.3. Tuto délku
nazyvame jako vlastni (klidova) délka. Uvazovana ty¢ se tedy vici nec¢arkované
soustavé S pohybuje rychlosti v. Jeji délka v soustavé S je definovana rozdilem
soutadnic jejich konct, tj. L = x5 — x1, kde soutadnice x; a x5 jsou soufadnice
koncti ty¢e uréené soucasné v libovolném casovém okamziku! t. Z transformac-
niho vztahu (18.22) plynou pro okamzité souradnice obou koncu tyce nasledujici
vztahy:

48 s
v,
L/ELU
—
O R=vt /O z} ty T, a7
Y Y

) = y(xy —vt) (18.50)
xh = (e — vt) . (18.51)
Odectenim vztahu (18.51) a (18.50) dostaneme:

zy — 27 = Y(x2 — vt) — y(x1 — vt) = y(x2 — 71) (18.52)

LObé soutadnice jsou tedy stanoveny ve stejném ¢asovém okamziku.
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neboli s ohledem na vysSe zavedené znaceni délky tyce v uvazovanych soustavach:

Lo=~L>1L. (18.53)

Odtud .
L==. (18.54)

v

Délka L, kterou namérime u pohybujici se tyce, je vzdy kratsi nez je vlastni délka
ty¢e Lo a z tohoto ditvodu hovofime o tzv. kontrakei (zkréceni) délky tyce pii
jejim pohybu.

Je tfeba soucasné uvést, ze pricné rozméry se neméni, viz transformacni vztahy
(18.27) a (18.28). Obhajit toto tvrzeni je mozné na zakladé néasledujiciho myslen-
kového experimentu. Uvazujme dvé identické souosé trubky, které se proti sobé po-
hybuji. Dale prijméme predpoklad, ze se pti pohybu trubek zmensuje jejich pricny
rozmér. Déle je zfejmé, Ze pro kazdou z uvazovanych trubek muzeme nalézt sou-
stavu, vici které se nebude pohybovat. Na zakladé vyse uvedenych predpokladi
bychom pozorovali v ramci jedné ze soustav spojenych s uvazovanou trubkou,
ze druh&, pohybujici se trubka, diky zkraceni pri¢nych rozmért, projde trubkou,
kterd je vuci dané soustavé v klidu. Naopak v soustavé, vici které je druha trubka
v klidu, bychom pozorovali jev opacny, tj. trubka, ktera je prochazena druhou
trubkou, by byla v té druhé soustavé trubkou prochézejici. Jelikoz nemuze dojit k
protichidnym vysledkt experimentu ve dvou zvolenych soustavich, mizeme vy-
slovit tvrzeni, ze pricné rozméry téles se pii jejich pohybu neméni. Samoziejmé ke
stejnému rozporu bychom dospéli pfi myslenkovém experimentu, pfi kterém by se
s pohybem trubky jeji pficné rozméry zvétSovaly.

Z vySe uvedenymi zavery souvisi i otdzka zmény objemu télesa. Uvazujme
nyni nikoliv o ty¢i, ale o kvadru jako o predstaviteli télesa, u kterého jiz nelze
zanedbavat nékteré rozmeéry. Necht je jedna hrana kvadru ve vztazné soustavé
S’ rovnobézné se soufadnicovou osou ' a ostatni hrany jsou pak rovnobézné s
dalsimi soutfadnicovymi osami. Délka jednotlivych hran je v této vztazné soustave
délkou klidovou, tedy objem télesa V' = Vy = 2/y/2" je téz klidovym objemem.
K vyjadreni objemu, ktery zméii pozorovatel spojeny s necarkovanou soustavou
S pouzijeme vztahu (18.54), podle kterého se pro néj rozmér z télesa lezici ve
sméru pohybu zkracuje, zatimco se rozméry télesa kolmé na smér pohybu neméni
(y =9y a z=2"). Objem kvadru nemé&feny ze soustavy S je pak dan nasledujicim
vztahem:

V=xyz=uay7 = =—. (18.55)

Priklad 18.3.1
Na kosmické lodi vzdalujici se od Zemé konstantni rychlosti je umisténa ve sméru
pohybu ty¢ o vlastni délce 1 m.

(a) Jaka je délka této tyce pro pozorovatele na Zemi, jestlize se lod vzdaluje
rychlosti v = 0, 1¢?

(b) Jakou rychlosti by se musela pohybovat kosmické lod, aby ty¢, ktera ma na
kosmické lodi délku 1 m, méla pro pozorovatele na Zemi délku 10 cm?
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(a) Vlastni délky tyce je Ly = 1 m. Pomoci vztahu (18.54) spoc¢itame délku tyce
L naméfenou pozorovatelem na Zemi:

v? (0,1c)?
=5 = Ly/1- 5= = /I=0,01= 0,995 m.

(18.56)
(b) Ze vztahu (18.54) dostavame:

1 L 1
= ————=22=__=10. (18.57)

1 L 1

Odtud

1 .

v=yf1-Se= V/0,99¢ = 0,995¢ . (18.58)

18.4 Soucasnost, minulost a budoucnost z pohledu
specialni teorie relativity

Pozorovatel v nec¢arkované soustavé S sleduje dvé udalosti U; a Us, pricemz pro-
storoCasové urceni prvni udalosti je [(x1,0,0),t] a prostorocasové urceni druhé
udalosti je [(x2,0,0),t], tedy udalosti nastaly na ruznych mistech, pfitom obé
udalosti nastaly soucasné v Case t. Jinak bude prostorocasové urceni uvedenych
udalosti vnimat pozorovatel v ¢arkované soustavé S’, ktera se pohybuje viéci ne-
¢arkované soustavé S rychlosti v. Podle transformac¢niho vztahu (18.25) nastala
udalost U; pro pozorovatele v ¢arkované soustavé S’ v okamziku

, v
a udélost Us v okamziku
t =~ (t - 32@) . (18.60)
c

Plati-li, Ze x5 # x1, potom pro pozorovatele v ¢arkované soustavé nenastaly obé
udélosti soucasné a casovy rozdil mezi uvazovanymi udéalostmi je dan rozdilem
Casu (18.60) a (18.59), tj.

v
ty —t) = —’}/C—2<$2 — 1) . (18.61)

Odtud je vidét, ze pojem soucasnosti ztraci ve specialni teorii relativity
smysl. O soucasnosti mizeme mluvit jen tehdy, kdyz obé udélosti nastanou ve
stejnou dobu na stejném misté. Udalosti, které nastavaji soucasné v riznych mis-
tech v jedné soustavé, se jevi v jinych pohybujicich se soustavach jako nesoucasné,
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pricemz v nékterych soustavach udalost i, nastane diive nez udélost Us, v jinych
tomu miize byt pravé naopak.

Budeme nyni uvazovat opét dvé udalosti U; a Us, které nastaly pro pozorovatele
z ne¢arkované soustavy S v ruznych mistech a v riznych casech, jejich prosto-
roCasové urceni je dano jako [(x1,0,0),1] a [(xe,0,0), 5], pficemz ty > t1. Opét
budeme uvazovat ¢arkovanou soustavu S’, ve které pozorovatel uvedené udalosti
pozoruje dle transforma¢niho vztahu (18.25) v ¢asech

v

, v
t = (t2 . C—2x2> . (18.63)

Tedy mezi uvazovanymi udalostmi ubéhl cas
At =ty — ) =~ [(t2 ) - c%(xg - xl)] . (18.64)

Ze vztahu (18.64) plyne, ze bude-li platit relace
’1’2 — 1‘1’ > C(tQ — t1> , (1865)

pak vzdy lze nalézt soustavu S’ takovou, ze v ni muze byt At’' jak kladné, tak
i zaporné, to podle rychlosti v. To znamena, ze udélosti U; a U nemohou mit
zadnou pri¢inou (kauzalni) souvislost, protoZze pro jednoho pozorovatele nastane
udalost U; pfed udalosti Us, podle jiného naopak, tj. udalost Us nastane pred
udalosti ;.
Pouze v pfipadé relace |zy — 21| < ¢(t2 — t1), bude vzdy At’ > 0 a pro vSechny
pozorovatele nastava udalost U; pred udalosti Us. Rikéme pak, Zze mezi takovymi
udélostmi existuje pfi¢end (kauzalni) souvislost a udalost Uy muze byt nasledkem
udalosti ;.
Vyraz
_ |22 — 1]
bt
predstavuje rychlost, se kterou se $iti pricina od udalosti U; k udalosti Us. Touto
pri¢inou miize byt napf. informace, energie, silova interakce apod., zalezi na fy-
zikalni povaze udalosti. Nema-li byt poruSena pfi¢inna (kauzalni) souvislost mezi
udélostmi U; a Us, musi byt splnéna podminka:

(18.66)

‘l’g — 1171‘ S C(tQ — tl) . (1867)

Pouzijeme-li tuto podminku ve vztahu pro rychlost sifeni pticiny udélosti (18.66),
tak dostaneme, 7Ze
v<ec. (18.68)

Z podminky (18.68) plyne, ze jakykoliv signal se nemize $ifit rychleji nez
svétlo.
Predpokléadejme, ze by platila nasledujici relace:

’5132 - .1'1’ > C(tQ - t1> . (1869)
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V takovémto piipadé je vzdy mozné nalézt ¢arkovanou soustavu S’ takovou, Ze
v ni ¢asovy interval At’ muze nabyvat jak kladné, tak zaporné hodnoty v zavis-
losti na volbé rychlosti jejiho pohybu v viué necarkované soustavé S, takze pro
jednoho pozorovatele nastane udélost U; pred udalosti Uy a pro jiného pozorova-
tele to miize byt pravé naopak. Diky této skutecnosti mizeme konstatovat, ze za
predpokladu splnéni relace (18.69) nemitize mezi uvazovanymi udéalostmi U a Us
byt pri¢inné souvislost.

Obecné udalosti, mezi kterymi je pri¢inna souvislost, vymezuje v prostoru své-

et

svetocara

absolutni minulost //

1.

absolutni budouctnost

et

Obrazek 18.4: Svételny kuzel v roviné (z,t).

telny kuzel
|I'2 — 1"1’ S C(tz — tl) . (1870)

Plati-li, ze t, > t;, potom udélost Uy nastava pozdéji nez udalost U; a vSechny
udalosti Uy tvori absolutni budoucnost vzhledem k udalosti U, kdezto vSechny
udalosti U; tvori absolutni minulost vzhledem k udalosti Us. Na obrazku 18.4 je
zachycen svételny kuZel v roviné (x,t), ktery je vymezen piimkami x = +ct. Uda-
losti lezici vpravo od udélosti U, které odpovida ¢asoprostorové uréeni [(0, 0, 0), t],
predstavuji absolutni budoucnost, kdezto udalosti nachazejici se od ni vlevo pred-
stavuji absolutni minulost. Kfivka zachycend na obrazku reprezentuje pficinny
sled udélosti a tato kfivka se nazyva svétocara. Udélosti nachazejici se ve vybar-
venych sektorech nemohou mit pfic¢innou souvislost se zachycenou udélosti U.

18.5 Casoprostorovy interval

Je znamo, Ze v eukleidovském prostoru se pfi transformacich soufadnic jako je
translace, rotace ¢i zrcadleni neméni vzdalenost mezi body. Rikame, ze vzdalenost
mezi body je invariantni (neménné) viéi zminénym transformacim. Budeme-li
uvazovat dva body o polohovych vektorech r; a ry, potom druhou mocninu vzda-
lenosti Al mezi nimi spocitdme podle Pythagorovy véty jako

(AD)? = (r; —11)* = (22 — 22)* + (g2 — 11)* + (22 — 21)* . (18.71)
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Pro Lorentzovu transformaci existuje jeden velmi dilezity invariant, ktery nazy-
vame Gasoprostorovy interval (nékdy jen stru¢né interval) a zna¢ime ho As. Pro
dvé udalosti s ¢asoprostorovym uréenim [ry, ;] a [ry, ts] je tento ¢asoprostorovy
interval definovan jako

(As)? = (rg —11)* — ci(ta — t1)* . (18.72)

Tedy pro dvé udalosti ztistava Casoprostorovy interval (18.72) pii Lorentzové
transformaci invariantni (neménny), o ¢emz se dé snadno presvédéit pouzitim
transformac¢nich vztaht (18.26)-(18.29) v rovnosti (18.72). Na zakladé vyse uve-
deného musi platit, ze

(As)? = (ra —11)? — ca(ta — t1)* = (th — 1)? — i (ty — t))? = (As))? . (18.73)

Jsou-li dvé udalosti v kauzalnim vztahu, potom na zakladé podminky (18.65)
musi platit, ze (As)? < 0. Odpovidajici ¢asoprostorovy interval As je imaginarni
a v tomto pfipadé ho nazyvame casupodobny interval. Nejsou-li dvé udalosti v
kauzélnim vztahu (nesouvisejici) plati na zakladé podminky (18.69), ze (As)? > 0,
takze Casoprostorovy interval As je redlny a v tomto pripadé ho nazyvame pro-
storupodobny interval. Pro dvé udalosti, které spojuje svételny signal plati, ze
(As)? = 0.

18.6 Skladani rychlosti a transformace rychlosti

Okamzita rychlost hmotného bodu pohybujiciho se podél osy 2’ v ¢arkované sou-
stavé §’, ktera se viuci soustavé S pohybuje, je dana vztahem:
e

Codt

ul

(18.74)
Vzhledem k tomu, ze okamzita rychlost je dana podilem infinitesimalné chdpanych
diferencialu dz’ a dt’, uréime si nejprve tyto diferencialy z transformac¢nich vztahu
(18.22) a (18.25):

, ox’ oz’
da'(z,t) = %dx + Wdt = ydz — yvdt = y(dz — vdt) , (18.75)
, ot ot v v
dt/(,1) = Sode + Sodt = ydt — y5da = (dt - gdx> . (18.76)

Dosadime-li diferencialy (18.75) a (18.76) do vztahu (18.74), tak obdrzime nasle-
dujici vyraz:
dx — vdt
u = (dz —vdt) ' (18.77)
vy (dt — C%d:c)

Podélime-li ¢itatele a jmenovatele ve vyrazu (18.77) faktorem vdt, tak dostaneme:

== —v
W =-d (18.78)
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Okamzité rychlost uvazovaného hmotného bodu je v soustavé necarkované S dana
vyrazem:

dx
= —. 18.79
U= (18.79)
S ohledem na vztah (18.79) miZeme upravit rovnost (18.78) jako
,  u—v
= ) 18.80
“ 1—%Su ( )

Analogickym zptisobem muzeme urcit i transformacni vztah pro okamzitou rych-
lost hmotného bodu vzhledem k nec¢arkované soustavé S. Vyraz, ktery obdrzime,
bude shodny s vyrazem, ktery ziskame tak, Ze ve vztahu (18.80) zaménime ¢arko-
vané rychlosti za necarkované a naopak a za unasivou rychlost dosadime rychlost
—v, tedy

w + v

= — . 18.81
1+ c%u’ ( )

u

Vyrazy (18.80) a (18.81) piedstavuji vzorce pro skladani rychlosti, které vyhovuji
2. postulatu STR o stélosti rychlosti svétla.

Napriklad je-li u' rychlost svételného paprsku v ¢arkované soustavé S’ pohybujici
se rychlosti v vici soustavé S, tj. v’ = ¢, potom po dosazeni do vztahu (18.81)

dostaneme: e e
= =c. (18.82)

= v ctv
I+ e -

u

7 tohoto vysledku lze vidét, Ze postulat 2. postulat specidlni teorie relativity je
splnén.

Budeme-li pfedpokladat extrémni piipad, kdy ¢arkovana soustava S’ se pohybuje
vii¢i nec¢arkované soustavé rychlosti svétla v = ¢ a bude-li se v ¢arkované sou-
stavé S’ svételny paprsek pohybovat rychlosti «' = ¢, potom jeho rychlost vadci
necarkované soustavé S ziskame dosazenim do vztahu (18.81):

c+ec 2c
u = = — =
1+ 5S¢ 2

c. (18.83)

Z vysledku je patrné, ze i v tomto piipadé je splnén postulat o neménnosti rychlosti
svétla. Navic z vysledku vyplyva dulezity zavér, ze maximalni moznou dosazitel-
nou rychlosti je pravé rychlost svétla c.

Budeme-li uvazovat okamzitou rychlost hmotného bodu viic¢i ¢arkované soustave
&', ktery se pohybuje libovolnym smérem, potom muZzeme psat, zZe

da’ dy/ d2
Z transformacnich vztahi (18.23) a (18.24) vyplyva, ze
dy =dy, d2 =dz. (18.85)

Dosadime-li v rovnosti (18.84) za diferencial da’ ze vztahu (18.75), za diferencial
dt’ ze vztahu (18.76) a za diferencialy dy’ a dz’ rovnosti (18.85), pak po podé-
leni diferencialem d¢’ a néasledné upravé dostaneme pro jednotlivé slozky rychlosti
nésledujici transformacni vztahy:

Uy —V , 1wy, , 1w,

= = === 18.86
Uy 1_6%“/1:’ uy 71_0%’“:1:7 u ) ( )
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Uy, Uy a u, odpovidaji slozkdm okamzité rychlosti hmotného bodu viéci necarko-
vané soustavé S, tj.

de dy d
vy Z) (18.87)

u= (uwuuy7uz) = (EJ E? E

Inverzni vztahy pro transformaci rychlosti dostaneme, kdy opét zaménime ¢arko-
vané slozky rychlosti za necarkované a za unésivou rychlost dosadime —v, tedy

ul, v u
Up = ——— , Uy =

Dol
1+ Zu,

/ /
Y _ u,

1 1
— p = 18.88
Y1+ 50 T AT B 1559

V pripadé, ze nebudeme uvazovat specialni ptipad vzajemného pohybu dvou iner-
cidlnich soustav S a &', jak je to naznaceno na obr. 18.1, ale budeme uvazovat
obecny vzajemny pohyb inercidlnich soustav, tak pro nalezeni vztahu pro skladéni
rychlosti vyjdeme z transformaé¢nich vztahti pro obecnou Lorentzovu transformaci
viz kap. 18.1.2.

Pro rychlosti v uvazovanych inercialnich soustavach S a &’ musi platit:

dr , dr
= — =—. 18.
u= o, U= (18.89)
Abychom nalezli vztahy pro tyto rychlosti, tak pouzijeme vztah (18.40), ktery
zderivujeme podle ¢asu ¢ (poznamenejme, Ze v = konst.):

i—iz%h(lﬁ—%)}:y -l = (1-2F) . (s

Odtud muzeme psét, ze
dt_ ! (18.91)
dt' oy (1— =) |

Na zékladé vysledku (18.91) je mozné vyjadfit derivaci podle casu ¢’ jako

d dt d 1 d
= = - 18.92
g derdt (1 —2¥)dt (18.92)
Nyni mizeme pii pouziti vztahu (18.39) a (18.89) psat, ze
,  drf  d r-v
T dt’{ +V[ 2 (7_1)_%]} -
1 d r-v

7(1—';;;)dt{r+v[ ) 7]}

d v

-+ v Utz (7_1)_7] )

de _ u+v|sy(y—1) 'y] (18.93)

v (1-4%)
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Tento vysledek piedstavuje hledany transformacni vztah mezi rychlostmi u’ a u
a pro prehlednost zapiSeme jesté jednou:

(18.94)

Kdybychom predpokladali, Ze se inercidlni soustavy S a S’ pohybuji special-
nim zpusobem, jak je naznaceno na obr. 18.1, tak pro rychlost v = (v,0,0),

kterou dosadime do vztahu (18.94) dostaneme pro jednotlivé slozky rychlosti
/ /

u = (ul,u,u) presné vztahy (18.86).

xT? y)
Pro nalezeni inverzniho transformacniho vztahu pro rychlost u bychom postupo-
vali analogickym zptisobem, avSak muzeme formélné tento vztah ziskat zaménou
c¢arkovanych veli¢in za necarkované a naopak a nahradou v za —v, tedy

I
uo ToVIEEFO D 4] (18.95)
v (1+ %)

Opét pro pripad, kdybychom predpokladali, Ze se inercialni soustavy S a &’
pohybuji specialnim zplisobem, jak je naznaceno na obr. 18.1, tak pro rychlost
v = (v,0,0), kterou dosadime do vztahu (18.95), bychom dostali pro jednotlivé
slozky rychlosti u = (uy, u,, u,) presné vztahy (18.88).
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Kapitola 19

Relativistickd dynamika

Z klasické dynamiky vyplyva, Ze ptisobi-li na téleso o hmotnosti m konstantni sila
F', pak jeho rychlost je dana vztahem:

F
v=—t=at. (19.1)
m

Odtud vyplyva, ze po dostatecné dlouhé dobé ¢, po kterou bude sila na téleso pu-
sobit, bude jeho rychlost vétsi, nez je rychlost svétla, coZ je v rozporu se tvrzenim
vyplyvajicim ze STR, Ze maximélni dosazitelnou rychlosti je rychlost svétla ve
vakuu. To nam dava tusit, Zze dosdhnout souladu s zavérem o dosazitelné mezni
rychlosti, 1ze, za pfedpokladu pusobeni konstantni silou na téleso, jen tim, Ze s
rostouci rychlosti télesa poroste i jeho hmotnost. Proto je kliCovym tkolem nale-
zeni funkéni zavislosti hmotnosti télesa na jeho rychlosti, tj. m = m(v). Hmotnost
pro nulovou rychlost télesa budeme nazyvat klidovd hmotnost a budeme ji znacit
mo a musi pro ni platit, ze my = m(v = 0).

19.1 Relativistickd hybnost a hmotnost

Abychom dospéli k nalezeni funkéni zavislosti hmotnosti télesa na jeho rychlosti,
tak budeme uvazovat srazku probihajici v jednom sméru tak, jak je pozorovana z
pohledu inercidlni nec¢arkované soustavy S, viz obr. 19.1. Co se déje béhem srazky

S
pred srazkou po srazce

mo1 mo2 ; mos3 mo4

\ %1 Vo \& V4
— L > o> g ‘—& o——

Obrazek 19.1: Jednorozmérna srazka dvou téles z pohledu necarkované soustavy

S.

nas nebude zajimat (télesa si mohou vyménovat atomy, muZze dojit k chemické
reakci apod.), podstatny je pro nas pozorovany vysledek srazky.
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Analyza srazky z pohledu klasické fyziky

Nejdrive pouzijeme pohled na srazku z pohledu necarkované soustavy S, ktery
nam poskytuje klasickd mechanika, kde vime, Ze musi platit Zakon zachovani
hybnosti, tj.

mp1U1 + TMp2V2 = Mp3V3 + ™TMop4Vy4 . (192)
Z pohledu ¢arkované inercialni soustavy &', kterd se pohybuje vici nec¢arkované

soustavé S rychlosti V (V = Ve, ), musi rovnéz platit Zakon zachovani hybnosti,
protoze vime, Ze v8echny inercidlni vztazné soustavy jsou si rovnocenné, tedy

l ! ! /
mop1Uy + Mp2Vy = Mp3Vs -+ Moy , (193)

kde
vi=v;, -V, i=1273,4. (19.4)

()

Dosadime ze vztahu (19.4) do rovnice (19.3), ¢imz dostaneme:
M1V + MooVl — (mol + mog)v = My3V3 + MogUyq — (mog + mo4)V . (195)
Odectenim rovnic (19.2) a (19.5) dostaneme:

(mo1 + me2)¥V = (mog + moea) ¥, (19.6)

tedy
mo1 + Moz = Moz + Mo4 - (19.7)

Odtud vidime, ze zachovava-li se v inercialnich vztaznych soustavach hybnost, pak
se zachovava i hmotnost. Tento zavér je v souladu s Galileiho principem relati-
vity, ktery rikéd, Ze pro popis mechanickych dé&ju jsou vSechny inercialni vztazné
soustavy rovnocenné.

Navic muzeme konstatovat, ze uplatnéni zachovani hmotnosti po srazkach (19.7)
v rovnosti (19.5) vede na rovnici (19.2), to znamena, ze Zakon zachovani hybnosti
je nezavisly na volbé vztazné inercialni soustavy.

Analyza srazky z pohledu STR

Z pohledu necarkované inercialni soustavy S musi platit stejnéa rovnice jako (19.2),
tj.

M1V + M2V = Mo3Vs + Moy . (198)
P1i oznaceni hmotnosti jsme pouzili indexu ,,0¢, protoze tyto hmotnosti mérime
vazenim, tudiz se jedna, jak bylo zavedeno vyse, o klidové hmotnosti.
Vyjadiime-li si zachovani hybnosti z pohledu ¢arkované inercialni soustavy &',
kterad se, jako pri analyze srédzky z pohledu klasické mechaniky, pohybuje vici
necarkované soustaveé rychlosti V. tak mtuzeme pséat:

Mo1V] + Moath = Mozt + MgVl (19.9)
kde na zakladé vztahu (18.86), kde pouZijeme znaceni rychlosti, které je zavedené

v této kapitole!, plati, Ze

V= ———— i=1,2,3,4. (19.10)

lusvav—>V

— /I —
Vi = Vg & UV; = Uy
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Dosadime ze vztahu (19.10) do rovnice (19.9), ¢imz dostaneme:

vl—V+ ’UQ—V Ug—v+ U4—V
o1y v TN —y =M  TMu—
1_0%1)1 1—6%2)2 1—0%?}3 1—6%1]4

m (19.11)

Z rovnice (19.11) vidime, Ze nelze eliminovat veli¢inu V', vyjadiujici velikost rych-
losti inercialni vztazné soustavy S’ vici soustavé S, coz ma za nasledek, ze hyb-
nost vyjadiena na zékladé definice se ve vSech inercidlnich soustavich nezacho-
vava. Timto jsme nuceni bud opustit platnost Zakona zachovéani hybnosti ve viech
inercialnich soustavich nebo nalézt jinou definici hybnosti. Zvolime druhou z moz-
nosti.

V klasické mechanice byla hybnost zavedena jako

dr

P ="V =" (19.12)
kde mq je hmotnost télesa ¢i hmotného bodu .
V takto zavedené hybnosti se vyskytuje cas vztahujici se k necarkované inercialni
vztazné soustavé S. AvSak tato soustava neni ni¢im vyjimecné. Jiz vime, ze v
riznych inercidlnich vztaznych soustavach plyne ¢as rizné, takZze pozorovatelé z
téchto soustav se neshodnou na tom jaky je ten spravny cas. Jediné na ¢em se
shodnou je vlastni ¢as 7 spojeny se soustavou, vii¢i které je pohybujici se hmotny
bod (téleso) v klidu, tj. vlastni ¢as uvazovaného hmotného bodu (¢as na hodinkéach
hmotného bodu, ¢astice, télesa atd.). Z tohoto divodu se mizeme zavést jinou

definici hybnosti jako

m . .
b 0 1

Na zakladé vztahu (18.44) muzeme psat, ze

d 2
dt=—— = dr=4/1-—adt, (19.14)

11— c?
c2

kde v je rychlost pohybu objektu z pohledu necarkované inercialni vztazné sou-
stavy S.

Dosazenim za dr z tohoto vztahu do vztahu pro nové zavedenou hybnost (19.13)
dostaneme:

_ mg dr  mgv
T2 Y 2
Tedy miizeme psat, ze
d
p=myt = OV (19.16)
dr 12
c2

Timto jsme zavedli hybnost, kterou nazveme relativistickd hybnost.
Na zakladeé relativistické hybnosti, pak miazeme v rovnici (19.8) piepsat jednotlivé
hybnosti jako

mop1V1 Mo2U2 mMo3v3 MoqVg
+ = +

2 2 2 2
_ 4% _ Y% _ Y% _ Y
c? c? c? c?

(19.17)
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Déle prepiSeme hybnosti v rovnici (19.9):

/ / / /
mglvl m02'112 _ mggv3 m04v4 (1918)
,U/2 U’2 U/2 v/2
LA AR SRV
Za v, je nutné dosadit ze vztahu (19.10), ktery dale upravime:
’ Vi — |4 (’Ui — V)02 .
- _ —1,2,3.4. 19.19
Uz 1 o ngvi C2 _ Uiv ) ? » < ( )
Odtud muzeme psat, ze
2 ;i —V)el?
v _ [z Ve]™ (19.20)
c? 2 -V

Potom hybnosti z pohledu ¢arkované soustavy S’ lze vyjadiit pomoci vztahu
(19.19) a (19.20) nasledujicim zptusobem:

mov; mo;(v; — V) c? B mo;(v; — V)2
vE — 2 2 _ V)2 — z,_‘/22_
= (- viV)\/l — [%} V(e =vV)? = (v )2c
m()i(’l)l' - V) . m0i<’l)i - V)
2 v,V 2 v; =V 2
JE) e - ()
moz‘(’Ui - V) mOz(Uz V)
¢1+”i¥ 2y +% ¢1 QVQ_U_z_g_;
mOz Uy — o Mo V; ’ i — 17 273 4
J1-9 /1 Zj \/1—_\/1 \/1— \/1
(19.21)
Dosadime tento vysledek do rovnice (19.18), ¢imz dostavame:
M101 L my V M2V2 L mg V
\/ v \/ V2 \/ v \/ V2 \/ v2 \/ V2 \/ v \/ V2
e T - T e T ) T2
Mo3V3 1 mo3 V L Moavs 1 mo4 vV
\/ ”3\/_V_2 \/ ”3\/_V_2 \/ ”4\/_V_2 \/ ”4\/_‘/_2
- = 2 - = 2 -2 c2 T2 c?
(19.22)
Vynésobime rovnici (19.17) vyrazem
1
/ V2
02
a odecteme ji od rovnice (19.22), takze dospéjeme k néasledujici rovnici:
Moy
yi-d %1— ¢1_ ¢1—
o (19.23)

)
IEE eThE
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kterou nésledné upravime do tvaru:

m m m
01 02 03 _

U2 ’U2 ’U2 v2
\/1—6—% \/1—6—3 \/1—0—3 \/1—C—§1

Tato rovnice pfedstavuje zachovani hmotnosti. Timto jsme také dospéli k hledané
funkéni zavislosti hmotnosti télesa na jeho rychlosti:

(19.24)

m=m(v) = ——— = ymy . (19.25)

Takto zavedenou hmotnost nazyvame relativistickd hmotnost.

Ze vztahu pro relativistickou hmotnost je zfejmé, Ze s rostouci rychlosti pohybu
objektu o klidové hmotnosti mg roste i jeho hmotnost, viz obr. 19.2. Je rovnéz
patrné, ze pro v — ¢ roste relativistickd hmotnost nadevse meze.

m(v)

myo

0 c ©
Obrazek 19.2: Zavislost relativistické hmotnosti objektu na jeho rychlosti.

Poznamenejme, Ze pro v; < ¢® prechazi rovnice (19.24) v rovnici (19.8), ktera
plati z pohledu klasické mechaniky.
Relativistickou hybnost pak mtuzeme vyjadrit jako:

p=m(v)v="ymyv. (19.26)

Uplatnéni zachovani hmotnosti pfi uvazovanych srazkach (19.25) v rovnosti (19.22)
vede na rovnici (19.17), to znamena, Ze Zakon zachovani hybnosti je nezavisly na
volbé vztazné inercidlni soustavy.

19.2 Relativisticka energie a ekvivalence hmotnosti
a energie
Nic nam nebrani v tom, abychom definovali silu piisobici na uvazovany objekt

jako casovou derivaci relativistické hybnosti, tj.

_dp d(m(v)v)  dm(v) dv
B A T U

F (19.27)
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Poznamenejme, zZe sila ve STR neni jiz obecné piimo amérna zrychleni a = dv/dt,
tak jak to zname z klasické mechaniky, tj. F' = mpa.

Objekt reprezentovany hmotnym bodem se pohybuje rychlosti v po dané trajekto-
rii (kiivee), ke které je tato rychlost vzdy tecna, tedy v = v, kde 7T je jednotkovy
tecny vektor k této trajektorii v daném misté.

Nejdrive si vyjadiime ¢asovou derivaci relativistické hmotnosti:

d d d d
dmlo) _ 4| _mo ) _mo_tdv_ml)_v_dv (g
yi-u) (-%)°° @ l-a
Déle na zakladé vztahu (6.108) mtuzeme psat, ze
dv dv v?
- = — 19.29
AT - a TRV (19.29)

kde R je polomeér kiivosti trajektorie v daném misté a v je odpovidajici jenotkovy
normalovy vektor (v L 7).
Vysledné vztahy (19.28) a (19.29) dosadime do vyrazu pro silu (19.27):

1 v dv dv v? m(v) dv v?
m(v) <621_Z_§dt+dt>7+m(1})Ru 1_2—;dt7—+m(v)RV (19.30)

Nyni si mizeme vyjadfit relativistickou kinetickou energii jako praci, kterou vy-
koné sila po uvazované trajektorii. Pro infinitezimélni posunuti HB po trajektorii
dr = vdt = vrdt dostavame:

d 2
dEy =F-dr=vF -7dt =v (1m_(v£_§ d—:‘l’ + m(v)%y) -rdt =
d
m(v)2 vl = M0 ~vdv . (19.31)
1—% dt (1- %)5

Potom

Ek:/F-er/ SILT—— (19.32)
¢ o (1-%)°

K vyfeseni integralu pouZijeme substituci:

2
f=1-2 = d=-Zwd,
C C

s jejiz pomoci pfevedeme integréal do tvaru:

2

2 17:72 d 1 1_%5 2
m:_wc/ .ézmgk% = . (1933)
2 N &2 Vel 1—2

Tedy pro relativistickou kinetickou energii muzeme psat:

Ej, = m(v)c® — moc? . (19.34)

T-v=0at1-7=1
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Oba ¢leny na pravé strané tohoto vztahu musi reprezentovat energii. Prvni ¢len
na pravé strané

E=E@) =m)e® = —2 (19.35)
V2
1-=
predstavuje celkovou energii télesa a druhy ¢len
Ey = E(v = 0) = myc? (19.36)
reprezentuje klidovou energii télesa.
Tedy plati, ze
E=FE,+E. (19.37)

Poznamenejme, Ze pro v < ¢ je mozné pro kinetickou energii (19.33) uplatnit
binomicky rozvoj pro druhou odmocninu s pouzitim jeho prvnich dvou ¢lent,
¢imz dostaneme:
102 1
Epy~moc® [ 14+ == | —moc® = =mgv? , 19.38
oo (1455 ) = moc? = omg (19.39)

coz predstavuje kinetickou energii zavedenou v klasické mechanice.
Rovnice (19.35) predstavuje ekvivalenci mezi hmotnosti a energii.

Nyni si vyjadiime celkovou energii (19.35) pomoci velikosti relativistické hybnosti,
pro kterou na zakladé vztahu (19.16) muZeme pséat:

p=— (19.39)

7 tohoto vztahu si mtzeme vyjadrit velikost rychlosti pomoci velikosti hybnosti:
pc
V/p? + mic? .

Pro celkovou energii (19.35) na zékladé porovnani se vztahem pro velikost hybnosti
(19.39) dostavame:

(19.40)

V=

E=—C_ -5 (19.41)

Za velikost rychlosti dosadime ze vztahu (19.40):

2
E = pp+ = (A /p2 + Tngc2 = 1/])202 + m%c‘l . (1942)

/p2 +mgc2

Tedy jsme obdrzeli dalsi uzite¢ny vztah pro celkovou energii:

E =\/p*>c 4+ mct . (19.43)

Proto ji nazyvame
celkovou energii.
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19.3 Transformacni vztahy pro silu

UvaZzujme dvojici inercialnich soustav & a &', viz obr. 18.1. Necht je v pocatku
soustavy S umistén svételny zdroj schopny vysilat signal vSemi sméry. Signal
vyslany v okamziku ¢t = 0, kdy pocatky obou soustav splyvaji, urazi za dobu ¢
vzdalenost v libovolném sméru (kulova vinoplocha):

r=vat+y?+22=ct. (19.44)

Z Einsteinova postulatu STR vyplyva, Ze i v ¢arkované soustavé S’ se §ifi izotropné
rychlosti ¢. Pro vzdalenost ' musi proto platit:

r=Na?+y?+2?=ct". (19.45)

Vztahy (19.44) a (19.45) musi byt invariantni vaéi transformaci prostorovym i
¢asovych soufadnic mezi obéma soustavami, tj.

At?—r? = - (19.46)

Dosazenim Lorentzovych transformacnich vztahu (18.26)-(18.29) se lze snadno
presveédcit, Ze tato rovnost plati. Ze vztahu (19.43) muZeme psat, Ze

E? — p*c® = mact. (19.47)

Pro soustavu &’ musime ziskat stejny vysledek, protoze m2c? je pro viechny iner-
cidlni soustavy stejny, tj.
E? —p?ct =mict. (19.48)

Takze muzeme tvrdit, Ze vztah (19.47) je relativisticky invariantni a musi platit:

o B e (19.49)

Porovname-li rovnici (19.49) s obdobnou rovnici (19.46), tak vidime, ze pro slozky
vektoru p a energii F musi platit rovnéz Lorentzova transformace jako pro slozky
vektoru r a ¢asu t. P¥ifadime-li r — p, ¥ — p/, t — E/c t' — E'/c* a analo-
gicky s obecnou Lorentzovu transformaci (18.39) a (18.40) vyjadiime Lorentzovu
transformaci pro hybnost a energii jako

/ p-v E
pP=p+v|=O-1-r5|. (19.50)
E' =vF-—-p-v). (19.51)
Uvéazime-li, ze
dp dp’ dr dFE
dt ’ a T A @ " (19.52)

a pii pouziti vztahu (18.92)

d dtd 1 d
—=——=———— 19.53
dderdt (1 —%¥)dt’ (19.53)
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potom pomoci Lorentzovy transformace hybnosti (19.50) dostaneme (je nutné si
uvédomit, ze v = konst.):

. dp., de
, v | B0 -0 -]
ey (1- ) dt v (1= %)
Fv[Ey yEn
id il _V) el (19.54)

(19.55)

19.4 Shrnuti ziskanych poznatkt ze specialni teo-
rie relativity

Specidlni teorie relativity vychazi ze dvou postulati, jejichz splnéni neni mozné
zajistit Galileiho transformaci, a proto tato transformace musi byt nahrazena
transformaci jinou, kterou nazyvame Lorentzova transformace. Pomoci této trans-
formace je mozné dospét, z pohledu klasické mechaniky, k prekvapivym zavérum.
7 vysledkii, ke kterym jsme dospéli v pfedchozich kapitolach, vyplyva, ze specialni
teorie relativity vyznamné méni naSe chapani prostoru a ¢asu. Z nalezenych vztahi
je mozné vysledovat skutecnost, Ze pfi rychlostech srovnatelnych s rychlosti svétla
je nutné vzit v tvahu, Zze prostor a ¢as nejsou nezavislé pojmy. Z téchto vztahu
jednoznaéné vyplyva, Ze pii rychlostech srovnatelnych s rychlosti svétla tedy neni
mozné chapat prostor a ¢as nezavisle na pohybu vySetfovanych objektu a vztaz-
nych soustav, takze absolutni prostor a cCas, jak je zaveden v klasické mechanice, je
jiz neobhajitelny. Specialni teorie relativity neméni jen nase pojimani prostoru a
¢asu, ale i hmoty a energie, jelikoZ existuje tésna souvislost mezi hmotnosti télesa
a jeho energii. Zavérem je nutné konstatovat, Ze speciélni teorie relativity je plné
slucitelna s teorii elektromagnetického pole.
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Kapitola 20

Elektrostatika

Vsechny déje, se kterymi se muzeme setkat, lze ispésné vysvétlit piisobenim pouze
¢tyt druhy interakei (sil). Jsou to:

1. Gravita¢ni interakce,

2. Elektromagneticka interakce,
3. Slab4 interakce,

4. Silna interakce.

Posledni dvé z uvedenych interakci nejsou predmétem kurzu Fyzika 1. Gravitacni
interakei (silou), z pohledu klasické fyziky, jsme se zabyvali v kapitole 12. Tato sila
se projevuje univerzalné mezi vSemi typy hmotnych objekt, tedy i mezi vSemi
elementarnimi casticemi. V relativistické nekvantové fyzice je gravitace popsana
Einsteinovou obecnou teorif relativity zaloZenou na predstavé zakfiveného prosto-
rocasu. Dosah gravitac¢nich sil je neomezeny. Gravitacni sila je nejslabsi znamou
silou. V mikrosvété (mikroskopickém méritku) je projev gravitaéni sily natolik
maly, Ze ji pii popisu chovani elementarnich ¢astic zpravidla zanedbavame. V
megasvete, tj. v méritkach srovnatelnych s rozméry kosmickych objekt, naopak
gravitacni sila dominuje. Dtivodem této skutecnosti je velkd hmotnost kosmickych
objekti, ktera neni kompenzovana, jelikoz neexistuje ,,zaporna hmotnost*, ktera
by byla projevem antigravitace.

V ramci této partie fyziky se budeme zabyvat elektromagnetickou interakei (silou).
Obdobné jako gravitacni sila je tato sila neomezeného dosahu, avSak na rozdil od
gravitacni sily se neuplatiuje v megasvété, protoze dochézi ke kompenzaci jejiho
silového piisobeni z divodu existence kladnych a zapornych naboji. Elektromag-
neticka sila ma nejvétsi skalu projevii, napt. zajistuje soudrznost atomi, chemické
vazby, sily tfeni, magnetické sily, kapilaritu apod.

20.1 Elektricky naboj

Elektromagneticka interakce se projevuje pouze mezi nékterymi ¢asticemi, o kte-
rych pak fikdme, Ze jsou elektricky nabité, ¢i Ze nesou elektricky naboj. Podstatu
elektrického naboje nezname, avSak pomoci experimenti mizeme zjistovat jeho
vlastnosti, které mizeme shrnout do nésledujicich Sesti bodi:



347
€VUTV PRAZE

1. Naboj neexistuje jako samostatna substance, tj. je vzdy vazan na prislusnou
Castici, ¢imz charakterizuje jeji schopnost podstoupit elektromagnetickou
interakci.

2. Rozlisujeme dva druhy naboji, kladny a zaporny néboj, pficemz naboje
stejného znameni se odpuzuji a naboje rozdilného znameni se pritahuji. Ji-
nak Fefeno, mezi danymi ¢asticemi muzeme pozorovat elektromagnetickou
sflu, kterd je v nékterych piipadech pritazliva a v jinych pfipadech odpu-
diva, coz rozlisujeme zavedenim elektrickych naboju kladného a zaporného
znameni.

3. Plati zakon zachovani naboje, elektricky naboj je nestvoritelny a neznici-
telny. P1i reakcich je celkovy naboj pred reakci roven celkovému néboji po
reakci.

4. Elektricky nédboj se neméni pii pohybu éastice (je invariantni vii¢i pohybu),
se kterou je spjat. Jinymi slovy, velikost naboje je stejna ve vSech vztaznych
soustavach.

5. Naboj je kvantovan. Existuje nejmensi mozny naboj, ktery nazyvame ele-
mentarni naboj a viechny naboje jsou jeho celistvymi nasobky!. Elementarni
néaboj budeme znacit e. Hodnota naboje protonu je +e, kdezto hodnota
néboje elektronu je —e. Elektricky naboj budeme znacit ) nebo q.

Jednotkou elektrického naboje je coulomb a zna¢ime ho C. Pfiblizna hodnota
elementarniho naboje je
e~1,602-107" C.

V teorii elektrického pole zpravidla nemluvime o ¢asticich nesoucich elektricky
naboj, ale jen o nabojich, s tim, Ze si uvédomujeme skutecnost, zZe naboj nemuze
existovat jako samostatné substance, jak jiz bylo uvedeno vyse. Vzhledem k tomu,
ze hodnota elementarniho naboje je velmi mala, tak budeme z praktickych du-
vodu ignorovat zminénou kvantizaci elektrického néboje.

Tak jako jsme v mechanice zavedli hmotny bod, tak v teorii elektromagnetického
pole zavadime bodovy néboj, coz je pro nas naboj (Castice nesouci elektricky na-
boj) konecné velikosti, ale nekoneéné malych rozmért. Nabité ¢astice ¢i télesa,
jejichz vlastni rozméry jsou zanedbatelné vzhledem ke vzdalenostem mezi vySet-
Fovanymi ¢asticemi ¢i télesy, muzeme ve fyzikalnich modelech povazovat za bodové
naboje.

20.2 Coulombiv zakon a elektrické pole
Zékladnim problémem, se kterym se musime v rédmci elektromagnetické teorie

vyporadat, je urceni velikosti sily, jakou pisobi soustava naboji qi, ¢, ..., qn
na naboj (). Néboje oznacené symbolem ¢ budeme nazyvat zdrojovymi naboji

!Kvarkovy model hadronii, coZ jsou &astice podléhajici silné interakci, pracuje s kvarky.
Kvarky jsou ¢astice, které maji tfetinové elementarni naboje. Avsak za béznych podminek nelze
hadrony rozstépit na jednotlivé kvarky, takze elementarni naboj lze opravnéné povazovat za
zékladni kvantum elektrického naboje.
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a naboj oznaceny () budeme nazyvat testovacim nédbojem. Obecné se mize po-
loha zdrojovych naboji s Casem ménit, prficemz ¢as predstavuje parametr, kterym
je mozné jejich polohu jednoznacné urcit. Muze-li se testovaci ndboj pohybovat,
potom TeSenim piislusné pohybové rovnice ziskdme i rovnici drahy, po které se
testovaci naboj pohyboval. Abychom si tlohu zjednodusili, tak pfijmeme piedpo-
klad, Ze zdrojové naboje se nepohybuji, neboli jsou statické?, pfi¢em? testovaci
naboj se pohybovat muze. Timto zjednodusenim jsme se omezili na oblast pro-
blémt, které fesi partie zvané elektrostatika.

Budou-li v pozorovaci soustavé oba naboje v pohybu, musime provést relativis-
tickou transformaci silového ptisobeni mezi naboji a dostaneme pole dynamické.
Timto se zméni elektrostatické pole zdrojového naboje na pole elektromagnetické
a sila mezi naboji na silu Lorentzovu (ke Coulombové sile pfistoupi sila magne-
tickd). Vyklad téchto jevii bude predmétem elektrodynamiky.

Coulombuv zédkon ndm poskytuje odpovéd na otézku, jakou silou ptisobi zdro-
jovy bodovy naboj ¢, ktery je staticky, na testovaci bodovy naboj @, pficemz
predpokladame, ze naboje se nachazi v bezmaterialovém prostiedi neboli vakuu.
Coulombtuv zakon lze formulovat néasledujicim zptsobem:

Coulombiv zakon

Dva bodové naboje na sebe ptisobi silou, jejiz velikost je pfimo imérna sou-
¢inu velikosti jejich naboji a nepifimo tmeérna kvadratu jejich vzdalenosti.

Matematické vyjadreni tohoto zakona ma néasledujici tvar:

_ 1 Q¢ 1 Qg
¢ 4reg 13 ey 12

, (20.1)

kde r’ = r/r je jednotkovy vektor k polohovému vektoru r, ktery uréuje polohu
testovaciho bodového néboje, €j je tzv. elektricka konstanta nebo také permitivita
vakua, kterou muzeme ¢iselné vyjadrit jako

07107
T drcd T 36w

kde ¢g je rychlosti svétla ve vakuu v soustavé SI.
Pfi matematickém vyjadieni Coulombova zakona (20.1) se predpokladalo, Ze zdro-
jovy bodovy naboj se nachéazi v poc¢atku zvolené soustavy soutadnic, viz obr. 20.1.
Coulombuv zakon nam ik, ze velikost sily, kterou na sebe dva bodové naboje
pusobi, je primo imérna soucinu jejich velikosti a neprimo timérna kvadratu vzda-
lenosti mezi nimi. Vzhledem k tomu, Ze popisujeme silové piisobeni mezi dvéma
naboji v bezmateridlovém prostiedi (vakuu) a prostor je izotropni, tak i Coulom-
bova sila (elektricka sila) je silou izotropni neboli centralni. Diky této skutecnosti
muzeme Coulombovu silu povazovat za silu konzervativni.
Nebude-li se zdrojovy bodovy naboj nachazet v poc¢atku souradnic a jeho poloha
bude uréena polohovym vektorem r/, viz obr. 20.2, potom je mozné Coulombiv
zékon vyjadrit jako

€0 ~8,85-107"% C’N'm?, (20.2)

1 Qq(r—r) 1 Qg
C

= = —_— 20.3
dreg |r—r3 dmeg R3 ™ (203)

2Skute¢ny nositel elektrického niboje neni nikdy staticky.
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Obrazek 20.1: Geometrické uspofadéani ke vztahu(20.1).

kde r je polohovy vektor testovaciho bodového naboje @, r’ je polohovy vek-
tor zdrojového bodového naboje ¢, R = r—r = (v — 2,y — ¢,z — 2) a
R=\/(z =22+ (y—y)?+(z—2)2

V pripadé, Ze R — 0, je pole popisované vztahem (20.3) singularni, tj. roste nade
vSe meze. PTi popisu jevu spojenych s interakei mezi bodovymi néboji, které se k
sobé priblizuji na velmi malé vzdalenosti, je potfeba pouZzit kvantové teorie, coz
prekracuje ramec tohoto studijniho textu. Z tohoto divodu se omezime na dosta-
tecné velké vzdalenosti mezi naboji, abychom pii popisu této silové interakce a
souvisejicich fyzikdlnich jevi vystacili jen s teorii prezentovanou v tomto studij-
nim textu.

V dalsi casti textu se budeme drzet tmluvy, Ze zdrojovym bodovym nabojim
odpovidaji ¢arkované souradnice (1’ = (2/,y/,2’)), kdezto testovacimu bodového
naboje budou odpovidat soufadnice ne¢arkované (r = (z,vy, 2)).

Porovname-li matematické vyjadieni Coulombova zakona (20.3) s matematickym

z
q R§r\ﬂ 0
Fc
r
r
O y

T
Obrazek 20.2: Geometrické usporadani ke vztahu(20.3).

vyjadienim gravitaéniho zakona (12.2), tak vidime, Ze kromé konstanty amérnosti,
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se lisf jen v tom, Ze elektrické ndboje mohou nabyvat jak kladnych, tak zépornych
hodnot, takze Coulombova sila miize byt jak silou pfitazlivou, tak silou odpudivou,
kdezto gravitacni sila je jen silou pfitazlivou. Avsak po formalni strance jsou vy-
razy (20.3) a (12.2) zaménitelné. Nahradime-li ve vztahu (20.3) zdrojovy bodovy
naboj ¢ zdrojovym hmotnym bodem m’, testovaci bodovy néboj () testovacim
hmotnym bodem m a konstantu tmérnosti 1/(4mey) zaporné vzatou gravitaéni
konstantou — s, potom dostaneme vztah shodny se vztahem (12.2). Diky této for-
méalni podobnosti vztahi (20.3) a (12.2) je mozné pii popisu elektrostatického pole
v bezmateridlovém prostiedi (vakuu), pouzit formélné stejného postupu, jakého
bylo pouzito pro pole gravitacni v kapitole 12.

Jelikoz pro Coulombuv zédkon plati princip superpozice, tj. vyslednou elektric-
kou silu ptsobici na bodovy naboj @, ktera je vysledkem elektrického ptsobeni
vice bodovych naboji (ozna¢me jejich pocet N), muzeme jednoduse urcit jako
vektorovy soucet jednotlivych elektrickych sil. Struénéji miazeme tict, ze sila pi-
sobici mezi dvéma bodovymi naboji neni ovlivnéna pfitomnosti dalsich bodovych
naboji®. Necht na testovaci bodovy naboj @ puisobi elektrickou silou soustava
zdrojovych bodovych naboju ¢1,qs ..., gy, potom vyslednou elektrickou silu mii-
Zeme vyjadiit jako (viz obrazek 20.3)

. 1 . Q(X(r -, a) 1 = 4o
Feo = ;FC’@ = 47T€0Q 2= = 47T€0Q 2 R_gR“ ; (20.4)

kde r/, je polohovy vektor a-tého zdrojového bodového naboje a r je polohovy
vektor testovaciho bodového naboje Q.
Uvazujme objem V' obsahujici celkovy elektricky naboj ¢, ve kterém je tento

Obrazek 20.3: Geometrické usporadani ke vztahu(20.4).

naboj rozlozen spojité. Uvazovany objem rozdélime na dostatecné malé objemy
AV!, jejichz naboj ozna¢ime Ag,, viz obrazek 20.4.

V infinitezimalnim piipadé (objem se stahuje v bod), t;.

3Je-li mezi uvaZovanymi naboji latka, a ne vakuum, pak obecné princip superpozice pro
Coulombiiv zédkon neplati.
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v . q
Aqa
AV
Q N
i I\
2 Q
&
T <
(@ y

xr

Obrazek 20.4: Geometrické usporfadani ke vztahu(20.6).

dV' = do'dy'dz’ = AV -0, (20.5)

miuzeme pohlizet na vybrany element objemu jako na bodovy naboj, takze na
zékladé analogie s pripadem pro soustavu zdrojovych bodovych naboji (20.4)
miZeme psat:

N
1 ) Agy(r—1r.)
Fo = | —_— % 20.6
© = Tey 0 i, 2 T (206)
Jelikoz plati, ze
Aqq
pr) = ! (20.7)

lim ——
AV S0 AV
kde je p je objemova hustota ndboje v misté o polohovém vektoru r’/; potom je

mozné upravit vyraz (20.6), s uvazenim vztaht (20.5) a (20.7), do nasledujictho
tvaru:

1 Y Ag, (r—r.)

I’ —
Ii A S— T dV’
47?50Q AN‘gEO = AV r— IJa‘3 i 47750@///

(20.8)
kde p(r’) predstavuje funkci objemové hustoty, pomoci které mizeme urcit celkovy
naboj obsazeny v objemu V', jako

g /// o)AV (20.9)

Vzhledem k tomu, Ze vysledny vztah (20.8) je velmi dilezity, napiSeme ho jesté

jednou, ale bez meziclenu:
/// — 14’3 dV’ (20.10)

Vyraz (20.10) nam vyjadiuje vyslednou elektrickou silu ptsobici na testovaci bo-
dovy néboj, jez je dana souctem vsech elektrickych sil od zdrojovych elementi

Feo =
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naboje dg = p(r')dV".
Je nutné si uvédomit, Ze integrace ve vyrazu (20.10) probih4 jen pres ¢arkované
soufradnice z’, i/, 2.
Jelikoz plati, ze dg = p(r')dV”, je mozné integral (20.10) piepsat do nasledujiciho

tvaru: ) ( 1’)
1"_
= dg . 20.11
47T€0Q/q|1‘—1"|3 9 ( )

Vztahy (20.10) a (20.11) vyjadiuji Coulombiv zékon pro spojité rozlozeny elek-
tricky naboj, ktery je zdrojem elektrického pole. Vztah (20.11) plati obecné, tj.
muzeme ho pouzit i pro piipady dvojrozmérné a jednorozmérné distribuce zdro-
jového naboje. Vztah (20.11) se dobfe hodi pro nejraznégjsi fyzikalni avahy, avsak
pro vypocty se zpravidla nehodi, na rozdil od vztahu (20.10).

V piipadé dvojrozmérné (plogné) distribuce elektrického zdrojového néboje plati,
ze dg = o(r')dS’, ¢imz muzeme upravit vztah (20.11) do néasledujiciho tvaru:

d ! 20.12
C 471'80 // I'/|3 S ( 0 )

kde o(1’) je plosna hustota zdrojového naboje.
Analogicky pro jednorozmérnou (linearni) distribuci zdrojového elektrického néa-
boje, dg = 7(r')dl’, apravou vztahu (20.11) dostavame:

Fo— Q/T(Ij)(r_lj)dl’, (20.13)

dreg r—r|?

kde 7(r’) je linearni hustota zdrojového néboje.
Jelikoz elektricka sila je silou konzervativni, tak pro ni plati, ze

Fo=—-VW,, (20.14)

kde W, je potencialni energie testovactho bodového naboje.

20.3 Intenzita elektrického pole a elektricky po-
tencial

7 Coulombova zakona vyplyva, Ze na sebe budou silové plisobit bodové néboje,
i kdyz budou od sebe velmi vzdalené. Pro popis silového piisobeni na dalku, po-
dobné jako v pripadé gravitacnich sil, viz kap. 12, si zavedeme fyzikdlni pole,
které nazveme elektromagnetické pole. V pozorovaci soustavé, v niz jsou zdro-
jové néboje v klidu, oznacujeme toto pole jako elektrostatické ¢i elektrické. V
okoli kazdého elektrického naboje existuje tedy pole, o némz se muiuzeme jedno-
duse presvédcit tim, ze do uvazovaného mista umistime jiny, tj. testovaci naboj.
Na testovaci naboj bude pusobit elektrickd sila a tedy v misté testovaciho néa-
boje existuje elektrické pole. Pomoci elektrického pole vytvoreného elektrickymi
naboji zajistime, Ze bodovy naboj ,pociti“ silové ptisobeni diky lokdlnimu vlivu,
¢imz zbavime silové piisobeni na dalku nalepky néceho zvlastniho ¢i tajemného.
Elektrické pole lze popsat bud silové nebo energeticky. Silovy popis vede k veli¢iné
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intenzita elektrického pole a energeticky popis vede k veli¢iné potencial elektric-
kého pole.

Predpokladejme soustavu bodovych zdrojovych nabojui, které vytvari elektrické
pole. Do bodu o polohovém vektoru r, pak umistime kladny bodovy testovaci na-
boj @ a zmérime silu, kterda na né&j bude piisobit. Elektrickou intenzitu pole pak
definujeme jako silu pusobici na kladny jednotkovy naboj. Protoze testovaci na-
boj sam vytvari elektrické pole, a tedy narusuje pivodni elektrické pole, musi byt
velikost testovaciho nédboje co nejmensi, abychom minimalizovali toto naruseni.
7 tohoto duvodu popiSeme tento proces limitnim piipadem, ¢imZ pro intenzitu
elektrického pole dostavame:

. celkova sila ptisobici na test. bodovy naboj ) v bodé r
E(r) = Cl)ln%] 0
_)

(20.15)

Timto jsme zavedli veli¢inu intenzita elektrického pole E(r), s jejiz pomoci zavé-
dime vektorové pole, které nazyvame elektrické pole.

Vlozime-li testovaci bodovy naboj @) do elektrického pole v misté o polohovém
vektoru r, tak na néj bude pusobit nasledujici elektricka sila

Fo(r) = E(r)Q . (20.16)
Odtud miizeme psat:
Fo
E=—. 20.17
0 (20.17)

Podélenim vztahu (20.14) velikosti testovaciho bodového naboje dostaneme s po-
moci vztahu (20.17) nésledujici vyraz pro intenzitu elektrického pole

E=-Vop, (20.18)

kde W
—_P 20.19
°=7 ( )

je potenciél elektrického pole. Plochu, jejiz vSechny body maji stejny elektricky
potencial:
o(r) = konst. , (20.20)

nazyvame ekvipotencidlni plochou.
Pro intenzitu elektrického pole pak na zékladé vztahu (20.10) dostavame:

_Fe_ L fl=0), 1 [R, (20.21)

E = = —dgq .
(x) Q  4meg J, r—13 4reg J, R3 1

Elektrické pole E = E(r) si mizeme nazorné zobrazit pomoci vektorovych car
(viz kapitola 3), které se pro piipad tohoto pole nazyvaji silo¢ary. Podle piijaté
konvence silo¢ary z kladného naboje vystupuji a do zéporného naboje vstupuji, viz
obr. 20.5. Protoze plati zakon zachovani naboje a velikost ndboje se neméni ani za
pohybu, miizeme postulovat, Zze celkovy pocet siloc¢ar vychézejicich z elektrického
naboje se zachovava a neméni se ani pii pohybu naboje. Pro pohybujici se naboje
nebude ovSem uz platit Coulombtv zédkon a silo¢ary se budou v prostoru ruzné
zhustovat a zakiivovat, ale zddné se nemuze ztratit ani zaniknout. MuZeme fici,
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(a) (b) ()

Obrézek 20.5: Znazornéni elektrického pole pomoci silocar.

ze silocary jsou jakési ,vlasy“ elektrického néboje, které principialné nemohou
vypadéavat.
Totalni diferencial (pfirastek) potencialu mizeme pomoci vztahu (20.18) zapsat
jako

dp=(Vyp)-dr=—-E-dr. (20.22)

Uvazujme ekvipotencialni plochu ¢(r) = konst.. Na této plose si ozna¢ime bod 1,
kterému prislusi polohovy vektor r. Pfesuneme se z tohoto bodu o element polo-
hového vektoru dr do blizkého bodu 2, ktery se nachazi rovnéz na ekvipotenciale®.
Bodu 2 pak bude prisluset polohovy vektor r+dr. Pfi pfesunu z bodu 1 do bodu 2
se hodnota potencidlu nezménila, protoze oba body se nachazi na ekvipotenciale,
tedy do = 0. V tomto piipadé, s ohledem na vztah (20.22), bude tedy platit

0=-E-dr. (20.23)

Z tohoto vztahu plyne®, ze E L dr. Protoze intenzita elektrického pole je teéna v
daném misté k silocare, bude i silo¢ara kolmé k elementu dr. Vzhledem k tomu, ze
se element polohového vektoru dr nachazi na ekvipotencidlni plose, tak miizeme
konstatovat, ze siloCary jsou vzidy kolmé na ekvipotencialy, viz obr. 20.6.
Nyni vyuzijeme nasledujici rovnosti:

1 N -1
v(—|r_ﬂ+0) el (20.24)

kde C" = C'(r’) je obecné libovolnou funkei ¢arkovanych soutadnic, avSak pro
gradient pfes necarkované soutadnice zustava konstantou. Dosazenim do vztahu
(20.21) dostaneme:

1 1 ,
E(r) = T /q—v <‘P_ 7t C) dg . (20.25)

Protoze gradient funkce (1/|r—r’|+C") je realizovan pfes necarkované soutadnice,
mizeme operator V vytknout pred integral (20.25), ktery predstavuje integraci

4Pfedpokladame, Ze vektor dr rovnéz lezi na ekvipotenciale.
5Skalarn{ sou¢in dvou nenulovych vektort je nulovy, kdyz jsou tyto vektory na sebe kolmé.
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Obrazek 20.6: Silocara kolmé na ekvipotencialni plochu.

jen pres soufadnice ¢arkované, takze

1 dg
E(r)=-V <47r50 7] + C> , (20.26)

kde C' je konstanta urcena vztahem:
C= /C'(r’)dq’ : (20.27)
q

Diky piedpokladu, ze funkce C’(r’) je libovolnou funkci, predstavuje konstanta C
libovolnou konstantu.

Porovnanim vztaha (20.26) a (20.18) dospé&jeme ke vztahu pro potencial elektric-
kého pole pro pfipad, kdy je jeho zdrojem téleso se spojité rozlozenym nabojem:

1 dq 1 dg
= C=—[|—=+C. 20.28
#(r) 4reg J, v — 1| * 4reg /q R * ( )

Ze vztahu (20.28) je vidét, ze potencial elektrického pole je urcen az na aditivni
konstantu C, kterou urc¢ime z elektrického potenciélu v referenénim bodé.
Predpokladejme, Ze zdrojem elektrického pole je lokalné distribuovany elek-
tricky naboj. Chceme-li urcit elektricky potenciél ve velmi vzdéleném bodé, tj.
|r| > |r/| neboli r > ', potom je mozné zjednodusit vztah (20.28) nasledujicim
zptusobem

1 dg 1 dg 1 1/ q
= Cr— | =+C= - [dg+C = -+C.
#(r) 4reg J, v — 1| * 4meg J, |r] * dregr J, e ey *
(20.29)

Posledni vyraz v rovnostech (20.29) predstavuje potencial od zdrojového bodového
naboje o velikosti ¢, ktery je umistén do poc¢atku souradnic. Pouzita aproximace ve
vztazich (20.29) demonstruje opravnénost zavedeni bodového nédboje nahrazujici
nabité téleso kone¢nych rozméri. Budeme-li pozadovat, aby platilo, ze

p(c0) = lim { ! /q|r(iqf| +C} ~0, (20.30)
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potom na zakladé vysledku aproximace (20.29) budou platit pro uréeni konstanty
C nasledujici upravy:

1 dg
dmeg J, v — 1|

p(00) = lim

r—00

+C}zlim ! 9 | mo-=

r—00 471'50 q |1‘ — I‘/l r—00

lim — 240 =C=0. (20.31)
r—r00 47T€0 r

=0

Pfipomenme, Ze k tomuto vysledku jsme dospéli za predpokladu, Ze elektricky
naboj nenf neomezené distribuovan®. Kdyby tomu tak nebylo, byli bychom nuceni
zvolit nulovy potencial v n€jakém konecné vzdaleném bodé.

Pomoci tohoto vysledku je tedy mozné napsat elektricky potencial (20.28) jako

1 dg 1 dg
_ _ ' 20.32
o) = =] 4mg /q R (20:32)

Pomoci vztahu (20.32) muzeme dostat obecny vyraz pro potencialni energii elek-
trického pole:

Wy(r) = Qp(r

1 dg
— . 20.33
47r50Q/ |r — | 47?5()@ R ( )

q

Vyuzitim vztahta dg = p(r')dV’, dg = o(r')dS" a dg = 7(r/)dl’ a vyraza (20.32)
a (20.33), je mozné piepsat vztahy pro elektricky potenciél a elektrickou potenci-
alni energii do tvari pro objemové, plosné a linearné (jednorozmérné) rozlozeny
elektricky néboj, ktery je zdrojem prislusného elektrického pole.

Tedy pro objemové rozlozeny naboj dostavame:

) = 47350 /// |rp<_ﬂ3J| = dre /// dv/ (20.34)
W,(r) = 47:5062 /J/ | - (_’?J| 47%@ /// ) gy (20.35)

pro plosné rozlozeny naboj analogicky dospéjeme ke vztahim:

p(r) = 47350 // |:<_IJI)J|dS/: 47350 // U(];)ds’, (20.36)

1 o(r') 1 o(r)
W,(r) = ds’ = ds’ 20.37
(1) 4%5062// Ir—r| 4%5062// R ( )

5 5
a pro jednorozmérné rozlozeny néaboj miuzeme psat, ze

1 7(r) 1 7(r)
= dl' = dl’ 20.38
o) dmey Jy |r—r| dreg % R ’ ( )

6V piipadé prostorové neomezené distribuce elektrického naboje by tento integral divergoval.
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1 ) o1 ()
Wp(r) == 47]'50 ; |1‘— IJ’dl == 47‘(’50Q ; le . (2039)
Podobnym zptsobem, jako v piipadé spojité rozlozeného néboje, ktery je zdrojem
elektrického pole, mizeme postupovat i pro nespojité rozlozeny naboj. Zamérime
se pouze na piipad, ktery je reprezentovan vztahem (20.2). TakZe pro intenzitu
elektrického pole, kterd odpovida jednomu zdrojovému bodovému naboji dosta-
vame:

_Fe_ 1 glr—1), 1 gr—r) 1 ¢

= EA— L = —R. 20.40
Q  Awey [r—r)? dmeg |r— 13 dweg R3 ( )
Pouzijeme-li vztahu (20.24) v rovnosti (20.40) dostaneme:
Br)—-v(———1 ¢ (20.41)
r)=— —_— :
dreg v — 1| ’

pricemz integracni konstanta C' = 0 s ohledem na zvoleny nulovy potenciél pro
r — 00, viz vztah (20.31). Porovnanim vztahu (20.41) se vztahem (20.18) dosta-
neme vyraz pro elektricky potencial bodového naboje:

e 1 g
Cdmeg|r—r|  4meg R

(r) (20.42)

Pro potenciélni energii testovaciho bodové naboje v elektrickém poli zdrojového
bodového naboje dostavame:

W) = Qo) = 94 __ 1 Qa

= = 20.43
Adreg|lr—r|  4dmey R ( )

Bude-li umistén zdrojovy bodovy naboj v pocatku vztazné soustavy (r' = 0), pak
prejdou vztahy (20.40), (20.42) a (20.43) do nasledujiciho tvaru:

FC 1 q
Er)=—=—— 20.44
(1) Q  A4meg e (20.44)

1 q

— 2 20.45
o= 1. (20.45)

1 Qq
LLP<I'> = 471‘507 . (2046)

20.4 Gausstv zakon a Poissonova rovnice pro elek-
trické pole

Diky skute¢nosti, ze Newtontv gravitac¢ni zakon je, az na konstantu, izomorfni s
Coulombovym zakonem, tak budeme postupovat pii hledani Gaussova zakona a
Possonovy rovnice pro elektrické pole analogicky jako v pripadé gravita¢niho pole.
Formalné lze pfi odvozeni Gaussova zékona a Poissonovy rovnice pouzit zamény,
veli¢in mezi gravitaénim a elektrickym polem, viz tab. 20.1.
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gravitacni pole

elektrické (elektrostatické) pole

hmotny bod

bodovy naboj

celkovid hmotnost

celkovy naboj

m Q

m’ q

- 1/(4meo)

F, Fo

K E
hustota hustota néboje

Tabulka 20.1: Zamény pro formalni pouziti vztaht a nékterych formulaci z kapitoly

12.

Gausstv zakon pro elektrické pole

Uvazujme jeden kladny’ zdrojovy naboj ¢, ktery se nemusi nachazet v poéatku
soufadnicové soustavy. Jiz vime, ze ekvipotencialni plochou je v tomto pripadé
kulova plocha S; o poloméru R, v jejimz stfedu se zdrojovy naboj nachazi, viz
obr. 20.7. Dale vime, ze elektrické silové ¢ary jsou kolmé k této ploSe, a tedy i

intenzita elektrického pole E.

Orientovany element plochy dS je vzdy orientovan smérem ven z uzaviené

Obrazek 20.7: Tok intenzity elektrického pole kulovou plochou Sj.

plochy a plati pro néj: dS = dSn, kde dS je velikost elementu plochy a n je vnéjsi

"MiuZeme zvolit i zdrojovy naboj zdporny a dospé&jeme ke stejnému zavéru.
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jednotkovy normalovy vektor k uzaviené plose (v nasem piipadé kulova plocha).
Elektrické intenzita v bodé na povrchu kulové plochy Sy na zakladé vztahu (20.3)
a (20.17) je:

1 glr—r) 1 4 po
dmeg |r— 3 dmweg R2

Vektor intenzity elektrického pole E = EE® a vektor elementu plochy dS jsou
shodné orientovany a plati, ze E° 1T R?, tak musi platit, ze R® 1] n.

Tok elektrické intenzity E(r) kulovou plochou Sy o poloméru R (ktery povazuje za
dany, tj. konstantni) muzeme na zakladé vztahu pro tok vektorové veli¢iny (3.12)
vyjadrit jako

E(r) =

(20.47)

1
o, = (DE(r)-dS= — 4 Ro.q R".dS =
# (1) s, ) R2 47r50 R? #
Sk
R’ ndS = dsS =—. (20.48
47'('6() R2 ﬁ 4’7T€0 R2 5() ( )
N
=4 R?

Zvolime-li misto kulové plochy obecnou uzavienou plochu S kolem zdrojového
naboje (viz obr. 20.8), musi z ni vychézet stejny pocet elektrickych silo¢ar jako z
kulové plochy Sy (kazda elektricka silo¢éra, ktera protne kulovou plochu Sy, protne
i obklopujici uzavienou plochu S obecného tvaru). Tedy tok elektrické intenzity
obecnou uzavienou plochou je na zakladé vysledku (20.48) dan néasledujicim vzta-
hem:

Obrazek 20.8: Tok intenzity elektrického pole obecnou uzavienou plochou S.

o, = (JE(r)-dS= L . (20.49)
fro-es=3

Tento zavér bude platit i v pfipadé, kdy elektrické silo¢ary nebudou v prostoru
rozlozeny izotropné a dokonce i budou-li zakfiveny. Stejnou uvahu lze pouzit i
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pro piipad, kdy nebude plocha konvexni (elektricka silo¢éra protne plochu vicena-
sobné), a nebo kdyZ zdrojovy naboj bude lezet vné uzaviené plochy S. Nachazi-li
se zdrojovy naboj vné uzaviené plochy, pak nékteré elektrické silocary protinaji
uzavienou plochu, pficemz pocet prichodt uzavienou plochou je vzdy sudé éislo.
V poloviné piipadt elektrické silo¢ary vzdy o stejném poctu (tedy stejné velky
tok) vstupuji do uzaviené plochy (protinaji uzavienou plochu smérem dovniti) a
v druhé poloviné piipadi z uzaviené plochy vystupuji (protinaji uzavienou plochu
smérem ven), viz obr. 20.9. Vzhledem k tomu, Ze se toky vstupujici a vystupujici z
uzaviené plochy lisi znaménkem (ne velikosti), bude jejich vysledny soucet nulovy.
Odtud plyne ziejmy zavér: bude-li lezet zdrojovy naboj vné uzaviené plochy, pak
tok intenzity elektrického pole touto plochou bude nulovy.

Uvazujme soustavu N zdrojovych nédboji. Potom na zakladé principu superpo-

Obrazek 20.9: Tok intenzity elektrického pole obecnou uzavienou plochou S, kdy
zdrojovy HB se nachazi vné této plochy.

zice bude intenzita elektrického pole této soustavy déna néasledujicim vztahem
(viz vztah (20.4)):

Er) =Y E ()= L S &) 1 =

= R, . 20.50
Ameg = [r—r[? Areg ( )

a=1

Tok intenzity elektrického pole obecnou uzavienou plochou S, ktera uzavira sou-
stavu N zdrojovych naboji o celkové hodnoté ¢ = ¢1 + q2 + - - - + qw, je dana
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nasledujicim vztahem:

B, — ﬂE(r)-dS: ﬂ(ﬁ:wn) LdS =
S ﬂEl(r)S- dS+#E2(r)-dS---+#EN(r)-dS:

S S S

N J/

~~ ~~

q1/€0 q2/¢€0 an /€0

(@1 + g+ +an)/eo= g . (20.51)
~~ 0

q

Tento vysledek uvedeme jesté jednou:
ﬁE(r) as=2L . (20.52)
0
s

Vztah (20.52) piedstavuje Gausstuv zakon pro elektrické pole v integralnim tvaru a
vyjadiuje nam, ¢emu se rovné tok intenzity elektrického pole obecnou uzavienou
plochou uzavirajici celkovy naboj g, ktery je zdrojem elektrického pole.

Gaussuv zékon v integralnim tvaru plati i pro pripad, kdy naboj ¢ jako zdroj
elektrického pole uvniti uzaviené plochy S je rozlozena spojité a plati pro néj:

q= /dq ) (20.53)

Necht dg = p(r')dV’ (uvazujeme, Ze naboj je rozloZena spojité v objemu V7)),

e = / / / o)AV (20.54)

Ozna¢me objem, ktery uzavira plocha S jako V', pficemz plati, ze V' > V. Vzhle-
dem k tomu, Ze objemova hustota naboje p(r') = 0 v mistech, kde se zdrojovy
naboj v uzaviené ploSe nenachéazi, tak lze vztah pro celkovy uzavieny zdrojovy

naboj (20.54) napsat jako
q= /// p(r)dV . (20.55)
1%

Za zdrojovy naboj g uzavienou plochou S muzeme do vztahu (20.52) dosadit ze

vztahu (20.55):
# E(r) - dS — glo / / / p(r)dV . (20.56)

S

Abychom mohli tuto rovnici déale upravit, tak pouzijeme Gaussovu vétu (12.56).
Pomoci Gaussovy véty si vyjadiime plosny integrél pres uzavienou plochu S jako

objemovy integral:
1
// V - E(r)dV = = /// p(r)dV . (20.57)
0
% %
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Pravou stranu prevedeme na levou stranu:

/// (V . E(r) — %?) v =0. (20.58)

Protoze objem V', pres ktery se integruje, je chapan jako obecny, pak aby platila
tato rovnice je nutné, aby byl integrand tohoto integralu roven nule, tj.

v E(r) - @ —0. (20.59)
Odtud
V. E(r) = @ . (20.60)

Rovnice (parcialni diferencialni rovnice) (20.60) pfedstavuje Gausstv zakon pro
elektrické pole v diferencialnim tvaru.

Gaussuv zakon jsme odvozovali pro elektrostatické pole, ale vzhledem ke skutec-
nosti, ze celkovy pocet silo¢ar se neméni ani v pripadé, Ze jsou nédboje v pohybu,
miuzeme timto predpokladat, ze Gaussiiv zakon plati zcela obecné i pro pohybujici
se nadboje a ¢asové proménna elektricka pole.

V pripadé statickych ndboju z Gaussova zakona plyne zakon Coulombuv.
Uvazujme kladny bodovy naboj ¢ umistény ve stfedu koule o poloméru R, viz
obr. 20.7. V nami uvazovaném piipadé budou vektor intenzity E a vektor vnéjsi
normaly k uvazované kulové plose n souhlasné kolinearni ve vSech mistech kulové
plochy. Proto z Gaussova zdkona v integralnim tvaru (20.52) plyne:

ﬂE-dS-ﬂE-ndS-E#dS-?. (20.61)
Sk Sk 0

Sk
——
=47 R?

Odtud dostavame )
_laq
 4me R?

Vzhledem k tomu, Ze vektor intenzity E a vektor R° je v tomto pfipadé stejné

orientovan jako vektor vnéjsi normaly ke kulové ploSe n, je mozné psat:

(20.62)

1 ¢ 1qRo 1 ¢

g, bt dpo_ b 9p 20.
4dre Rzn 4dre R? dre R3 (20.63)

Vztah pro intenzitu elektrického pole (20.63) nam vlastné vyjadiuje silu pusobici
na kladny jednotkovy naboj, dospéli jsme timto ke Coulombovu zakonu.

Poissonova rovnice pro elektrické pole

Dosadime-li do Gaussova zakona pro elektrické pole v diferencialnim tvaru za
elektrickou intenzitu ze vztahu (20.18), tak dostavame:

V- (~=Vy) = plr) (20.64)

€0
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Rovnici (20.64) upravime do tvaru:

Vip = o) (20.65)
€o

Tato rovnice se nazyva Poissonova rovnice pro elektrické pole.
Resenfm Poissonovy rovnice pro elektrické pole (nehomogenni parcialni diferen-
cialni rovnice) pii zadanych okrajovych podminkéach a znalosti funkce objemové
hustoty naboje p = p(r) dostavame elektricky potencial ¢ pro danou oblast. Zpra-
vidla musime Poissonovu rovnici pro elektrické pole fesit numericky, coz byva casto
jednodussi nez fesit numericky integral (20.34), ktery formalné predstavuje feSeni
této rovnice.

Pozn: V té ¢asti prostoru (oblasti), kde je objemova hustota naboje p(r) rovna
nule, pfechazi Poissonova rovnice pro elektrické pole v tzv. Laplaceovu rovnici
pro elektrické pole (homogenni parcialni diferencialni rovnice): VZp = 0, ktera je
jejim specialnim piipadem.

20.5 Elektrické pole nabité primky a roviny

Uvazujme kladny elektricky ndboj rovnomérné rozlozeny podél nekoneéné piimky,
tj. 7 = konst. Budeme déale uvazovat bod P ve vzdalenosti r od uvazované primky.
Vezmeme-li v tivahu prispévky nédbojovych elementi dg = 7dl lezicich ve stejné
vzdélenosti [ na obé strany od paty kolmice spusténé z bodu P na nabitou p¥imku,
pak jejich vektorovy soucet bude ziejmé kolmy k primce a bude mifit v nasem
pripadé od primky (uvazujeme kladny néaboj), viz obr. 20.10. Tedy ze symetrie
tlohy vyplyva, ze silocary elektrického pole (tedy i elektricka intenzita) jsou kolmé
k uvazované nabité pfimce. Intenzitu elektrického pole nekone¢né rovnomérné na-
bité piimky lze snadno spocitat pomoci Gaussova zakona (20.52), kdy obklopime
¢ast uvazované piimky plochou valce o poloméru r a vysce [, pficemz osa valce
lezi na nabité primce, viz obr. 20.11.

7 obrazku je patrné, ze tok intenzity podstavami vélce je nulovy, takze tok in-
tenzity probiha pouze jeho plasté o plose Sp = 27rl. Protoze linedrni hustota
nabité primky je konstantni, tak elektrické pole bude homogenni. Tedy elektricka
intenzita je na povrchu plasté co do velikosti v8ude stejna a je ve vSech mistech
k tomuto povrchu kolma, tj. E-n = F, kde n je jednotkovy norméalovy vektor k
povrchu plasté. Naboj uzavieny plochou uvazovaného valce je ¢ = 7l. Proto na
zakladé Gaussova zakona v integralnim tvaru muzeme psat:

a_ T #E-dS:/ E-dS:/ E-ndS:E/ dS = 27rlE . (20.66)
€0 €0 Sp S, Sp
——

valec
=2mrl

Odtud pro velikost intenzity mtuzeme psat, ze

l
momlE = E=—"_|
€0 2mepr

(20.67)

Pribeéh velikosti intenzity na vzdélenosti od nabité pfimky je zachycen na obr.
(20.12). Plocha valce uzavira naboj ¢ = ASo. Pti vypoctu elektrického poten-
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—dE

di1]

7 = konst.

Obrazek 20.10: Kolmy smér vektoru intenzity elektrického pole k nabité primce.
Sp = 2mrl

l 7 = konst.

Obrazek 20.11: Tok elektrické intenzity plastém souosého vélce.

E

Obrazek 20.12: Priubéh velikosti intenzity v zavislosti na vzdalenosti od nabité
primky.

cidlu vyjdeme ze vztahu (20.22), pfi¢emz je nutné si uvédomit, 7e vektor E je
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rovnobé&zny s vektorem dr (viz obr. 20.10):
dp = —E-dr = —Edr . (20.68)

Protoze se jedna o neomezenou distribuci elektrického néboje tak, jak jiz bylo
uvedeno v kap. 20.3, nelze v takovém pfipadé volit nulovy potenciél v nekone¢nu,
takze si ho zvolime nulovy ve vzdalenosti a od nabité pfimky. Potom integraci
vztahu (20.68), kam dosadime za elektrickou intenzitu ze vztahu (20.67), dosté-
vame:

T T T d
cp:—/Edr:—/ T dr==——_ Sl nr] = T m?.
a o 2TEQT 2meg J, T 2meq @ 2mey T
(20.69)

Jelikoz In1 = 0, tak skutec¢né ve vzdélenosti » = a nabyva elektricky potencial
nulové hodnoty.

Priibéh elektrického potencialu na vzdalenosti od nabité primky je na zobrazen
na obr. (20.13). Nyni uvazujme elektricky naboj, ktery je rozlozen na nekonecné

©

Obrazek 20.13: Prubéh elektrického potencialu v zavislosti na vzdalenosti od na-
bité primky.

roviné s konstantni plosnou hustotou . Budeme hledat intenzitu v bodé P vzdale-
ném r od uvazované roviny. Kdybychom rozdélili tuto rovinu na dvojice rovnobéz-
nych infinitezimélné tenkych primych prouzku symetricky umisténych vzhledem
k paté kolmice spusténé z bodu P na rovinu, lze tyto prouzky povazovat za nabité
piimky a sc¢itat jejich prispévky. Ze symetrie tlohy je zfejmé, Ze vektor intenzity
(silo¢ary) bude mitit kolmo od kladné nabité nekone¢éné roviny.

Zvolime-li si za Gaussovu plochu S povrch vélce s osou kolmou k roviné a s pod-
stavami libovolného tvaru o plose AS tak, aby lezely ve vzdélenosti r na obé
strany od kladné nabité roviny, viz obr. 20.14. Z obrazku je vidét, Ze tok intenzity
elektrického pole se uskute¢nuje pouze podstavami vélce a tedy tok této inten-
zity plastém valce je nulovy. Plocha valce uzavird naboj ¢ = ASo. Ze vztahu
vyjadiujici Gausstuv zékon v integralnim tvaru (20.52) dostaneme:

ﬂE.dszz//E-dSZQEAszizaAS. (20.70)
AS

€o €o




AR cpcna 366

o = konst.

Obrazek 20.14: Gaussova plocha ve tvaru valce valce.

Odtud tedy dostavame:

E=-2 = konst. (20.71)
250

Vysledny vztah vyjadiuje skutec¢nost, ze elektrické pole nabité nekonecné roviny
je konstantni v poloprostoru vymezeném touto rovinou.

Pfijmeme umluvu, Ze elektrické pole vpravo od svislé kladné nabité roviny bu-
deme brat jako kladné, vlevo pak jako zaporné (je to proto, ze vektor elektrické
intenzity ma ,,za rovinou“ opa¢ny smér nez ,pred rovinou*). S ohledem na tuto
umluvu je na obrazku 20.15 zachycen pribéh intenzity elektrického pole na obou
stranach nabité roviny.

Pozn.: Intenzita elektrického pole je spojita s vyjimkou bodu, kdy prochéazi na-

E

N
m
(=

Obréazek 20.15: Pribéh intenzity elektrického pole na obou stranach kladné nabité
roviny.

bitou plochou.

P1i vypoctu elektrického potencialu postupujeme podobné, jako jsme postupovali
pri jeho vypoctu u nabité primky s tim rozdilem, zZe nulovou hodnotu elektrického
potencialu volime v misté nabité roviny (r = 0), tedy

r "o o [T o
Sp /0\ " 0 250 " 250 0 " 2€OT ( )

Pokud budeme r chapat jako vzdalenost od roviny, pak ziskany vztah plati pro
vSechna mista. Pokud ale chceme r chapat jako soutfadnici, je tfeba do ziskaného
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vztahu doplnit absolutni hodnotu:

o
=——]r|. 20.73
¢ =5 (20.73)

Na obr. (20.16) je zachycen priibéh potencidlu homogenné nabité roviny v zéavis-
losti na souradnici r.

Obréazek 20.16: Prubéh elektrického potencialu homogenné nabité roviny v zavis-
losti na soufadnici r.

20.6 Elektrické pole dvou opacné nabitych rovin

Uvazujme dvé nekone¢né nabité roviny, které jsou rovnomérné nabité opacnymi
néboji o stejné velké konstantni plosné hustoté, tj. +0. Budeme vySetiovat elek-
trické pole ve tiech oblastech vymezenych uvazovanymi nabitymi rovinami. Tyto
oblasti oznac¢ime (I), (II), (III), viz obr. 20.17.

Vyuzijeme-li zavéra z predchozi kapitoly, tak mtuzeme zakreslit vektory elektrické

(I) e (1IT) o— (I11)

Obrézek 20.17: Uvazované oblasti vymezené nabitymi rovinami.

intenzity poli buzenych kladné a zaporné nabitou rovinou zptsobem, ktery je
zachycen na obr. 20.18. Na tomto obrazku jsou znazornény vektory intenzit elek-
trickych poli od jednotlivych rovin, které jsou podle vztahu (20.71) stejné velkeé.
Provedeme-li na zékladé principu superpozice jejich soucet, tak zjistime, ze jak
v oblasti (I), tak v oblasti (III) je vysledné elektrické pole nulové. V oblasti (II)
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mezi uvazovanymi opac¢né nabitymi rovinami sméruje elektrické pole kolmo od
kladné nabité roviny k zaporné nabité roviné. Vysledna elektrickd intenzita je
rovna souctu intenzit od obou rovin, které jsou mezi rovinami stejné orientované,
tedy

(I) (I1) (I1I)
E. E, E.

- .
- v

E:E++E_:O E:2E+:lfl E:Ef—}—E_:

Y
Y
A

Obréazek 20.18: Elektrické pole od jednotlivych rovin spolu s vyslednym elektric-
kym polem.

E=—n+—n="n, (20.74)

kde n je jednotkovy normaéalovy vektor ke kladné nabité plose zachyceny na obr.
20.18.

Tedy miizeme konstatovat, Ze vysledné elektrické pole dvou nekonec¢nych opacné
a rovnomérné nabitych rovin je mezi témito rovinami homogenni a riizné od nuly,
kdezto vné téchto rovin je vysledné elektrické pole nulové.

20.7 Elektrické pole uvnitf¥ a vné homogenni na-
bité duté koule

Uvazujme dutou kladné® nabitou kouli, jejiz stied lezi v poc¢atku souifadnicového
systému, o objemové hustoté p = konst. s vnéj§im polomérem R a vnitfnim
polomérem 0 < R; < R. Kolem této duté koule uvazujme kulovou plochu Sy,
ktera ma stfed shodny se stfedem duté koule a ma polomér r, viz obr. 20.19. Na
kulové plose bude mit intenzita elektrického pole E(r) stejnou velikost ve vSech
smérech (izotropni elektrické pole) a bude souhlasné orientovana s jednotkovym
vektorem vné&jsi normaly n ke kulové ploge S;, (E = EE°, E” = n). Velikost naboje
homogenné nabité duté koule ¢ Ize pomoci objemové hustoty naboje vyjadrit jako

q= gm (R*—R}) . (20.75)

Uvazujme piipad, kdy r» > R. Z Gaussova zakona pro elektrické pole v integralnim
tvaru (20.52) dostavame:

ﬂE -dS = ﬂEEO-ndS:#EdS:EﬁdS:MrzE:g. (20.76)
0

Sk Sk
——

4mr2

8Kladné nabitou kouli volime z diivodu konkrétnosti, stejné tak bychom viechny tvahy mohli
provést pro zaporné nabitou dutou kouli a dospéli bychom ke stejnym zavérim.

Velikost intenzity

elektrického pole je
na povrchu kulové
plochy konstantni.
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Obrazek 20.19: Tok intenzity elektrického pole kulovou plochou Sy, ktera obklo-
puje homogenni kladné nabitou dutou kouli.

Na zakladé tohoto vysledku si miizeme vyjadrit velikost intenzity elektrického
pole:

_ 1 4
 Amegr?

E(r) (20.77)

ProtoZe plati, ze r° = n, pak miZeme vektor intenzity elektrického pole zapsat
jako

1 ¢ 1 ¢ 1 ¢
E(r)=FE(r)E°=E(r)n=-——=n= e ~r. 20.78
(x) (r) (r)n Ameg 12 . Ameg 12 ' Admeg 13 ! ( )

Porovname-li tento vysledek se vztahem pro intenzitu elektrického pole zdrojového
naboje umisténého do poc¢atku soutadnic (20.44), tak je ziejmé, Ze se jedna o iden-
tické vztahy. Odtud plyne dulezity zévér, zZe vné nabité duté koule muzeme na-
hradit tuto kouli bodovym zdrojovym nabojem umisténym v jejim stfedu, ktery
maé stejnou velikost naboje jako nabita dutéa koule (20.75). Polozime-li vnitini po-
lomér nabité duté koule roven nule (R; = 0), pak prejde dutéa koule v plnou kouli
a vysSe uvedeny zavér plati i pro tento pfipad.

Dale uvazujme pripad, kdy r < R;. V tomto piipadé neuzavira kulova plocha Sy
zadny zdrojovy naboj. Potom z Gaussova zakona pro elektrické pole v integralnim
tvaru (20.52) dostavame:

# E(r)-dS=0. (20.79)

Sk

Odtud vyplyva, Ze v tomto piipadé E(r) = 0, tedy elektrické pole uvniti duté
koule je nulové. Uvazime-li vztah mezi intenzitou elektrického pole a jeho poten-
cidlem (12.17), tj. E(r) = —V(r), tak v tomto pfipadé je ¢ = konst..

Poznamenejme, ze analogickym postupem bychom dospéli ke stejnym zavértam i
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v piipadé kladné nabité kulové plochy o poloméru R s plosnou hustotou naboje
o = konst., jen s tim rozdilem, Ze jeji celkovy nédboj g bychom pocitali jako

q=4rR% . (20.80)

Uvnitt homogenné nabité kulové plochy je elektrickd intenzita nulova a elek-
tricky potencial konstantni. Vné této plochy je elektricka intenzita uréena vztahem
(20.78) a elektricky potencial vztahem (20.45) (nabitou kulovou plochu muizeme
nahradit zdrojovym bodovym nabojem o stejné velikosti jako mé tato nabita
kulové plocha, ktery je umistén do jejiho stfedu), kde zdrojovy néboj je dan vzta-
hem (20.80). Prubéh zavislosti velikosti intenzity a potencialu elektrického pole v
zavislosti na vzdalenosti od jejtho stfedu je zachycen na obr. 20.20.

E(r) p(r)
E(R) #(R)
0 0 i

Obréazek 20.20: Zavislost velikosti intenzity a potencidlu elektrického pole nabité
kulové plochy v zavislosti na vzdéalenosti od jejiho stfedu.

20.8 Elektrického pole uvniti a vné homogenné
nabité plné koule

Uvazujme plnou homogenné kladné nabitou (p = konst.) kouli o poloméru R,
jejiz celkovy naboj je g a jeji stfed se nachazi v pocatku soufadnicové soustavy.
Z predchoziho textu jiz vime, ze ve vzdalenosti od jejiho stfedu r» > R je velikost
intenzity elektrického pole rovna:
1 gq
E(r)=——= 20.81
(r) =~ - (20.81)
a odpovida velikosti intenzity elektrického pole bodového naboje, ktery se nachéazi
ve stfedu této koule a méa s ni shodny naboj.
Déle uvazujme, kulovou plochu S, o poloméru r nachézejici se uvniti uvazované
plné koule (r < R), jejiz stfed je totozny se stfedem uvaZzované plné koule, viz
obr. 20.21.
Objemovou hustotu nédboje plné koule je mozné si vyjadrit jako
q q

p:—:

—_— 20.82
Vv’ %’NR3 ( )
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,///
—q,V,

p = konst.

Obrazek 20.21: Geometricka situace pro urceni elektrického pole uvniti homogenné
nabité koule.

Naboj uzavieny v kulové plose S, oznacime jako ¢, a plati pro néj:

4
q = pV! = 577,07’3 . (20.83)

Zde za hustotu naboje muzeme dosadit ze vztahu (20.82), ¢imz dostaneme:

4 q 3 q 3
Q@ = ST = =277 . (20.84)
3" TR T R

Elektrické pole uvniti plné koule musi byt izotropni, tedy intenzita elektrického
pole musi byt stejné orientovana jako vnéjsi jednotkovy normalovy vektor ke ku-
lové plose S, a mé ve vSech bodech na této plose stejnou velikost. Na zakladé
Gaussova zékona pro elektrické pole v integralnim tvaru (20.52), kam dosadime
ze vztahu (20.84), dostavame:

gE(r).dS=gE(r)EO.dS:g{E(r)EO.HdS:ﬁE(T)dS:

Sr
E(r) ﬂ dS = 4rr?E(r) = & = L3 (20.85)
o €0R3
Sy
——
4mr?

Odtud si lze vyjadrit vztah pro velikost intenzity elektrického pole uvnit¥ homo-
genné nabité plné koule:

q 3 1 q
= = F = —
€0R3r (T) 47'('80 R3T '

Pro vektor intenzity elektrického pole pak dostavame:

0<r<R. (20.86)

4 E(r)

I g o 1 ¢

= —rr —Tr.
47T€0 R?’T 477'80 R3

E(r)= E(r)E’ = E(r)n= E(r)r° (20.87)
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Z vysledku vidime, zZe velikost intenzity elektrického pole uvnitf plné homogenné
nabité koule linearné roste se vzdalenosti od jejiho stfedu, protoze 1/(47mey), q
a R jsou konstantni. Pro r > R, jak je vidét ze vztahu (20.81), naopak klesa a
to s kvadratem vzdalenosti od jejiho stfedu. Mizeme na zékladé této skutecnosti
konstatovat, Zze k elektrickému poli uvnitf plné homogenné nabité koule pFispiva
jen ta cast koule, kterd se nachazi uvnitt kulové plochy S,. Pro r = R davaji
vztahy (20.81) a (20.86) stejnou hodnotu.

Na obr. 20.22 je zachycen vyvoj velikosti intenzity elektrického pole uvnit a vné
plné homogenné nabité koule.

E(r)

E(R)}eeeem

0

R

Obrazek 20.22: Zavislost velikosti intenzity elektrického pole uvniti a vné plné
homogenné nabité koule v zavislosti na vzdalenosti od jejiho stredu.

20.9 Prace elektrické sily a elektrickd energie na-
boju

20.9.1 Prace elektrického pole pfi premistovani elektrického
naboje

Praci, kterou vykona elektricka sila F¢ pfi premistovani elektrického naboje z

bodu o poloze r; do bodu ry po kiivce C spoc¢itame (viz vztah (9.24)) jako

ro ra
A(C):/ Fc-dr:Q/ E.-dr. (20.88)
ri ry

Jak uz jsme zminili v kapitole 20.2, elektrické pole je polem konzervativnim. Z
tohoto divodu muzeme vyjadrit elektrickou silu pomoci potencidlni energie vzta-
hem (20.14). Proto muZeme pii vypoétu préace, kterou vykoné elektrické pole po
libovolné kiivce C, pouzit vztahu (9.48), tj.

AC) = / “Fodr— - / S AW, = W) — W () | (20.89)

Naopak, prace, kterou bychom vykonali proti silam elektrického pole (prace vnéj-
sich sil F¢ = —F¢) pii premistovani elektrického naboje z bodu o poloze ry do
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bodu ry po libovolné kfivce C, je dana vztahem:

ro ro

A'(C)=—-A(C) = —/ Fc-dr= / dW, = W,(ra) — Wy(ry) . (20.90)
ry ri

V piipadé, ze polohovy vektor ry ukazuje na referencni bod, pro ktery je zvolena

hodnota potencialni energie W, (ry) = Wy (zpravidla ji volime nulovou), je mozné

stanovit potencidlni energii jako

r
Wy(r) = —/ Fo(r)-dr. (20.91)
ro
Jsou-li naboje umistény v kone¢né oblasti prostoru, miizeme pak zvolit potencialni

energii nulovou v nekonec¢nu:

W,(r) = —/ Fo(r)-dr. (20.92)
S ohledem na vztahy (20.17) a (20.20) je mozné snadno prepsat vztah (20.92) pro
elektricky potencial, tedy

r
o(r) = —/ E(r)-dr' . (20.93)
[ee]

Rozdil potenciali ve dvou bodech uréenych polohovymi vektory ry a ry, tj. p(ry) —
o(ry), je ¢iselné roven préci, kterou vykonadme pii premistovani jednotkového né-
boje proti silam elektrostatického pole® z bodu r; do bodu r, po libovolné kiivce,

tj.

@21:90(1-2)_90(1-1):/ dgp:—/ E-dr+/ E-dr:—/ E-dr. (20.94)

r [e%s) [e%S)

Naopak, rozdil potencidla ¢(r;) — ¢(r2) odpovida ¢iselné praci, kterou vykona
uvazované silové pole pii premistovani jednotkového naboje z bodu r; do bodu
ry po libovolné kiivee (srovnej se vztahem (20.89)). Tento rozdil nazyvame (elek-
trické) napéti a znacime ho U

ry
U=o(r)—p(r) = / E.-dr. (20.95)
ry

Vsechny tfi veli¢iny, tj. elektricky potencial, potencialovy rozdil a napéti, maji
ziejmé stejny fyzikalni rozmér a méfi se v tychz jednotkach J/C (joule na cou-
lomb), které nazyvame volt a znac¢ime V.

Vzhledem k tomu, Ze elektrické pole je polem konzervativnim, tak musi pro elek-
trické sily platit vztahy (9.49) a (9.54), tedy

A:fFC-derj[E-drzo, (20.96)
C C

VxFo=QVxE=0, (20.97)

9Jedna se o praci stejné velikosti, ale opa¢ného znaménka vzhledem k praci, kterou by mezi
stejnymi body vykonalo elektrické pole.
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fE dr=0, (20.98)
C

VxE=0. (20.99)

Rovnice (20.52) a (20.98) predstavuji Maxwellovy rovnice elektrostatického pole
ve vakuu v integralnim tvaru a rovnice (20.60) a (20.99) Maxwellovy rovnice
elektrostatického pole ve vakuu v diferencialnim tvaru.

20.9.2 Elektrickad energie bodovych naboja

S ohledem na vztah (20.19) muzeme vyjadiit potencialni energii elektrického né-
boje pomoci potencialu v daném misté

Wy(r) = Qo(r) . (20.100)

v

Prace, kterou vykoname (vnégjsi sily), kdyz shromézdime z nekone¢né vzdalenosti
na urc¢end mista N bodovych naboji, bude odpovidat potencialni energii téchto
naboji. Jestlize pfesuneme na dané misto o polohovém vektoru r; prvni naboj
(¢1), tak nevykoname zadnou préci, jelikoZz jesté neexistuje elektrostatické pole.
Nyni pfesuneme na misto ro druhy naboj ¢». V tomto ptipadé jiz vykonédme praci
proti silam elektrostatického pole, jehoz zdrojem je néboj ¢, viz obr. 20.23. Tato
prace bude rovna potencialni energii uréené vztahem (20.100) ¢ (20.33), tedy

1 Q1 1 el
. _ _ LI 20.101
r2 = () q247reo <|I‘2 - Pl’) 47T€oq2 (Ru> ( )

Déle na misto ry pfesuneme naboj ¢z, ¢imz vykoname praci proti sildm elek-

Obrazek 20.23: Situacni obrazek k nalezeni potencialni energie bodovych naboju.

trostatického pole, jehoz zdrojem jsou naboje q; a go:

1 4 a2
gp(rg) B dreg <R13 * 323> ’

tedy

1 q q
Wp3 = C]3<P(r3) = Fgoqz‘ (R_; + R—;) . (20102)
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Podobné v pripadé preneseni naboje g4 do mista o polohovém vektoru ry dosta-
neme:

471'80

Celkova prace k preneseni vech ¢ty elektrickych naboji (N = 4), ktera soucasné
je rovna potenciélni energii souboru téchto naboju, je dana sou¢tem praci (20.101),
(20.102) a (20.103)

1
Wp4 = Q4<,0<I'4) = qa (i + & + ﬁ) . (20103)

1
<Q1QQ+Q1Q3 Q1 | ©%B | @h q3614>_ (20.104)

= et ==+ =+
47T€0 ng R13 R14 R23 R24 R34

Odtud lze vypozorovat pravidlo pro vypocet potenciélni energie obecného poctu
néboji:
N N

1 0
W,=—> Y L% (20.105)

477'60

i=1 j=1 Rij

J>1
Relace j > ¢ ve vySe uvedené sumé nam zajisti, aby se stejné pary nescitaly
dvakrat. Tento vyraz je mozné prepsat do tvaru, ve kterém se stejné pary sice
s¢itaji dvakrat, ale ve vysledku je soucet podélen 2, tedy

N N
1 4iq;
W, = —— 20.106
P 877'80 z; ; Rij ( )
J#i

Tento vyraz prepiSeme jako

Zq, ZAMO gj . (20.107)

;éz

Vyraz v zévorce tohoto vztahu vlastné predstavuje elektricky elektricky potencial
v bodé o polohovém vektoru r;, tj. v bodé, ve kterém se nachézi ndboj ¢;, tedy

N
1
) Z (i) - (20.108)
i=1

Vztah (20.108) predstavuje energii (potencialni, protoZe v elektrostatice pozbyva
smyslu uvazovat jiny druh energie) soustavy N bodovych néboju.

20.9.3 Elektricka energie spojité rozlozenych nabojia a elek-
trostatického pole
Stejné tak, jak jsme pouzili pfevodni vztahy mezi soustavou hmotnych bodi a

spojité rozloZenou hmotnost (16.6), tak lze analogicky pouZit pfevodni vztahy
mezi soustavou bodovych nédbojt a spojité rozlozenymi naboji, tj.
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Pievodni vztahy

anqn — /qu, fign  — /qu, (20.109)

kde f,, resp. f,, je néjaka skalarni, resp. vektorova, fyzikalni veli¢ina vztahu-
jici se k n-tému bodovému néboji, kde g, je jeho velikost néboje a f = f(r),
resp. f= f{r), je spojita skalarni, resp. vektorova, funkce pres hmotnost té-
lesa se spojité rozlozenou hmotou.

Potom pro spojité distribuované naboje lokalizované v objemu V' (dg = p(r)dV)
miZzeme piepsat vztah (20.108) jako!® jako

W, = % /q o(r)dg = % / / / p(r)p(r)dV . (20.110)

Tento vztah nam urcuje energii spojité rozlozenych naboji v objemu V.
Rovnici (20.110) je v8ak mozno dét i jinou, neobycejné dilezitou fyzikalni interpre-
taci. Pomoci Gaussova zakona v diferencialnim tvaru (20.60) si miZzeme vyjadrit
objemovou hustotu néaboje:

p=¢V-E, (20.111)

kterou dosadime do vztahu (20.110)

W, = /// SV - E(r // (V- Em)e(rdv . (20112)

Pro dalsi apravu tohoto vztahu pouzijeme nasledujici identitu:
V- (fF)=(Vf)-F+ fV-F. (20.113)

Jejim pouzitim dostaneme:

Wp:i;///v-wr) dV——/// Vo) Em)dV.  (20.114)

Pomoci Gaussovy véty (12.56) prevedeme prvni integral na pravé strané této rov-

nice na integral plosny a ve druhém integrélu uplatnime rovnost E = —V ¢, ¢imz
dostaneme:
W, = 6—20 #(gp(r)E -dS + —/// E2(r (20.115)
S(V)

Ze zpusobu, jakym byl odvozen vztah (20.110) je zfejmé, Ze integrace je minéna
pres objem, ve kterém jsou distribuovany elektrické naboje. Avsak, kdyz tento ob-
jem zvétsime, tak se nic nezméni, protoze mimo puvodni objem plati, ze p = 0. V
piipadé vypoctu energie provadéném podle vztahu (20.115), tak pii integraci pres

0Podobnym zplsobem je mozné piepsat vztah (20.108) i pro naboje rozlozené jen na plose
¢Gi kiivce.
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plochu vétsi nez je plocha presné uzavirajici objem obsahujici vSechny uvazované
naboje, se zfejmé vysledek integrace zméni, protoze tok ¢(r)E(r) touto plochou
neni stejny. Odtud vyplyva, Ze vysledek integrace je ovlivnén velikosti plochy, byt
tato plocha obsahuje vSechny uvazované naboje. Ale je nutné pripomenout, Ze
objemovy integral je nutné pocitat pres objem, ktery uzavira tato vétsi plocha
a jeho zména bude kompenzovat zménu integrace pfes uvazovanou vétsi plochu,
takZe se hodnota energie W), nezmeéni.

VyuZijeme tohoto zavéru ve vztahu (20.115). Objem pies, ktery budeme inte-
grovat ztotoZnime s objemem koule, pricemz budeme predpokladat, Ze vSechny
uvazované naboje se nachézi uvnitf této koule. Bez ijmy na obecnosti mizeme do
stfedu této koule umistit pocatek souradnic. Druhy (objemovy) integral v rovnosti
(20.115) muze s rostoucim polomérem uvazované koule jen naristat, jelikoz inte-
grand je kladny (E? > 0). Aby celkova potencidlni energie uvazované distribuce
naboju zistala stejné, musi naopak plosny integral klesat. Plosny integral predsta-
vuje tok vektoru o(r)E(r) plochou uvazované koule. Bude-li polomér koule, jejiz
plochou pocitame tok, velmi velky, potom muzeme objem lokalizovanych naboju
povazovat za bodovy naboj lezici ve stfedu souradnicové soustavy, viz obr. 20.24.
Z tohoto divodu bude integrand plosného integralu v rovnosti (20.115) pfiblizné
konstantni na povrchu této koule, tedy pro plosny integréal pres kulovou plochu
S muzeme psat:

52—0 (pE) - dS ~ % pEdS = %@EﬂdS:
Sk Sk Sk
~——
=472
g 1 g1 q, 5, 1 ¢
o -1 - 1 = 1. (20.116
2 4meg r dmeg r? 8meg 1 ( )

kde ¢ celkovy naboj uvazované spojité lokalizované distribuce naboju.

Ve velkych vzdalenostech od uvazované distribuce elektrickych nédboji miizeme
tedy konstatovat, ze velikost intenzity elektrického pole klesa s kvadratem po-
loméru dané koule (~ 1/r?) a potencial je nepfimo Gmérny tomuto poloméru
(~ 1/r). Tedy odtud plyne, Ze integrand klesa s t¥eti mocninou poloméru dané
koule (~ 1/r?), kdezto plocha, pies kterou integrujeme roste jen s kvadratem polo-
meéru, takZe muzeme zhruba Fict, Ze ploSny integral je imérny prevracené hodnoté
poloméru uvazované koule (~ 1/r), tedy s rostoucim polomérem r kulové plochy
Sk klesa. Jelikoz vysledek integrace nema byt ovlivnén velikosti zvoleného ob-
jemu, pfes ktery budeme integrovat, zvolime si neomezeny polomér uvazované
koule r — 00, tedy budeme provadét integraci pies cely prostor. Na zakladé vyse
uvedeného bude v tomto pfipadé plosny integral roven nule a my miizeme pro
tento pripad prepsat vztah (20.114) jako

W, = 52—0 /// E2(r)dV . (20.117)

Cely

prostor
Pozoruhodné je, ze integrand obsahuje pouze kvadrat intenzity elektrického pole.
Vime, Ze intenzita E miize byt nenulova i v mistech, kde nejsou elektrické naboje.
To ndm umoznuje formulovat nasledujici zavér: Nositelem elektrostatické energie



378

zvétseni poloméru

(b)

Obrazek 20.24: (a) Kulova plocha o poloméru r = r,, ktery je blizky vlastnim ge-
ometrickym rozmérim lokalizované objemové distribuce elektrickych naboju. (b)
Polomér uvazované kulové plochy r = r, > r, vyrazné prevysuje geometrické roz-
meéry lokalizované objemové distribuce elektrickych nabojt. Lokalizovana spojita
distribuce elektrického naboje pfechazi v model bodového naboje.

nejsou naboje, nybrz prostor v okoli téchto nabojii, tj. elektrostatické pole.
Kazdy objemovy element tohoto pole obsahuje energii:

Z—OEQdV . (20.118)

Odtud muZeme zavést objemovou hustotu elektrické energie (energie objemové
jednotky)

we = %EQ . (20.119)

Priklad 20.9.1
Naleznéte elektrickou energii rovnomérné rozlozeného naboje o celkové velikosti ¢
na povrchu koule o poloméru R.

Reseni:
Vztah (20.108) je mozné piepsat pomoci prevodniho vztahu (20.109) pro nami
uvazovany piipad spojité plosné rozloZzeného naboje (dg = odS):

W= / o= [ ow)piras.

Potencial na povrchu nami uvazované koule je konstantni a je dan vztahem:

I q

7T 47'['50 E .
Takze pro elektrickou energii rovnomérné rozlozeného néboje na povrchu koule
(0 = q/S, = q/(47R?) = konst.) dostévéme:

_1 _ L g 1
W, = 5 #a(r)w(r)ds = e 70 ﬂds S R

Sk Sk
~——
=4wR2
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Ke stejnému vysledku bychom méli dospét i pii pouziti vztahu (20.117).

Ze zavéru kapitoly 20.7 vime, Ze elektrické pole uvnitt povrchové nabité koule je
nulové, E = 0 pro r < R. Také odtud vime, Ze elektrickd intenzita uvazované
koule je

1
E = —ir0
deg
odtud )
2 _ L g
(4meg)?rt

Dosazenim do vztahu (20.117) dostaneme:

W 80///E2dv g 1 /OO/ZW/ﬂ(fQ'ﬁddﬁd
= — =—— —rsinddr =
) 2 (reo) Jn Jo Sy 7 7

Cely
prostor
c 2 00 1 1 2
SR S—E / —dr = €
2 (dmeg)? Jp 12 8meg R

Skutecné se vysledky pomoci obou pristupu k vypoctu energie shoduji.

20.10 Schematické shrnuti vyslednych vztaht

Vysledky, ke kterym jsme dospéli v pfedchézejicich kapitolach muzeme sche-
maticky shrnout pomoci obrazku 20.25. Tento obrazek nam znazornuje, jakymi
vztahy jsou navzajem spojeny vzdy dvé ze tif veli¢in dulezitych pro popis elek-
trostatického pole ve vakuu: p, ¢ a E.

Obrézek 20.25: Schematické shrnuti ziskanych poznatki.
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20.11 Elektrické pole elektrického dipolu

Uvazujme dva bodové elektrické naboje o stejné velikosti ¢, ale opa¢ného znament,
tj. +q a —q, které jsou velmi blizko sebe ve srovnani se vzdalenosti, ve které
budeme vysetiovat jejich elektrické pole. Tyto dva bodové ndboje predstavuji elek-
tricky dipol, viz obr. 20.26. Souiradnicovou soustavu volime tak, aby se tyto bodové
naboje nachazely symetricky kolem pocatku O na ose z. Vektor majici pocatek
v misté bodového nédboje —¢ a konec v misté bodového nédboje +¢ oznacime £.
Zavedeme si novou vektorovou fyzikalni veli¢inu

Paip(r)

Obréazek 20.26: Schematicky obrazek k vypoctu elektrického pole elektrického di-
polu.

p=ql, (20.120)

kterou nazyvame elektricky dipolovy moment.
Elektricky potencial elektrického dipélu je, diky symetrii tlohy, stejny ve vSech

lcost) =r_ —ry

Obrézek 20.27: Schematicky obrazek k urceni rozdilu vzdalenosti r_ a r,.

mistech majici stejnou vzdalenost od pocatku r. Ukazuje-li polohovy vektor r na
jeden z téchto bodi, pak lze s ohledem na vztah (20.42) a na znaceni zachycené
na obr. 20.26 vyjadrit elektricky potencial uvazovaného dipélu jako

1 ¢ 1 ¢ q (1 1) q r_—ry

() = - _ - LT (2012
Paip(r) dmeg |ry|  Ameg |r—| 4w dmey ToT_ ( )

Ty T_
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novou vektorovou fyzikalni veli¢inu Vzhledem k tomu, Ze predpoklddame, Ze vySet-
fujeme elektrické pole dip6lu ve vzdalenosti vyrazné vétsi nez je velikost vektoru
L, tj. r > (, pak plati, ze r ~ r = r_, tedy na kratké vzdalenosti je mozné
povazovat vektory ry, r a r_ za témér rovnobézné, viz obr. 20.27, potom miizeme
psat, ze ror_ ~r?>ar_ —ry ~ {cost (viz obr. 20.27), coZ uplatnime ve vztahu
(20.121) pro jeho dalsi upravu nésledujicim zpusobem:

q fcosy  ql cosy  p cosd 1 p-r
2

Pdip(T) ~ (20.122)

diey T dey 12 drey 12 dmey 13

Protoze tento vztah pro elektricky potencial elektrického dipoélu plati s dostatec-
nou presnosti, kdyz ¢ odpovida mikroskopickym rozmérim a r rozmértim makro-
skopickym, tak bude pouzivat v tomto vztahu rovnost, tj.

1 p-r

. = 20.123
pan(r) = =25 (20.123)
Pro vektor intenzity elektrického pole dipélu miZzeme na zékladé vztahu (20.18)
psat:

Esip, = —Vaip - (20.124)

S ohledem na charakter feseného problému muzeme s vyhodou pouzit kulovych

(S

P =r9, ¢
U

. 7

Obrazek 20.28: Zavedeni kulovych souradnic urcujicich polohu bodu P.

soufadnic, viz obr. 20.28, k vyjadieni nabla operatoru, kdy vyjdeme z obecného
vztahu pro nabla operator v ortogonélnich kiivo¢arych soufadnicich (4.71), kam
dosadime u; = r, uy = ¥, uz = ¢ a za Laméovy koeficienty ze vztahi (4.94), tedy

o 10 19

V:—e —Fra—ﬁeﬁ—Fma—qsqu.

e (20.125)

Vyraz pro intenzitu elektrického pole uvazovaného dipélu v bodé P nalezneme po-
moci vztahu (20.124), kde za ¢q;, dosadime ze vztahu (20.123). Jednotlivé slozky
vektoru intenzity elektrického pole Eg;, ve sférickych souradnicich dostaneme po-
uzitim nabla operatoru (20.125):

E - _8g0dip _ 2pcosv

or  Admegrd | (20.126)
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1 0paip  psind

E, = = 20.127
v r 09 Amegrd’ ( )
1 O
E,=— P—0. 20.128
¢ rsind 0¢ ( )
Slozka E, je nulova, coz je diisledek osové symetrie elektrického pole uvazovaného
dipélu.
Odtud dostaneme
Eqip(r,0) = W(Q cosve, +sinvey) . (20.129)

Na obrazku 20.29 je pomoci silo¢ar znazornéno pole elektrického dipolu, které je

z

Obréazek 20.29: Zobrazeni elektrického pole elektrického dipolu pomoci silocér.

popsano vztahem (20.129).

Za povsimnuti stoji skutecnost, Ze velikost intenzity elektrického dipolu (20.129),
klesa s t¥eti mocninou vzdalenosti od zdroje (velikost intenzity elektrického mo-
nopolu klesa s druhou mocninou) a jeho elektricky potencial (20.123) s druhou
mocninou (elektricky potencial monopoélu klesé s prvni mocninou vzdalenosti) od
zdroje.

Déle poznamenejme, Ze pro stejné vzdalenosti r bodu, kde zjistujeme elektricky
potencial dipolu elektrického dipdélu, bude tento potencidl ménit svoji hodnotu
v zévislosti na orientaci jednotkového vektoru r’ polohového vektoru r = rr?,
protoZze se timto bude ménit hodnota thlu 9. Vztah (20.123) bude platit, i kdyz
elektricky dipol bude lezet sice v pocatku, ale jeho naboje nebudou lezet na ose
z. V tomto pripadé thel ¥ bude odpovidat thlu, ktery sviraji vektory £, resp. p
s vektorem r.

Kdyby se elektricky dipdl nenachéazel v pocatku, ale v misté o polohovém vektoru
r’, potom lze snadno ukézat, Ze by vztah (20.123) musel byt nahrazen vztahem:

1 prR 1 p-(r—7)
Cdmey R3 0 4mey |r—r'f3

Paip(T) (20.130)
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Obrézek 20.30: Elektricky dip6l v homogennim elektrickém poli o intenzité E.

Umistime-li dipol do vnéjsiho homogenniho elektrického pole, bude vysledna sila
pusobici na dipol nulova, avsak na tento dipo6l bude ptisobit moment silové dvojice

(13.3) (viz obr. 20.30 (a))
MP =¢xFo=0xqE=@¢ xE=pxE. (20.131)

Pusobenti silové dvojice vede k vyslednému natoceni (polarizaci) dipolu ve sméru
vnéjsiho elektrického pole, viz obr. 20.30 (b).

V pripadé, ze vnéjsi elektrické pole bude nehomogenni, tak na dipél bude ptlisobit
i nenulova vysledna sila.
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Kapitola 21

Elektrostatické pole v materidlovém
prostredi

V této kapitole se budeme vénovat elektrickému poli v materidlovém prostiedi.
Riizna materidlova prostiedi reaguji rozdilnym zptisobem na vnéjsi elektrické
pole Ey. Na zakladé experimentalnich zkuSenosti mtzeme rozdélit materidlova
prostiedi (materidly) do dvou skupin. Jednu skupinu tvofi tzv. vodi¢e a druhou
skupinu tzv. dielektrika (izolanty, nevodice).

Vodice jsou materidly (napt. kovy), které obsahuji velké mnozstvi elektrickych
naboji, jez se mohou volné pohybovat danym materidlem. Elektrické naboje u
vodi¢ti se mohou ve vodi¢i pohybovat na makroskopickych skaléch, tj. v celém
objemu vodice, aviak nemohou jej opustit!.

Naopak dielektrika jsou materialy, které obsahuji rovnéz velké mnozstvi elektric-
kych naboji, avsak tyto ndboje jsou vazany k danym atomtim ¢i molekulam, takze
se mohou pohybovat jen na mikroskopickych skéalach.

21.1 Dielektrika a jejich polarizace

P1i vlozeni dielektrika do vnéjsiho elektrického pole muZeme podle jeho zpilisobu
odezvy na pritomnost tohoto pole rozdélit dielektrika na polarni a nepolarni.

Polarni dielektrika

Molekuly polarnich dielektrik (napf. voda, oxid uhelnaty, amoniak) maji stalé
(permanentni) dipolové momenty, p, # 0 (indexem « rozlisujeme jednotlivé mo-
lekuly dielektrika).

Nepolarni dielektrika

Jsou tvorena molekulami, které se vyznacuji stfedovou soumérnosti (napt. hélium).
V pripadé, Ze na né neptisobi vnéjsi elektrické pole, maji nulovy dip6lovy moment,
p, = 0.

1V pripadg, Ze by elektrické naboje mohly opustit vodi¢, mluvime o tzv. emisi.
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Obrazek 21.1: Polarni molekula vody (H5O).

Vytvoreni a usporadani dipoéli v dielektriku do sméru vnéjsiho pole nazyvame
polarizaci.
Rozlisujeme dva zékladni mechanizmy polarizace:

1. Indukovana polarizace

(a) Elektronové polarizace - projevuje se ve vSech dielektrikach. Jeji pod-
stata spoc¢iva v deformaci elektronovych obali atomu v elektrickém

Yvoew
vy

Yvew

nuti tézist naboji je velmi malé, fadové 10~ m. Tim vznikne dipol,
jehoz dipoélovy moment méa smér souhlasny s vnéjsim elektrickym po-
lem. Rikame, ze takovy dipolovy moment je indukovany elektrickym
polem. Elektronové polarizace se projevuje az do velmi vysokych kmi-
toctu.
E,=0 E,#0
elektronovy obal

Obrazek 21.2: Elektronova polarizace, intenzita vnéjsiho elektrického pole E,.
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Obrazek 21.3: Indukovana iontova polarizace.
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(b) Iontové polarizace je zptisobena zménou relativni polohy ionti v mole-
kulach dielektrika vlivem vnéjsiho elektrického pole. Iontova polarizace
se rovnéz projevuje az do vysokych kmitoctu.

2. Orientacni polarizace se projevuje u polarnich dielektrik, kde se elektrické
dipély nataceji do sméru vnéjsiho elektrického pole. Protoze molekuly konaji
nepfretrzité nahodily tepelny pohyb, nejsou usporadény tuplné, tj. orientace
v8ech elektrickych dipolu (molekul) neni shodna s vnéjsim elektrickym po-
lem. Na zakladé vySe uvedeného miizeme fici, ze vlivem tepelného pohybu
dochézi jen k ¢astecné polarizaci dielektrika. Samozrejmé ¢aste¢nou polari-
zaci chapeme ve smyslu stfedni casové hodnoty. Pritom je orientace elek-
a ¢im nizsi je teplota dielektrika (s klesajici teplotou klesa tepelny pohyb
molekul, a tedy i dipéla). Ve stiidavych elektrickych polich se pii vyssich
kmitoc¢tech projevuje setrvacnost polarnich molekul, které jiz nestaci sledo-
vat zmény elektrického pole.

=
th
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9008
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Obrazek 21.4: Orientacni polarizace.

21.2 Elektrické pole polarizovaného dielektrika

Ve vnéjsim elektrickém poli predstavuji atomy a molekuly dielektrika elementarni
dipoly s dipdlovymi momenty p,. Z makroskopického hlediska se polarizace die-
lektrika projevuje tim, Ze se na povrchu dielektrického télesa objevi vazany naboj.
Tento povrchovy vazany nédboj vznika v disledku toho, Ze na povrchu dielektrika
nejsou koncové naboje elementarnich dipoli vykompenzovany. Makroskopicky ob-
jem dielektrika vykazuje ve vnéjsim elektrickém poli nenulovy elektricky dipélovy
moment. Vazany naboj je zaporny na té strané télesa, do niz vstupuji silocary
vnéjstho elektrického pole, a kladny na té strané, ze které silocary z télesa vystu-
puji.

Polarizaci dielektrika miZeme z makroskopického hlediska popsat vektorovou ve-
licinou nazvanou elektrickd polarizace P. Tato veli¢ina je definovina vztahem:

NI p,  Ap
P = Jim = = dMav
kde Ap predstavuje elektricky dipolovy moment objemu AV a N(AV) urcuje
pocet elektrickych dipolovych momentt v objemu AV, ktery je natolik velky, ze
miizeme uvazovat, ze se vektor polarizace méni s se zménou polohy spojité.
Ze vztahu (21.1) je zfejmé, ze vektor elektrické polarizace P se rovna elektrickému
dipélovému momentu objemové jednotky dielektrika, ktera bude mit vSude stejnou

(21.1)
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Obrazek 21.5: Polarizované dielektrikum o objemu AV, ktery se limitné zmensuje
k mistu uréenému polohovym vektorem r (zelené vektory reprezentuji jednotlivé
elektrické dipolové momenty).

polarizaci jako v uvazovaném misté r, ke kterému se objem limitné zmensuje, viz
obr. 21.5. Vektor elektrické polarizace je tedy funkei prostorovych souradnic, P(r).
Na vektor elektrické polarizace je mozné rovnéz pohlizet jako na vektor udavajici
objemovou hustotu elektrickych dipolovych momentii v daném misté. Jednotkou
elektrické polarizace je C.m™2.

Uvazujme dielektrikum o objemu V', které je polarizované. Pro uvaZzovany
objem zpolarizovaného dielektrika je znam vektor polarizace P(r). Objemovému
elementu zpolarizovaného dielektrika dV’ v misté r odpovidéa elektricky dipélovy

moment dp = P(r')dV’, viz obr. 21.6. Pomoci vztahu (20.130) muzeme urcit

0

V/
d
rs

T
Obrazek 21.6: Polarizované dielektrikum o objemu V.

potencial uvazovaného elementu zpolarizovaného dielektrika v misté o polohovém
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vektoru r jako

Cldp(r-r) 1 PW)(r-1)
Cdmey r—rP dwey  r—rP v (21.2)

Pro dalsi upravu tohoto vztahu pouzijeme identitu (viz (A.31)):

1 (r—r)

v’ = 21.3

IN= 219

kde V'’ je nabla operator podle ¢arkovanych soutadnic (0/92'i+0/0y' j+0/02'k).
Vyuzitim této identity muZzeme upravit vztah (21.2):

dp = —P) V' ( ! ) av’ . (21.4)

Areg |r — r'|
K dalsi upravé pouzijeme néasledujici identitu:
V- (fF)=(Vf)-F+ fV-F. (21.5)

S pomoci této identity je mozné dale upravit vztah (21.4):

dep = ﬁgo {V’. (|11~3£IJ1)J|) — V|;_PI(J’|J)] av’ . (21.6)

Abychom ziskali pFispévek k elektrickému potencialu v bodé o polohovém vektoru
r od vSech objemovych elementii zpolarizovaného dielektrika, provedeme nésledu-
jici integraci pres cely jeho objem V”:

e /// v () - ﬁﬂ W=
m/// (o) o i e

Nyni pouZijeme Gaussovy véty (12.56) pro prvni ¢len na praveé strané této rovnosti:

P(r dS’
d "=
4%60# |r—r 47‘(‘80 /// \r—r’| v

1 P(IJ) ) !
dreg |r—r’\ 47r50 /// ]r—r’\ dV - (218)
S/

Porovnanim prvniho integralu na pravé strané s integralem (20.36) a druhého
integralu s integralem (20.34) dospé&jeme k nasledujicim vztahim:

p(r) =

o,(r')=P(r) - n, (21.9)

po(t') = =V'-P(r'), (21.10)

kde o, je plosna hustota vazaného naboje a p, je objemova hustota vazaného na-
boje, viz obr. 21.7.
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Je ziejmé, Ze kdyz k vyjadreni plosné a objemové hustoty vazanych naboji pou-
zijeme nec¢arkovanych soufadnic, tak analogicky miizeme psat:

ou(r) =P(r)-n, (21.11)

pu(r) ==V - P(r). (21.12)

Pomoci znacek pro plosnou a objemovou hustotu vazaného néaboje prepiSeme pra-
vou stranu rovnosti (21.8):

1 O'U(I'/ /
o(r) = neo Ir—r“l e /// |r_ﬂ|dv : (21.13)

Tento vztah lze interpretovat zptusobem:

Elektrostatické pole dip6lii objemoveé rozlozenych v dielektriku o objemu V' s hus-
totou P(r) Ize formalné popsat jako superpozici elektrostatického pole vazanych
naboji objemové rozlozenych v tomto objemu s hustotou p, = —V - P a elek-
trostatického pole vazanych naboji plosné rozloZzenych na povrchu S uvazovaného
objemu V' s hustotou o, = P - n, kde n je jednotkovy vektor kladné normaly.
Nalezeny vztah (21.13) lze také interpretovat tak, Ze potencial, a tudiz i elektrické
pole, polarizovaného dielektrika je stejny jako potencial vytvoreny nédbojem s ob-
jemovou hustotou p, = —V-P a nabojem s plosnou hustotou o, = P-n. Staci tedy
jen nalézt vazané naboje a pak spocitat pole, které vytvareji, a to stejnym zpi-
sobem jako v pfipadé jakychkoliv jinych objemové a plo$né rozloZzenych naboji.
Timto tedy nemusime provadét integraci infinitezimélnich dipélovych momentu
zpusobem:

Obrazek 21.7: Vznik vazanych naboju na ploSe a v objemu dielektrika.

~ dreg ///P |,~_IJ,3 Dav. (21.14)
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Tento vztah jsme ziskali integraci vyrazu (21.2).

V pripadé homogenniho rozlozeni dipo6li v uvazovaném dielektriku, kdy hustota
P je v celém objemu konstantni (P = konst.), je ziejmé V - P = 0 (tedy p, = 0).
Potenciél je pak dan jen plosnym integralem z pravé strany vztahu (21.13) a pole
vytvarené polarizovanym dielektrikem je pak ekvivalentni poli uvedeného plos-
ného vazaného néboje.

Nyni si spoc¢itdme hodnotu celkového vazaného naboje ve zpolarizovaném dielek-
triku pomoci vztaht (21.9) a (21.10) a Gaussovy véty (12.56):

#av )dS" + ///pv JEAZES
ﬂP -ndS" + // -V’ P(r)dV' = ﬁP(r’) -dS — ﬂP(r’) -dS' =0.

(21.15)

Odtud vidime, ze celkovy vazany naboj ve zpolarizovaném dielektriku je nulovy.

21.3 Gausstv zakon v pritomnosti dielektrika

V predchozi kapitole jsme si ukazali, Ze elektrické pole polarizovaného dielektrika
je polem vazanych naboja v tomto dielektriku. Vysledné elektrické pole pak mii-
Zeme povazovat za pole uréené spoluptisobenim vazanych a volnych naboji a pole
néboje volného. Volnym nabojem budeme rozumét jakykoliv naboj, ktery neni
vysledkem polarizace dielektrika.

V dielektriku mohou byt vedle vazanych nabojii rovnéz naboje volné? ¢ miZzeme
uvazovat vodi¢ obklopeny dielektrikem apod.. Objemovou hustotu volného naboje
budeme znacit p a objemovou hustotu vazaného naboje jsme v predchozi kapitole
oznacili jako p,, takze celkova hustota naboje uvniti dielektrika je:

pe=p+po . (21.16)

Dosadime-li do Gaussova zékona v diferencialnim tvaru (20.60) celkovou objemo-
vou hustoto néboje, pak dostaneme:

V.E=Pe PP (21.17)
o o

kde E je celkové elektrické pole.
Pro dalsi upravu tohoto vztahu pouzijeme rovnost (21.10):

c - -P
v.g_fe_r-V- P
€0 €0

(21.18)

Vynésobenim této rovnice konstantou €y a naslednou upravou dostaneme:

V. -(eE+P)=p. (21.19)

2Neuvazujeme idealni dielektrikum, které obsahuje vyhradné vazané naboje.
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Zavedeme si novou vektorovou veli¢inu:
D=¢E+ P, (21.20)

kterou nazyvame vektor elektrické indukce. Pomoci této veli¢iny lze Gaussuv za-
kon pro elektrostatické pole v dielektriku v diferencialnim tvaru zapsat jako

V-D=p. (21.21)

Gaussuv zakon pro elektrostatické pole v dielektriku lze snadno vyjadrit i v inte-
gralnim tvaru:

\If:ﬂD-dS:q, (21.22)
S

kde ¢ = [J v pAV je celkovy volny néboj nachazejici se v uzavrené plose S, kteréa
uzavirda objem V a znacka W reprezentuje tzv. elektricky indukéni tok.

Tvar Gaussovy véty (21.22) nam 1ika, Ze soucet viech volnych nédboji uvniti uza-
virené plochy se rovné toku vektorového pole D touto plochou, tj. poctu silocar
pole D, které z plochy vystupuji zmenseného o pocet téch, které do plochy vstu-
puji. Je potfeba mit na paméti, ze pole D je jen jakymsi lidskym ,vynalezem®,
priroda ho nezna, je tak umeélé, jako je umélé déleni elektrickych naboji na volné
a vazané. Kdezto pole E je pole redlné, jeho velikost mtizeme v principu piimo
mérit, avSak k urceni pole D se musime podivat na vSechny naboje v Sirokém
okoli a rozhodnout, jsou-li volné nebo vazané.

Maxwellovy rovnice pro elektrostatické pole v dielektriku jsou v diferencialnim
tvaru predstavuji nasledujici rovnice:

V-D=p, (21.23)
VxE=0. (21.24)

Maxwelovy rovnice elektrostatického pole v dielektriku v integralnim tvaru pred-
stavuji nasledujici rovnic:

ﬂD-dS:q, (21.25)
S

j{E-dr:O. (21.26)
C

V kapitole 20.4 jsme si ukazali, Ze je mozné z Gaussova zakona ve tvaru (20.52)
odvodit zédkon Coulombiiv. Diky podobnosti tvaru Gaussova zakona (21.25) a
(20.52) bychom mohli mylné predpokladat, Ze i pro vektor elektrické indukce D
existuje podobny Coulombiiv zakon. Abychom mohli usuzovat na podobnost mezi
vektorovym polem E(r) a vektorovym polem D(r), je nutné piipomenout i dalsi
vlastnost elektrického pole, a to, ze V x E = —V x Vy = 0. Avsak pro vektor
elektrické indukce obecné neplati, ze V x D = 0 nebot

VXxD=Vx(gE+P)=¢VxE+V xP. (21.27)
=0

Odtud je zfejmé, ze V x D = 0 jen v pripadé, ze V x P = 0, coz nemusi byt
vzdy splnéno.

Na zakladé vektorové
analyzy plati, ze
rotace gradientu
skalarni funkce je
vzdy rovna nulovému
vektoru, tj.
VxVf=0.
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Odtud také plyne, ze pro vektor elektrické indukce neexistuje ,,potencial“, jehoz
gradient by se rovnal vektoru elektrické indukce, jak je tomu v piipadé vektoru
elektrické intenzity.

21.4 Materialové vztahy a elektrické pole v dielek-
triku

Z popisu mechanismu polarizace dielektrika uvedeném v kapitole 4.11 je zfejmé,
ze vlozime-li do vnéjsiho elektrického pole E, kus dielektrika, pak toto vnéjsi elek-
trické pole zpolarizuje dielektrikum a zpolarizované dielektrikum vytvari vlastni
pole, které se vektorové sklada s vnéjsim polem, coz ma za nésledek modifikace na-
stalé polarizace, ktera se pak vektorové skladé s vnéjsim polem atd. Tedy je zfejmé,
7e vysledné pole uvniti dielektrika E je vysledkem postupné regrese. Odtud mi-
zeme konstatovat, ze vektor elektrické polarizace P bude zaviset na vysledném
elektrickém poli® E, tj. P = P(E), kde P(0) = 0. Nebude-li toto elektrické pole
prilis silné, muzeme si zavislost P = P(E) vyjadfit pomoci nésledujiciho rozvoje

3 3
-PizzaijEj—F Z bzng]Ek“F , i:1’2’37, (2128)

7j=1 7,k=1

kde koeficienty a;; jsou slozky tenzoru druhého fadu a b;j; jsou slozky tenzoru
tretiho radu. Slozky tenzort jsou dany specifickymi vlastnostmi daného dielektrika
a stanovuji se experimentalné. P¥i normalnich teplotach (ne pfili§ nizkych) a pro
bézné intenzity elektrického pole je linearni aproximace dostacujici, takze miizeme
jak koeficienty b, i, tak koeficienty u ¢lenti vyssich fadi rozvoje, polozit rovny nule.
Takovato dielektrika nazyvame linearni dielektrika.

V pripadé, ze vektory P a E nejsou kolinearni, mluvime o anizotropnim dielektriku
a zpravidla vztah mezi slozkami téchto vektortu zapisujeme jako

3 3
Pi = ZaijEj = &0 ZXeijEj s (2129)
7j=1 7=1

kde xeij jsou slozky tenzoru® elektrické susceptibility Ye) Zvl1astni pripad pak
predstavuji linedrni dielektrika izotropni, pro ktera plati

tj.
P = uF; | (21.31)
neboli
P =¢yx.E, (21.32)

Yoxe

triku.
4Jedn4 se o tenzor 2. Fadu.
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kde egxe. = a a Y. se nazyva elektrickd susceptibilita.
Dosazenim ze vztahu (21.32) do vztahu (21.20) dostaneme:

D = €0E+ P = €0E+ oneE = 50(1 + Xe)E = €0€7~E =cE s (2133)

kde &, = 1 + x. (pro vakuum je &, = 1) je relativni permitivita a € = £¢e, abso-
lutni permitivita dielektrika.

Jedné-li se o linearni izotropni dielektrikum nehomogenni, potom ¢ = ¢(r). Pro
homogenni izotropni dielektrikum plati, ze ¢ = konst.

Pro izotropni lineadrni dielektrikum muZzeme znovu napsat vySe uvedené vztahy,
které predstavuji tzv. materidlové vztahy:

D=¢cp,E=¢E, (21.34)

P=coyx.E=¢o(c, —1)E. (21.35)

Uvazujme homogenné polarizované linearni dielektrikum tvaru kvadru, jehoz pod-
stavy, majici plochu AS, jsou kolmé na silo¢ary vnéjsiho elektrického pole, které
oznacime E,. V kapitole 21.3 jsme dospéli k zavéru, ze polarizovany objem dielek-
trika se chova jako urcité ekvivalentni rozdéleni plosnych a objemovych vazanych
naboju. Vzhledem k predpokladu, Ze ndmi uvazované dielektrikum je homogenné
polarizované, tj. P = konst., bude hustota objemového vazaného naboje podle
vztahu (21.10) rovna nule, p, = —V - P = 0. Popisovanou situaci si také muzeme
predstavit tak, Ze kladné a zaporné naboje dipélt polarizovaného dielektrika se
v jeho objemu vzajemné vykompenzuji a uplatni se pouze kladné naboje dipolu
tvorici hraniéni rovinu (kladné plosné vazané naboje), ze které silo¢ary vnéjsiho
(polarizujiciho) elektrického pole vystupuji a zaporné naboje tvorici hraniéni ro-
vinu protilehlou (zadporné plosné vazané naboje), do které siloc¢ary vstupuji, viz
obr. 21.8.

Plosnou hustotu kladnych vazanych naboji u polarizovaného dielektrika spoci-

Skvadr = Sp + AS

lEp = —Epn

Obrazek 21.8: Elektrické pole v homogennim polarizovaném dielektriku.
tame podle vztahu (21.11):
of =P-n= P = konst. . (21.36)

Plosné vazané naboje vytvari uvnitt dielektrika polarizac¢ni elektrické pole Ep,
které méa smér opacny nez vektor elektrické polarizace P, viz obr. 21.8. Velikost
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polarizac¢ni intenzity ur¢ime pomoci Gaussova zékona (20.52). Horni podstavu die-
lektrika o plose AS s kladnymi plosnymi vazanymi naboji uzavieme plochou kva-
dru Skysdr, pricemz plocha podstavy tohoto kvadru se shoduje s velikosti podstavy
tohoto polarizovaného dielektrika. Tato plocha kvadru uzavira celkovy kladny va-
zany naboj ¢, = o AS = P - nAS. Ze zavéru kapitoly 20.6 je ziejmé, Ze vektor
polariza¢ni intenzity Ep vytéka pouze spodni podstavou zvolené uzaviené plochy
o velikosti AS, pricemz je tento vektor kolmy k podstavé, viz obrazek 21.8. Tedy
z Gaussova zakona v integralnim tvaru dostavame:

v *AS P-nAS
#Ep-dsEp//dSEpasq—“v =2 (21.37)
€o €o €o
S AS
Odtud je mozné pro velikost intenzity polariza¢niho pole psét:
P nAXS P.
EpAS = — 222 BEp=—"2 (21.38)
o €o

Chceme-li si vyjadrit vektor intenzity polariza¢niho pole, pak miizeme na zakladé
obr. 21.8 psat:
Ep = EpE}, = Ep(—n) = —Epn. (21.39)
Za Ep sem dosadime ze vztahu (21.38):
=1

=
Pn- P

nn_ - (21.40)
) o

Ep = —EpH: —

Pro vyslednou intenzitu elektrického pole v dielektriku E, s ohledem na vztah

(21.40), dostavame:
P

E—-E +Ep—E,— — . (21.41)
€o
Do této rovnosti dosadime za vektor polarizace materialovy vztah (21.35):

%(Er - 1)E

E-E, — —E,—cE+E. (21.42)

Odtud si mizeme vyjadrit vztah pro vysledné elektrické pole v dielektriku jako

E
E=—". (21.43)

Er
Z tohoto vztahu je zfejmé, Zze vysledné elektrické pole v linearnim izotropnim
dielektriku je e,.-krat slabsi nez vnéjsi elektrické pole, ve kterém se dielektrikum

nachéazi.

Poznamka

V dielektriku se sily mezi naboji zmensi e,-krat. Zvlast vyrazné se tato vlastnost
projevuje u vody a tim se vysvétluje i velkd disocia¢ni vlastnost vody. Pfi roz-
pousténi soli, jejichz molekuly maji iontovou vazbu (napt. NaCl, CuSOy) ve vodé,
se elektricka sila mezi ionty (napf. Na®, C17) ve vodé zmensi piiblizné 80-krat, a
to vyvola rozpad molekuly na samostatné ionty. Timto vzniké elektrolyt, ktery je
schopen volnymi kladnymi a zapornymi ionty zprostiedkovat vedeni elektrického
proudu.
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Latka typ Er
hélium nepolarni | 1,000065
vodik nepolarni | 1,00025
vzduch nepolarni | 1,00060
oxid uhli¢ity | nepolarni | 1,00097
olej nepolarni 2,24
benzen nepolarni 2,28
skla nepolarni 4 -7
chlorid sodny | nepolarni 6
ethanol polérni 25,0
nitrobenzen polarni 35,7
voda polarni 80,1

Tabulka 21.1: Relativni permitivita vybranych dielektrik.

21.4.1 Elektrostatické pole na rovinném rozhrani dvou die-
lektrik

Uvazujme rovinné rozhrani dvou linearnich izotropnich dielektrik s relativnimi
permitivitami €, a €,0. Jak vektor elektrické intenzity E, tak vektor elektrické
indukce D, rozlozime na normélovou a te¢nou slozku vzhledem k rozhrani uvazo-
vanych dvou dielektrik, viz obr. 21.9 a 21.10. Budeme vySetfovat, jak se budou
slozky téchto vektori ménit pri prechodu z jednoho dielektrika do druhého.
Nejdiive se zamérime na slozky elektrické intenzity. K tomuto tcelu sestrojime
v tésné blizkosti rozhrani uzavienou drédhu ve tvaru tzkého obdélniku ABCD.
Protoze elektrostatické pole je polem konzervativnim, tak bude platit:

]{ E-dr=0. (21.44)
ABCD

Integral v tomto vztahu rozepiSeme na ¢tyfi integraly podél jednotlivych stran
uvazovaného obdélniku, pficemz budeme uvazovat, ze vektory intenzity elektric-
kého pole pro obé dielektrika budou mit slozky E; = E; + E,; a Es = Ey + E,»
(viz obr. 21.9):

B C D A
/ Eﬂd?"+/ EnldT—/ EthT—/ Enldr =0. (2145)

A B C D



Obrazek 21.9: Slozky vektoru elektrické intenzity na rozhrani dvou rovinnych die-
lektrik.

Protoze vysetifujeme pole v tésné blizkosti rozhrani, pak v limitnim piipadé BC' —
0 a DA — 0 muzeme integraly s normélovymi slozkami vektoru elektrické inten-
zity (tedy druhy a étvrty integral) v rovnici (21.45) polozit rovny nule, takze

dostavame:
B D
/ Eﬂd’l” — / Eth’l" =0. (2146)
A c

Vzhledem k tomu, ze délky stran obdélniku mezi body AB a C'D se rovnaji, tak
odtud vyplyva:
By = Ep . (21.47)

Tedy muzeme konstatovat, ze velikost tecné slozky intenzity elektrického pole se
na rozhrani dvou dielektrik neméni.
S ohledem na vztah (21.33) lze vysledek (21.47) pfepsat:

Obréazek 21.10: Slozky vektoru elektrické indukce na rozhrani dvou rovinnych
dielektrik.
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P _ Do (21.48)
€0€r1 E0€r2 .
a odtud dostavame D
Zn_ S (21.49)
Dy, Er2

tedy velikost tecné slozky vektoru elektrické indukce se na rozhrani dvou dielek-
trik skokové zméni v poméru odpovidajicich relativnich permitivit.

Nyni vySetiime, jak se zméni normalové slozky vektoru elektrické indukce pti
prechodu z jednoho dielektrika do druhého. Za timto tcelem na rozhrani uva-
zovanych dielektrik zvolime uzavienou plochu S, ve tvaru valce, jehoz podstavy
budou rovnobézné s rozhranim. Budeme-li predpokladat idealni dielektrikum, po-
tom v ndmi uvazované uzaviené plose se nenachazi zadny volny naboj, takze podle
vztahu (21.25) dostaneme

#D-dszo. (21.50)
Sy

Integral na levé strané této rovnice rozepiSeme na tok vektoru elektrické indukce
D zakladnami valce AS a tok plochou jeho plasté Sp:

—//Dn1d8+//D-dS+//Dn2dS ~0. (21.51)
AS Sp1 AS

U prvniho integralu je znaménko minus, protoze elektricky indukéni tok vstu-
puje spodni zakladnou do uzaviené plochy®. Dale pfedpokladejme, Ze se zakladny
valce AS neomezené blizi k rozhrani, tj. h — 0, a tedy S, — 0. Diky tomuto
predpokladu je mozné integrél pro tok elektrické indukce plastém vélcové plochy
(prostiedni integral) polozit roven nule, takze dostavame:

—//Dn1d5+//Dn2dS =0. (21.52)
AS AS

Jelikoz zaklady valce jsou stejné velké, tak odtud vyplyva:
D,y =D,y . (21.53)

Odtud muZeme konstatovat, Ze normaélova slozka vektoru elektrické indukce se
na rozhrani dvou dielektrik nemén.
Opét pomoci vztahu (21.33) prepiSeme tuto rovnost:

goer1 L = €0€r2 L2 (21.54)
a odtud dostavame: g
nl Era
= — . 21.55
En2 Erl ( )

7 tohoto vztahu lze vidét, Ze velikost normalové slozky vektoru elektrické intenzity
se na rozhrani dvou dielektrik méni skokem a to v obraceném poméru relativnich
permitivit.

Odtud je zfejmé, ze v pripadé, kdy elektrické pole neni kolmé k rozhrani dvou
dielektrik, dochéazi k lomu elektrickych silocar i elektrickych indukénich car.

5D,; -dS = D,;; - ndS = D,,;;dS cosm = —D,,1dS.
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21.4.2 Vlastnosti dielektrik

Mezi nelinearni dielektrika patii skupina krystalickych latek zvané feroelektrika.
Feroelektrika se chovaji v elektrickém poli obdobné jako feromagnetické latky v
magnetickém poli. U téchto dielektrik pozorujeme ve feroelektrickém stavu velmi
vysoké hodnoty relativni permitivity (g, = 103 —10*). Relativni permitivita téchto
latek velmi vyrazné zavisi na sméru (anizotropni dielektrikum) a teploté. Relativni
permitivita se méni také v p¥ipadé ¢asové proménnych elektrickych poli®. Mezi fe-
roelektrika patii napt. Seignettova sil (vinan sodnodraselny NaKC,H,04.4H50),
fosforeénan draselny (KH,PO,), titani¢itan barnaty (BaTiOs) aj. Feroeletrické
latky maji doménovou strukturu, tj. obsahuji oblasti (domény), ve kterych jsou
elementarni dipolové momenty rovnobézné, tedy tyto oblasti se vyznacuji spon-
tanni (samovolnou) vnitini elektrickou polarizaci. Ve feroelektrickém stavu jsou v
latce celé oblasti spontéanni elektrické polarizace. Feroelektricky stav trva jen pod
tzv. Curieovou teplotou, pii jejim prekroceni prechazi latka do paraelektrického
stavu a jeji permitivita prudce klesd”. Ve feroelektrickém stavu se u téchto latek
pozoruje elektrickd hystereze, kterd se pfi kruhové zméné intenzity elektrického
pole E projevi hysterezni smyckou zavislosti P(FE).

Nekteré feroelektrické latky, jako je smés pryskyfice a vosku, karnaubsky vosk,
organické sklo aj., polarizované silnym elektrickym polem v tekutém stavu, si po-
drzuji konstantni hodnotu vektoru polarizace i bez elektrického pole, nechame-li
je ztuhnout v tomto polarizovaném stavu. Takovéto latky nazyvame elektrety a
predstavuji obdobu permanentnich magnetii.

P1i pusobeni elektrického pole na iontové krystaly dochazi pfi polarizaci krys-
talu také k deformaci krystalové miizky a tim ke zméné rozméri krystalu. Tento
jev nazyvame elektrostrikci nebo také obréacenym piezoelektrickym jevem. Elek-
trostrikce se vyuziva zejména pro generovani ultrazvukovych poli a v krystalovych
elektronickych oscilatorech.

Piezoelektricky jev pozorujeme pii mechanickém namahani (tlakem, tahem, ohy-
bem) nékterych krystali, coz vede ke zméné elektrické polarizace krystalu, ktera se
projevi jako indukovany povrchovy elektricky naboj, ¢imz vznikne mezi deformo-
vanymi plochami elektrické napéti. Povrchova hustota naboje u piezoelektrickych
krystalii je tmérné mechanickému napéti, kterému je krystal vystaven. Piezoelek-
tricky jev se projevuje jen u téch krystald, kde elementarni krystalova buiika neni
elektricky symetricka. Takovou latkou jsou vSechny krystaly ve feroelektrickém
stavu nebo napt. kiemen (SiOs). Pomoci piezoelektrického materialu dochéazi k
preméné mechanické energie na elektrickou, ¢ehoz se vyuziva k detekci deformaci,
pohybu, sil; tlaku ¢ vibraci zpracovanim vytvofeného elektrického signalu.

U nékterych dielektrik se miizeme setkat i s pyroelektrickym jevem. Zahfejeme-li
takovéto dielektrikum (napf. turmalin), tak u ného dojde k objemovym zménam
a na dielektriku se objevi povrchové naboje.

6Napiiklad u vody pii velmi vysokych frekvencich dochézi k poklesu relativni permitivity az
na hodnotu cca 1,77.

"Existuji i feroelektrika, ktera nemaji Curieovu teplotu (bod) a nachézi se ve feroelektrickém
stavu az do teploty tani.
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21.5 Vodice v elektrostatickém poli

V ramci této kapitoly budeme vySetifovat chovani vodic¢u vlozenych do elektrosta-
tického pole, pricemz budeme predpokladat, Ze se jedna o vodice dokonalé. Doko-
nalym (idealnim) vodi¢em rozumime material obsahujici zcela volné nosice elek-
trického naboje. I kdyz dokonaly vodi¢ predstavuje idealizaci skute¢nych vodici,
existuje fada latek, které muzeme povazovat za témér dokonalé vodice, takze nase
zaveéry tykajici se dokonalych vodi¢ti mizeme aplikovat i na vodice realné, a tedy
nebudeme mezi nimi rozlisovat.

Vlozime-li vodi¢ do vnéjsiho elektrostatického pole E,, tak se volné néboje
zacnou vlivem tohoto pole pohybovat, kladné naboje na jednu stranu a zdporné
naboje na stranu opacnou (ve skutecnosti v kovech, jako reprezentantech témér
dokonalych vodici, se pohybuji jen elektrony, ¢imz na jedné strané vodi¢e budou
prevazovat kladné naboje jader jinak elektricky neutralnich atomi, takze efekt
je vlastné stejny, jako kdyz uvazujeme soucasné pohyb zapornych a kladnych
naboji). Jakmile naboj dosdhne povrchu vodice, za¢ne se zde hromadit (pfedpo-
kladame, Ze elektricky naboj nemuzZe opustit vodic), tedy kladny naboj na jedné
strané a zaporny naboj na strané druhé, viz obr. 21.11. Tim Ze se na vnit¥nim po-
vrchu vodice naindukuji elektrické ndboje, dojde ke zpolarizovani vodic¢e a uvnitf
vodice vznikne elektrické pole, které je opacné orientované k poli vnéjsimu, E;.
Mizeme také Tici, Ze se ve vodi¢i indukuje elektricky dipélovy moment oriento-
vany souhlasné se smérem vnéjstho elektrického pole. Pohyb elektrickych naboju
bude pokracovat tak dlouho, dokud makroskopické elektrické pole uvnit¥ vodice
zcela nevykompenzuje vnéjsi elektrické pole. Vysledkem tedy je, Ze elektrické pole
uvniti vodice zcela vymizi (pouze uvnitf vodice), neboli intenzita elektrického pole
E = E, + E; = 0 uvnitt vodice. Popsany jev se nazyva elektrostaticka indukce.
Vné vodic¢e bude samoziejmé elektrické pole nenulové.

Naboje na povrchu vodice se rozloZi témér okamZité (cca 10712 s), takZe mizeme

|
[
+ + + + 4+ + + +

é
E (o]

Obréazek 21.11: Elektrostatickéd indukce ve vodiéi.

elektrické pole povazovat opét za elektrostatické. Dojde-li ke zvétSeni vnéjsiho
elektrického pole, tak vodi¢ opét poskytne elektrické naboje, které se budou hro-
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madit na jeho povrchu, ¢imz dojde opét k vykompenzovani elektrického pole uvnit
vodice. Bude-li vnéjsi pole nehomogenni, potom indukovany elektricky dipélovy
moment bude orientovan ve sméru tohoto pole a vodi¢ bude vtahovan do oblasti,
kde je vnéjsi pole silnéjsi.

Je-li E = 0, pak z Gaussova zakona (20.60) pfimo vyplyva, ze uvniti vodice je
objemova hustota elektrického nédboje nulova (objemova hustota kladného a za-
porného naboje je ve vSech mistech vodice stejna), p = 0. Také odtud vyplyva, Ze
ve vodi¢i se nachazi stejné mnozstvi kladného i zaporného naboje, takze celkovy
naboj je roven nule. Pak i mnozstvi indukovaného kladného i zaporného néboje je
stejné, takze jejich soucet je roven nule. Naboj na plose je rozmistén tak, aby mini-
malizoval svoji potencialni energii a dosahl elektrostatické rovnovahy. V dusledku
silového ptisobeni povrchovych nédboju vznikd na povrchu vodice mechanické na-
péti.

Uvazujme jakékoliv dva body o polohovych vektorech r; a ry, které se nachazi
bud uvnitf nebo na povrchu vodi¢e. Potom bude pro rozdil potencialia (20.94)
platit®

ry
o(re) — p(ry) = —/ E-dr=0, (21.56)
r
tedy
o(rs) = p(r1) . (21.57)

Odtud vyplyvé, ze vodi¢ méa v celém svém objemu stejny elektricky potencial,
a tudiz povrch vodice je ekvipotencidlou, takze intenzita elektrostatického pole,
a tedy i silo¢ary, jsou kolmé k povrchu vodiée®, viz kapitola 20.3. Tedy silo¢ary
elektrostatického pole vstupuji zvnéjsku kolmo k povrchu vodice tam, kde je sou-
stfedén zaporny plosny néboj, a vystupuji opét kolmo k povrchu tam, kde je
soustfedén kladny plosny naboj.

Priblizime-li k nenabitému vodic¢i elektricky naboj, pak se bude tento naboj s
vodi¢em vzajemné pritahovat. Tato skutecnost je dana tim, Ze pfilozeny naboj
vytvaii elektrostatické pole, ¢imz u vodice dojde k vySe popsané elektrostatické
indukci, takze elektrické pole uvnitf vodi¢e bude nulové, viz obr. 21.12.

Jinad situace nastane v piipadé, Ze se uvnitf vodice nachézi dutina, do které

Obrazek 21.12: Kladny naboj umistény vné vodivé koule.

8Intenzita uvnitf vodice je E = 0.
9Kdyby tomu tak nebylo, méla by intenzita slozku ve sméru povrchu a pfesouvala by po
povrchu néboj, coz by bylo v rozporu s nasi pfedstavou elektrostatické rovnovahy.
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na vnitfnim, tak na vnéjsim povrchu budou indukovat néboje tak, aby uvnit¥
vodice bylo elektrické pole nulové, tj. E = 0, viz obr. 21.13. Budeme uvazovat
uvnitt tohoto vodice uzavienou plochu S, ve které se nachazi i uvazovana dutina
s kladnym elektrickym nébojem, viz obr. 21.13. Protoze intenzita uvnit vodice
je nulové, bude jeji tok uzavienou plochou S roven nule,

#E-dSzO. (21.58)

S

Z Gaussova zakona v integralnim tvaru (20.52) potom plyne, Ze celkovy naboj

Obrézek 21.13: Kladny néboj uvnitf dutiny vodice.

uzavieny v uvazované plose S je roven nule, tedy velikost indukovaného zaporného
naboje na ploSe dutiny ¢, 4 musi byt rovna velikosti kladného nédboje v dutiné, tj.

Unat4=0 = Gua=—¢- (21.59)

Protoze celkovy naboj ve vodici je roven nule, je samoziejmé mnozstvi indukova-
ného mnozstvi kladného naboje ¢, na vnéjsim povrchu vodice rovno mnozstvi
indukovaného zaporného néboje, takze jejich soucet je roven nule.
Odtud je zfejmé, ze

G + g T4 =4 - (21.60)

=0

Tento vysledek nam tika, ze z vnéjsku se ndm vodic¢ jevi jako nabity kladnym
néabojem ¢, takze vné vodice existuje nenulové elektrické pole. Tuto situaci si bu-
deme demonstrovat na piikladu vodice ve tvaru koule, v jehoz dutiné se nachéazi
kladny elektricky ndboj ¢ > 0, viz obr. 21.14. Bez Gjmy na obecnosti umistime
stied koule do po¢atku soufadnic. Ze vztahi (21.59) a (21.60) vyplyva, ze induko-
vany néboj rozlozeny na vnéjsi plose koule ¢ ; = ¢. Tento néboj je stejnomérné
rozloZen po povrchu koule (o = konst.), protoze asymetricky vliv ndboje uvniti
dutiny je zastinén indukovanym nabojem g, na vnitini plose kolem dutiny. V
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kapitole 20.7 jsme vSak dospéli k zavéru, ze timto zpisobem nabita koule vytvari
elektrické pole shodné s polem bodového naboje umisténého do jejiho stiedu.
Tedy elektrické pole (intenzita) nami uvazované vodivé koule s dutinou, ve které
je uvéznén kladny elektricky naboj ¢ je ddno vztahem:

Obrézek 21.14: Kladny néboj uvnitf dutiny vodivé koule.

_ 1 a
_471'607“3 .

E(r) (21.61)
Jedné se o pomérné zajimavy vysledek, ktery lze interpretovat tak, ze nami uva-
zovana vodivéa koule nam jaksi ,zatajuje* informace o dutiné (jeji tvar, umisténi
v kouli) a poskytuje nam jen informaci, Ze obsahuje naboj ¢ > 0.

Preneseme-li na izolovany vodi¢ elektricky naboj (nabity vodi¢), pak se vSechen
rozmisti na vnéjSim povrchu vodice, protoze néaboje stejného znaménka se vza-
jemné odpuzuji. Pfenesenim naboje na izolovany vodi¢ se vytvori elektrické pole
uvnitt vodic¢e. To silové pusobi na volné néboje ve vodi¢i a pohybuje jimi tak
dlouho, az celkové pole uvnit¥ dutiny vymizi (E = 0) a nastane elektrostaticka
rovnovaha (cely déj probéhne velmi rychle). V opaéném piipadé by se ve vodi¢i
v ustaleném stavu pohybovaly volné nédboje z mista na misto a vznikly by timto
,vécné” proudy, které vSak ve vodi¢i neexistuji.

Diky nulovému elektrickému poli uvnitf nabitého vodice bude zfejmé platit, stejné
jako pro nenabity vodi¢ v elektrickém poli, Ze v8echny body vodice, je jedno zda
uvniti ¢ na povrchu, maji stejny potencial'®. ProtoZe uvniti nabitého vodice je
E = 0, pak z Gaussova zékona (20.60) piimo vyplyva, Ze uvnitt vodice je obje-
mové hustota elektrického naboje nulova, p = 0. Zvolime-li Gaussovu plochu S
tésné pod povrchem nabitého vodivého télesa, pak z duvodu, ze E = 0 vsude
uvniti vodice, potom z Gaussova zdkona v integralnim tvaru (20.52) plyne, Ze i
celkovy naboj uvniti této plochy je nulovy. Odtud je ziejmé, Ze privedeny naboj
musi leZzet jen na povrchu vodice, viz obr. 21.15.

Uvazujme nyni pfipad izolovaného vodice s dutinou, na ktery byl priveden kladny

10Tento zavér mizeme zobecnit i na piipad izolovaného nabitého vodi¢e nachézejiciho se ve
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Obrazek 21.15: Gaussova plocha tésné pod povrchem nabitého izolovaného vodice.

naboj. Bude nés zajimat elektrické pole uvnitf jeho dutiny. Je ziejmé, Ze ze stej-
ného divodu jako v pripadé izolovaného nabitého vodice bez dutiny, bude intenzita
v8ude uvnit¥ nulova (mimo dutiny). Vzhledem k tomu, Ze elektrické pole je polem
konzervativnim, bude muset platit, Ze cirkulace vektoru intenzity podél krivky
C, viz obr. 21.16, bude rovna nule. Kfivkovy integral podél uzaviené kiivky C
rozdé€lime na dva kfivkové integraly

2 1
O:?{E-dr:/E-dr—k/ E.-dr. (21.62)
c 1 2

Protoze vime, Ze intenzita elektrického pole je uvnit¥ vodice nulova, bude i nulovy

Obrézek 21.16: Pole uvniti dutiny izolovaného nabitého vodice.

vnéjsim elektrickém poli.
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kiivkovy integral z budu 1 do bodu 2 (prvni kiivkovy integral na pravé strané
rovnosti (21.62)). Vzhledem k tomu, Ze cirkulace vektoru E podél kiivky C je
rovna nule, musi na zékladé rovnosti (21.62) platit, Ze i kiivkovy integral z bodu
2 do bodu 1, tj. po kfivce vedouci dutinou, bude roven nule

1
/ E-dr=0. (21.63)
2

Protoze jsme k danému vysledku dospéli pro libovolnou uzavienou kiivku C, je
rovnice (21.63) splnéna jen za predpokladu, Ze intenzita uvniti dutiny je nulova
(E = 0), a ze na povrchu dutiny se nenachézi zadny elektricky naboj. Odtud
plyne zavér, Ze intenzita uvniti dutiny izolovaného vodice, na ktery byl priveden
libovolné velky elektricky naboj, je vzdy rovna nule.

Vodic¢ s dutinou se nazyvéa Faradayova klec a slouzi k odstinéni citlivych zafizeni.
Protoze i automobil pfedstavuje Faradayovu klec, mizeme se v automobilu citit
relativné bezpeéné!! béhem bourky.

Nyni ur¢ime hodnotu intenzity elektrostatického pole v blizkosti povrchu kladné
nabitého izolovaného vodice. Zvolime uzavienou plochu 5, ve tvaru velmi nizkého
valce s malymi podstavami AS, jehoz osa je kolméa k povrchu vodice. Jedna pod-
stava je umisténa vné vodi¢e a druhé uvnitf. Situace je zachycena na obrazku
21.17, kde v ¢asti je zobrazen Tez vodi¢em vCetné uvazovaného vélce. Vzhledem
k malym rozmérium valce muzeme zanedbat nehomogenitu pole a nehomogenitu
rozlozeni povrchového néboje. Uvnitf uvazované valcové plochy je uzavien cel-
kovy naboj Agq = ¢ AS, kde ¢ je hodnota plosné hustoty v misté valce. Vzhledem
k tomu, ze vSude uvnitf vodice je E = 0, je tok intenzity elektrického pole pod-
stavou ve vodi¢i nulovy. Tok plastém vélce je rovnéz nulovy, nebot silocary jsou
rovnobézné s osou valce. Tok intenzity uvazovanym valcem bude nenulovy jen
podstavou vélce umisténou vné vodice, tedy

EMAS — ASn

4+ + Ht 4+ 4 g

E=0

Obrazek 21.17: Pole v blizkosti povrchu kladné nabitého izolovaného vodice.

Ad, = #E-dS:EAS.
S,
Z Gaussovy véty (20.52) pak plyne:
% _0AS

EAS = . (21.64)
€o o

1Udeii-li blesk do automobilu, tak sice nebudeme usmrceni elektrickym proudem, ale mizeme
byt uvareni.
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Odtud dostavame:

=2 (21.65)
€0

Tento vysledek se nékdy nazyva Coulombovou vétou. Z vysledku plyne, Ze ackoliv
elektrostatické pole vné vodice je vytvareno celkovym rozlozenim néboji na po-
vrchu vodice, je v blizkosti povrchu plné urceno lokalni hodnotou plosné hustoty
naboje.

Na povrchu nabitého vodice, ktery neni kulové symetricky, se naboj nerozdéli
rovnomeérné. Hustota naboje roste se zakiivenim, takze na hrotech a hranach mtze
hustota naboje, a tim s ohledem na vztah (21.65) i intenzita elektrického pole vné
vodice, dosahovat velmi vysokych hodnot. Vzduch se mtize kolem takovychto hroti
ionizovat a dojit ke vzniku koronového vyboje.

21.6 Kapacita vodice a kondenzator

P1i nabijeni vodivych téles mizeme méfenim naboje a potencidlu elektrostatic-
kého pole na jejich povrchu zjistit, Ze rizné vodiva télesa, nabité stejnym nabojem,
maji ruzny potenciél. Tento potencial zavisi na velikosti a tvaru vodivého télesa,
na vzdéalenosti od okolnich vodi¢t a na prostiedi, kterym je vodivé téleso obklo-
peno. V néasledujicich dvou kapitolach se budeme zminénymi zavislostmi zaobirat
podrobnéji.

21.6.1 Kapacita osamoceného vodice

Uvazujme osamocené izolované nabité vodivé téleso s nabojem o plosné hustoté
o, které je umisténo ve vakuu. Celkovy néboj rozlozeny s danou hustotou po plose
vodice je dan vztahem:

q= ﬂo(r’)dS’ , (21.66)
&
kde S’ je uzaviena plocha predstavujici povrch uvazovaného vodivého télesa. Po-
tencial pg(rp) v libovolném bodé P na povrchu vodice (povrch vodice je ekvipo-
tencialou, protoze uvnitf vodice, jak jiz vime, je intenzita elektrického pole nulova)
bude podle vztahu (20.36):

1 o(r) ,
ws(rp) = Tne ﬂhp — ﬂ|dS = konst. . (21.67)
S/

Zvétsime-li k-krat plosnou hustotu naboje, o/ = ko, potom podle vztahu (21.66)
dostaneme:
qd = ﬂa’dS’ = ﬂk odS’ = kq (21.68)
! 5

tedy i ndboj na povrchu vodice vzroste k-krat. Toto k-nésobné zvétseni naboje,
resp. jeho plosné hustoty, bude mit za nésledek i zménu potencialu na povrchu
vodice, tedy

os(rp) = — ﬂ o) g F ﬂ )49 hps(rp) . (21.69)

dreg Jf |rp— 1|~ dweo Jf |rp — 1|
s/ s
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Odtud tedy vyplyva, Ze se i potencial zvétsi k-krat.
7 nalezenych skutec¢nosti lze ucinit zavér, ze celkovy naboj ¢ na osamoceném
izolovaném vodic¢i a potencial na jeho povrchu jsou velic¢iny primo timérné. Tedy
lze psat:

q=Cyps, (21.70)

kde konstanta Gmérnosti C), se nazyva kapacita osamoceného vodice. Jednotkou
kapacity je farad, kterému odpovida znacka F'.

Ve vakuu je kapacita C, je pouze funkci geometrického tvaru vodice.
Vyjadiime-li si kapacitu ze vztahu (21.70):

o, =2

= = (21.71)
Ps

a bude-li potencial na povrchu vodice roven 1 V, je evidentni, Ze v tomto piipadé
bude kapacita ¢iselné rovna néboji, kterym se vodi¢ nabije na potencial 1 V. Odtud
je mozné na kapacitu vodice pohlizet jako na jeho schopnost jimat elektricky
naboj.

Priklad 21.6.1
Jaky polomér R musi mit osamocena nabita vodiva koule, aby jeji kapacita byla
1F?

Reseni:
Potencial povrchu nabité koule je:

_ 1 g
_47T50R’

05 (21.72)

kde ¢ oznac¢ime naboj pfivedeny na vodivou kouli.
Do vztahu (21.71) dosadime:

gvzlz_zliz:zmo}z ~ R= ~9-10° m=9-10° km .

4meg R

47'1'80

(21.73)
Vidime, ze polomér koule by musel byt enormni (vice jak desetinasobek poloméru
Slunce). Z tohoto divodu v praxi obvykle vyjadfujeme kapacitu v podilovych
jednotkéch.

21.6.2 Kapacita dvou vodi¢ua (elektricky kondenzator)

Necht izolovany vodi¢ je nabity nabojem ¢ > 0. Do tésné blizkosti tohoto vodice
umistime druhy vodi¢, ktery je nabity nédbojem —q. Potencial prvniho vodice
(nesouci kladny naboj) ozna¢ime ¢; a potencial druhého vodice oznacime jako
. Takovéto usporadani vodict nazyvame elektrickym kondenzétorem ¢i jen kon-
denzéatorem a jednotlivé vodi¢e nazyvame elektrodami. Mezi témito elektrodami
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je soustiedéno elektrické pole. Kapacitu kondenzéatoru C' pak definujeme, nezavisle
na jeho tvaru, vztahem:
_ q _ 4

$1— P2 U’
kde U je napéti mezi elektrodami kondenzatoru, viz (20.95).
Jednotlivé kondenzéatory se lisi tvarem elektrod, takze muzeme rozlisovat napf.
kulové, deskové ¢i valcové kondenzétory.
Standardem je tzv. deskovy kondenzator, ktery se sklada ze dvou vzajemné rov-
nobéznych vodivych desek (elektrod) o plose S. Tyto desky jsou od sebe vzdaleny
d, viz obrazek 21.18. Predpoklddame, Zze plocha desek je dostatecné velka a vzda-
lenost mezi nimi natolik mala, Ze muZzeme zanedbat vliv ostatnich elektrickych
poli. V pripadé dostatecné velkych ploch uvazovanych desek se témér veskery
naboj shromazdi na jejich vnitfnich sténach. Ze zavéru kapitoly 20.6 miizeme
konstatovat, ze elektrické pole je soustfedéno pouze v prostoru mezi deskovymi
elektrodami. Diky pfedpokladu, ze desky se nachéazi v tésné blizkosti, miizeme
elektrické pole mezi deskami povazovat za homogenni. Pouze v mistech, kde silo-
¢ary opoustéji prostor mezi elektrodami se projevuji tzv. okrajové jevy, které pii
dalsich tvahach zanedbéme.
Velikost intenzity mezi deskami kondenzatoru uréime pomoci Gaussova zakona

c (21.74)

okrajovy jev

Obrézek 21.18: Deskovy kondenzétor.

(20.52), pficem? za uzavienou plochu budeme povazovat plochu kvadru, jejiz dvé
stény maji plochu rovnou ploSe S uvazované desky. Uvnitf této uzaviené plochy
se nachazi kladné nabita deska (viz obr. 21.18):

ﬂE-dS:Eszi, (21.75)

Skvédr

odtud
E=—. (21.76)
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Pomoci nalezené intenzity mezi deskami kondenzéatoru spocitdme podle vztahu
(20.34) mezi nimi napéti:

ro qd
U:gol—gz)Q:/ E-dr=Ed=—. (21.77)
SEO

rp
Dosazenim tohoto napéti do vztahu pro kapacitu kondenzatoru (21.74) dostaneme:

4 _ 4 S

€0

C =

Prostor mezi elektrodami kondenzatoru byva ¢asto vyplnén dielektrikem, které dle
vztahu (21.43) zeslabuje intenzitu elektrického pole e,-krat, takze je nutné v ta-
kovém pripadé vynasobit kapacitu kondenzatoru spocitanou pro vakuum relativni
permitivitou ¢, pouzitého dielektrika, tedy

S S
C = €ocry =€ - (21.79)

21.6.3 Energie elektrostatického pole pro materidlové pro-
stredi a elektricka energie kondenzatoru

V kapitole 20.9.3 jsme nalezli vztah pro energii elektrostatického pole (20.117)
pro piipad bezmateridlového prostiedi (vakuum). V pfipadé, Ze budeme uvazo-
vat volné elektrické naboje, které jsou rozlozené v dielektriku, potom budeme
postupovat analogickym zpusobem. TakZe i v tomto piipadé vyjdeme ze vztahu
(20.110), ve kterém v8ak vyjadiime hustotou volného elektrického naboje pomoci
vztahu (21.21). Poté pouzijeme stejnych tprav i uvah, ¢imz dospéjeme ke vztahu:

1
W, = 5// E-DdV . (21.80)

Cely
prostor
Odtud pro objemovou hustotu elektrické energie mizeme s pouzitim vztahu (21.20)
psat:
1

1
we=3;E-D= 5(50E2+E-P). (21.81)

K nabiti kondenzatoru musi byt vykonana prace vnéj$im ptsobenim (vnéjsimi si-
lami). Abychom nabili kondenzator, tak musime odejmout elektrony z jeho kladné
elektrody a pfrenést je na jeho elektrodu zapornou. Elektrické pole, které se pfitom
vytvari v prostoru mezi nimi, méa takovy smér, ze brani dalsimu pfenosu naboje.
Cim vetst naboj se shromazduje na elektrodach kondenzéatoru, tim vice prace je
nutné vykonat k prenosu dalsich elektront. V praxi tuto préaci uskutec¢nime nej-
Casté€ji baterif na tukor jeji chemické energie. Préace, ktera byla potifebné k nabit{
kondenzéatoru, je obsaZena v elektrickém poli mezi jeho elektrodami ve formé elek-
trické potencialni energie, pfipadné muzeme konstatovat, ze odpovida potencidlni
energii naboji na elektrodach kondenzatoru. Tuto energii mizeme uvolnit vybi-
tim kondenzatoru.

Pfi hledani energie deskového kondenzatoru (energie elektrického pole mezi jeho
deskami) muzeme vyjit ze vztahu (21.85) s tim, Ze mezi jeho deskami uvazujeme
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homogenni izotropni linearni dielektrikum, a Ze elektrické pole se nachazi pouze
mezi jeho deskami a je homogenni, pficemz desky kondenzatoru vymezuji objem
Vion, tedy pii pouziti materidlového vztahu (21.34) muZeme psat:

W,,:%// E-DdV:%///EQdV:g///EQdV:

Cely Cely Vion

1
%EQ /// dV = eE*Sd. (21.82)

Vkon
~—
=5d
Vysledny vztah upravime tim, Ze ho vynasobime vzdalenosti desek a zaroven ho
i touto vzdalenosti podélime:

E%d? . (21.83)

Ze vztahu (21.77) vime, 7ze U = Ed, coz pouzijeme k finalni upravé vysledku
(21.83), ¢imZz dostaneme vztah pro energii elektrického pole nachézejiciho se mezi
deskami kondenzatoru (energie kondenzétoru)

1
W, = §CU2 : (21.84)

K nalezeni vztahu (21.84) miZeme dospét i jinym zpisobem a to tim, Ze spoc¢itame
préci, kterou je tfeba vykonat k nabiti kondenzatoru nabojem gq.
Predpokladejme, Ze v ur¢itém okamziku byl pfemistén elektricky naboj ¢’ z jedné
elektrody na druhou. Napéti U’ mezi elektrodami v tomto okamziku bude dle
vztahu (21.74) ¢'/C. Jestlize premistime dalsi infinitezimalni naboj d¢’, musime
na to vynalozit praci rovnajici se prirtistku potencialni energii elektrického pole.
Tuto praci uréime pomoci vztahu'?:

dW, = U'dq = %dq’ . (21.85)

Prace pottebna k preneseni celkového naboje ¢ pak odpovida celkové elektrické
energii pole mezi deskami kondenzatoru:

g =L [Mqag = 2 (21.56)
W, :/dW :/ U'dq = —/ ddqd = — . 21.86
p r= ) c Jy 20

Tento vysledek muzeme déle upravit pomoci vztahu (21.74):

1
W, = 5CU2 : (21.87)

2Pfipomeiime, Ze napéti U odpovida &iselné praci vykonané na pieneseni jednotkového naboje
mezi uvazovanymi body.
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Kapitola 22

Elektrodynamika

Elektrodynamika se zabyvé elektrickymi a magnetickymi poli a interakcemi zpt-
sobenymi makroskopickymi distribucemi elektrickych naboji a proudd. V této
kapitole zapo¢neme studovat jevy, které nastavaji pti premistovani naboje. To
znamena, ze se budeme zabyvat jednak popisem samotného pohybu zdrojového
naboje, jednak budeme studovat jeho pfi¢iny a fyzikalni projevy. Od elektrostatiky
prejdeme tedy k elektrodynamice.

22.1 Elektricky proud a hustota proudu

V makroskopickém pojeti rozumime elektrickym proudem usporadany pohyb
nosicu elektrického naboje (elektrickych naboji). Aby se mohly tyto naboje pohy-
bovat, musi se jednat o ndboje volné. S volnymi elektrickymi ndboji se setkavame
v latkach, které nazyvame vodice, pricemz vodi¢e mohou mit nositele ndboje jed-
noho znaménka (napf. elektrony v kovech) anebo obojich znamének (napf. kladné
a zaporné ionty v elektrolytech ¢ ionty a elektrony v ionizovanych plynech). Vy-
tvorit elektricky proud muzeme i oddélenim nosica elektrického naboje od latky,
které se pak mohou pohybovat ve vakuu nebo zredénych plynech. K samovolnému
usporadanému pohybu nosici elektrického ndboje nedochazi. Nosice elektrického
naboje v latkach jsou sice v neustalém pohybu, avsak tento pohyb je statisticky
neusporadany, chaoticky, takze z makroskopického pohledu nelze hovofit o uspo-
rfadaném pohybu elektrického naboje, viz 22.1.

Z moznych vodi¢t maji nejvétsi vyznam polykrystalické latky s kovovou vazbou
zvané kovy. Kovy se vyznacuji tim, Ze kazdy jejich mikroskopicky monokrystal
mé pevnou krystalovou miiz sestavajici se z kladnych iontii. Mezi ionty krysta-
lové miize se pohybuji volné elektrony rychlostmi, jejichz velikosti i sméry jsou
statisticky proménné. Tyto elektrony jsou v neustalém neusporadaném (chaotic-
kém) pohybu. Stfedni hodnota vektoru rychlosti v8ech elektroni je nulova, kdezto
stfedni rychlost urc¢itého elektronu zavisi na teploté daného kovu. Elektrony konaji
tepelny (chaoticky) pohyb, pficemz velikost rychlosti tohoto pohybu je o nékolik
rada veétsi nez je velikost rychlosti kmitani iontt v krystalové miizi. Horni mez
tepelného pohybu volnych elektroni je zhruba 10 m/s.

Pfipojenim vodice k vnéjsimu zdroji elektrického pole (napf. realizované galva-
nickym ¢lankem), za¢ne ptavodné statisticky neusporadany pohyb volnych nosic¢a
naboje vytvaret usmérnény pohyb. U kladnych nosi¢ti nédboje je jejich usmér-
nény pohyb orientovan shodné s elektrickym polem, u zapornych nosi¢i naboje
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Obrazek 22.1: Neusporadany pohyb nosice kladného naboje.

je tento pohyb orientovan opacné. Timto vznikid vySe zavedeny makroskopicky
elektricky proud. V pripadé, ze vodic¢ obsahuje nosic¢e naboje obou polarit, budou
se tyto nosi¢e pohybovat soucasné, ale ve vzajemné opacnych smérech. Je zvy-
kem smér proudu definovat souhlasné se smérem uspotradaného pohybu kladnych
nosicu elektrického naboje. Takto zavedeny smér proudu nazyvame technickym
smérem proudu a jeho zavedeni mé historické duvody. Tedy u kovovych vodici je
smér proudu volnych elektronti opacny nez je jeho technicky smér.

Elektricky proud znaéime zpravidla' jako I a zavadime ho nasledujici tivahou.

S
nﬂ
-—=
—_—
® -
-—=
&— -~
-
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9

Obrazek 22.2: Pruchod nosi¢u kladného a zaporného naboje orientovanou plochou.

Uvazujme orientovanou plochu S = Sn, kterou prochazeji elektrické néboje, viz
obr. 22.2. Predpokladejme, Ze za ¢as At projde touto plochou v kladném sméru
kladny naboj Ag, a soucasné v zaporném sméru (proti orientaci uvazované plo-
chy) projde zaporny naboj —Agq_. Pak celkovy naboj Ag, ktery za ¢as At projde
orientovanou plochou S je

Ag=Aqi — (-Aq-) = Agy + Aq- . (22.1)

7 tohoto vysledku je patrné, Ze prichod zaporného naboje orientovanou plochou
S v zaporném smeéru je ekvivalentni priuchodu kladného naboje v kladném sméru.

1V teorii obvodi se znacky I pouziva pro oznaceni velikosti proudu, ktery je v ¢ase neménny,
kdezto pro okamzitou hodnotu ¢asové proménného elektrického proudu se pouziva znacka i.
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Hodnota prumérného elektrického proudu je dana vztahem:

_ Aq
I=— 22.2
At (22.2)
kde Aq predstavuje mnozstvi naboje, které proslo plochou S za dobu At.
Okamzity proud uvazovanou plochou S definujeme vztahem:
Aqg dg

I = lim =

— = . 22.
At—0 At dt (22.3)

Odtud muzeme konstatovat, ze velikost elektrického proudu udava mnozstvi né-
boje, které protece uvazovanou plochou za jednotku casu.

Jedné-li se o ustaleny (stacionéarni, tj. ¢asové neproménny) elektricky proud, po-
tom ho lze vyjadrit vztahem:

=1 (22.4)

kde ¢ je celkovy néboj, ktery prosel orientovanou plochou S za cas t.
V soustavé SI je jednotkou elektrického proudu ampér a znac¢ime ho A.
Proud I je skalarni veli¢ina, kterda mize nabyvat jak kladnych, tak zapornych hod-
not. Prochéazeji-li orientovanou plochou S v kladném sméru (ve sméru orientace
plochy) nosi¢e kladného naboje, ¢i v opaéném sméru nosi¢e zaporného naboje,
pak proud I nabyvé kladné hodnoty. AvSak v pripadé, Ze nosice kladného naboje
prochézeji orientovanou plochou S v zaporném sméru, nebo nosice zaporného na-
boje v kladném sméru, potom je proud I zaporny, viz obr. 22.3.

Elektricky proud I predstavuje veli¢inu, ktera nevystihuje rozlozeni proudu po

Obrazek 22.3: Urcovani znaménka proudu.

uvazované plose S, ani smér pohybu nosi¢t elektrickych nabojui. Z tohoto divodu
se zavadi vektorova veli¢ina hustota proudu, kterou znacime j. Jestlize si v libovol-
ném misté plochy S zvolime orientovanou elementarni plosku dS (viz obr. 22.4),
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potom proud touto elementérni ploskou je dén vztahem
dl =j-dS=j-ndS =jdScosa, (22.5)

kde « je thel mezi vektory j a dS.
Z rovnice (22.5) plyne pro velikost hustoty proudu

Obrézek 22.4: Tok hustoty proudu j plochou S.

dr|d]|
~ dScosa  dS,’

J (22.6)
dS| = |dS cos a predstavuje velikost primétu orientované elementéarni plosky dS
do roviny kolmé k vektoru hustoty j v daném misté. Na zakladé vztahu (22.6) lze
tedy Tici, ze velikost hustoty proudu je ¢iselné rovna velikosti proudu prochéazeji-
citho kolmou plochou jednotkové velikosti.

Pro celkovy elektricky proud I plochou S muZeme na zékladé vztahu (22.5) psat,

" I://j(r)-dS. (22.7)

Odtud lze konstatovat, ze proud I je tokem vektoru hustoty proudu j plochou S.
V pripadé, ze j = konst. a plocha S je plochou rovinnou, potom

I=j-S=jScosa. (22.8)

Podobné jako v mechanice tekutin si miiZeme zavést proudové ¢ary a proudové
trubice a pomoci nich popisovat tok (proudéni) elektrickych naboju, resp. jejich
nosic¢t. V kazdém bodé prostoru, kterym prochézi elektricky proud, lze stanovit
hustotu proudu j a mluvime tak o proudovém poli. Proudové pole je vektorové pole
hustoty proudu j. Vektorové c¢ary tohoto pole nazyvame proudové ¢ary. Proudova
¢ara je prostorové kfivka vedena tak, ze v kazdém jejim bodé souhlasné oriento-
vana tecna ma smeér vektoru proudové hustoty j v tomto bodé. Svazek proudovych
¢ar tvori proudovou trubici.

Vzhledem k tomu, Ze elektricky proud muze téct i po dané plose, zavadime tzv.
linedrni hustotu proudu & timto vztahem:

dI=¢-dl=¢- ndl, (22.9)
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Obréazek 22.5: Linearni hustota proudu.

kde dl element délky néjaké kiivky C na proudové plose, ktera je protinana prou-
dem, a vektor n je jednotkovym normélovym vektorem k dané kiivce v uvazova-
ném bodé, viz obr. 22.5.

Abychom si ukazali, jak souvisi hustota proudu s veli¢inami charakterizujicimi
usporadany pohyb stejnych nosic¢i elektrického naboje, budeme nejprve predpo-
kladat, ze proud je zpusoben usporadanym pohybem kladnych naboju, které jsou
v blizkém okoli orientované elementarni plosky dS rozloZeny s objemovou hustotou
P+ = nqo, kde n je koncentrace nosi¢tt naboje (pocet nosic¢i naboje v jednotko-
vém objemu) a gy > 0 je velikost naboje, ktery nesou (predpokladame, Ze nosice
nesou stejny naboj). Uvazované nosice elektrického naboje prochazeji elementarni
plogkou rychlosti v, (jedna se o stfedni rychlost volnych nosi¢i naboje). Za dobu
dt projdou elementarni orientovanou ploskou dS vsechny naboje z elementarniho
objemu (nosi¢e naboje mimo tento objem to nestihnou):

dV = vy -dSdt = vy dScosa dt = vidS dt (22.10)
=ds,

jejichz velikost odpovida néboji:

+
Vi ¢
+— Vi
Vi
0—>V+
v s
._V_:
vodt
+ dV =v,.dS,  dt

Obrazek 22.6: Pruchod nosicu néaboje orientovanou elementarni ploskou.

dg = p+dV = prvidSdtcosa. (22.11)
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Elektricky proud, ktery ktery se uskutecéni orientovanym elementem plochy d.S je
tedy podle vztahu (22.3):

d
dl = d—Z =pyvy-dS=p,v,dScosa. (22.12)
Porovnanim se vztahem (22.5) dostaneme, Ze?:

Jir = p+Ve =nqovy . (22.13)

Move

néboje, které budou v okoli elementarni plosky dS rozlozeny s objemovou hustotou
p— = —ngqp, potom analogickym zpiisobem jako v ptripadé nosi¢i kladného naboje
dospéjeme ke vztahiim:

dg = p_dV = p_v_dSdtcosa , (22.14)
dg
dl = il ZACh dS =p_v_dScosa, (22.15)

kde v_ je rychlost, kterou uvazované nosice prochéazeji danou elementérni ploskou.
Opét porovnanim se vztahem (22.5) dostaneme:

Jj_=p-v_=—ngv-. (22.16)

Protoze objemova hustota p_ je zaporna a vektor rychlosti v_ ma opac¢nou ori-
entaci jak vy, pak je zfejmé, ze j_ = p_v_ = —ngyv_ ma stejnou orientaci jako
vektor j, . Odtud plyne, Ze vektor hustoty proudu mé vzdy souhlasnou orientaci
jako vektor stfedni rychlosti kladnych nosi¢i elektrickych naboji.

Bude-li proud d[ zpiisoben soucasnym usporadanym pohybem kladnych i zapor-
nych naboji, pak pro hustotu proudu bude platit, ze

J=iytio=pvitpvo=povi tp o v =

ngovs v — ngov—v? = ngo(vy +v- )V, (22.17)

kde v§ a v? jsou odpovidajici jednotkové vektory.
Vysledek (22.17) je moZné zobecnit pro piipad, kdy je proud vytvéaren vice druhy
naboju velikosti qo, s riznymi koncentracemi n,, a rtiznou rychlosti v,. V takovém
piipadé muzeme pro objemovou hustotu elektrického nédboje a hustotu proudu
psat, ze

P= Goala , (22.18)

J=> toanaVa - (22.19)

Ze vztahu (22.18) je zfejmé, ze muZe nastat piipad, kdy celkova hustota naboje
bude nulova tim, ze hustota kladnych a zapornych naboju bude stejna. Avsak
hustota proudu miize byt v takovém piipadé nenulova, jestlize se nosice kladnych
a zapornych nédboju pohybuji riznymi usporddanymi rychlostmi. Takovy pripad

2Podobné lze postupovat pro linearni hustotu proudu &€, = o, v, kde o je plogna hustota
nosic¢t kladného elektrického naboje.
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muzeme pozorovat napf. u kovi, u kterych hustota kladnych ionti krystalové
miiZze je stejnd jako hustota pohybujicich se volnych elektronti, avSsak rychlosti
pohybii volnych elektront a ionti krystalové miize jsou ruzné.

Stiedni rychlost pohybu usmérnénych volnych nosic¢t elektrického naboje vy-
volané vnéjsim polem se zpravidla nazyvé driftova rychlost. V néasledujici ¢asti
kapitoly si uréime velikost driftové rychlosti pro nejbéznéjsi kovovy vodi¢, kterym
je méd (Cu). Necht médény vodi¢ mé konstantni prifez S a prochéazi jim proud
I.

Jeden mol médi obsahuje N4 = 6,0221-10% atomt, z nichZ kaZdy ma jeden volny
(valen¢ni) elektron. Tedy pocet volnych elektroni v jednotkovém objemu je

NA SNA
=22~ 22.20
kde V,,, je molarni objem, M,, je molarni hmotnost a s je hustota médi.
Potom objemova hustota volnych elektronu je
esN 4
p— = —ngy = —ne = — ML (22.21)

Déle pouzijeme vztah (22.15) k vypoc¢tu proudu, ktery projde plochou S, ktera je
kolméa ke sméru pohybu volnych elektroni (a = 0)

I'=p_v_ //dS =p_v_S. (22.22)
S

Z rovnosti (22.22) ur¢ime driftovou rychlost v_ volnych elektronu, pfi¢emz sou-
¢asné pouzijeme vztahu (22.21)

I IM,,
/l)_ P — P j—
p_S esNaS

. (22.23)

Dosadime-li do tohoto vztahu hustotu médi s = 8930 kg.m™3, molarni hmotnost
M,, = 63,54 - 1073 kg.mol™!, elementarni naboj e = 1,602 - 107! C, priiez
S =1-107% m? a proud I = 5 A, tak pro driftovou rychlost volnych elektront
dostaneme, ze v_ = 0,369 mm.s~'.

Z vysledku je zfejmé, ze driftova rychlost souvisejici s proudy bézné velikosti v
dratovych vodi¢ich je nesmirné mald. Kdybychom dosadili vyse uvedené hodnoty
do vztahu pro objemovou hustotu elektrického naboje (22.21), tak dostaneme, ze
p— = —1,36 - 10'° C.m=3. Z tohoto vysledku vidime, Ze celkovy naboj volnych
elektront v jednotkovém objemu médi je zna¢ny (i pocet volnych elektront), a
tedy potiebna driftova rychlost pro vyvolani proudua bézné technické velikosti je
velmi mala.

Pro srovnani muzeme rychlost tepelného pohybu jednotlivého volného elektronu

odhadnout ze vztahu?
3 1 3kT
§kT = émevg = Ve =1/ ol (22.24)

3Tento vztah je znam z kinetické teorie plynd. Vzhledem k tomu, Ze v jistém pfibliZzeni
miiZzeme na volné elektrony pohliZet jako na elektronovy plyn, pak je mozné pro odhad rychlosti
tepelného pohybu pouzit tento vztah.
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kde £ = 1,38 - 102® K.J™! je Boltzmannova konstanta, m. = 9,1 - 1073! kg je
hmotnost elektronu a 7' je termodynamick4 teplota. Dosadime-li uvedené hodnoty
do vztahu (22.24), pak pii pokojové teploté dostaneme, Ze v, ~ 105 m.s™!.

Jak jiz bylo naznac¢eno v tuvodu této kapitoly, proudy mizeme obecné délit na
nestacionarni, tj. proudy ménici se libovolné v Case, a stacionarni, které predstavuji
ustalené, tj. s casem se neménici, proudéni elektrickych naboji. Dale je mozné
rozliSovat proudy stfidavé, které méni v Case sviij smér, a stejnosmérné, které svij
smér neméni. Proudy mizeme také délit podle charakteru pohybu elektrickych
nabojiu. V takovém pripadé rozliSujeme nésledujici elektrické proudy:

1. proud volnych nosi¢ii ndboje

(a) kondukéni (vodivostni) proud - jedné se o proud volnych nosicu elek-
trického naboje (napf. elektronii nebo iontii) uvnit¥ makroskopického
télesa (vodice) ve skupenstvi pevném, kapalném a plynném.

(b) konvekéni proud - jedna se o proud volnych nosi¢u elektrického naboje
(napt. elektroni, protoni ¢i atomovych jader) ve vakuu nebo o pohyb
elektrického naboje zprostiedkovany makroskopickymi ¢asticemi (napf.
nabité ¢astice prachu, destové kapky, snéhové vlocky apod.) ¢i o pohyb
elektrického naboje zprostredkovany nabitymi télesy (napf. pas Van de
Graafova generatoru). Tento proud se nepodfizuje Ohmovu zékonu.

2. proud vazanych nosi¢i néboje

(a) polariza¢ni proud - tento proud je vyvolan deformaci molekulérnich
a atomarnich dipoli vlivem elektrického pole. Diky této skutecnosti
se méni vzdalenost mezi kladnymi a zapornymi naboji dipoli. Bude-
li se vlivem ¢asové proménného elektrického pole stiidavé smrstovat a
roztahovat elektricky dipél, potom rovinnou plochou S bude prochézet
kladny naboj dipélu* , viz obr. 22.7, takZe uvazovanou plochou S za¢ne

__@ q An

de S

_@q

——@—(1

©-q
Obrazek 22.7: Deformace elektrického dipolu.

protékat sttidavy elektricky proud, ktery nazyvame proudem polarizac-
nim.

4Miizeme samoziejmé zvolit rovinou plochu tak, aby ji prochazel zaporny naboj dipolu.
Zaporny naboj pak bude prochazet rovinnou plochou opa¢nym smérem nez by prochézel kladny
néboj, ale vzhledem k opa¢né polarité naboje ziskdme stejny vysledek.
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Pro hustotu polariza¢niho proudu muZzeme psat, ze

. oL o) oP
Jp(r) = pv= g5, = na—It) =5 (22.25)

kde n je koncentrace dip6li, resp. kladnych néaboju dipéld, v blizkém
okoli bodu o polohovém vektoru r, p je jednotlivy elektricky dipolovy
moment a P je vektor elektrické polarizace.

Je zfejmé, ze diky skutecnosti, Ze nosice elektrického naboje jsou va-
zané, polariza¢ni proud musi byt principidlné ¢asové proménny, tj. ne-
existuje stacionarni polariza¢ni proud.

(b) magnetiza¢ni proud - je vyvolan mikroskopickymi smyckovymi proudy
v atomech a molekulach magnetickych latek.

3. Maxwelluv proud - jedné se o ¢asové proménny proud ve vakuu, u kterého
sice nedochézi k prenaseni elektrického naboje, ale proud je zprostiedkovan
casové proménnym elektrickym polem. Maxwelliv proud umozni uzaviit
stiidavy elektricky proud v obvodu s kondenzatorem bez dielektrika.

22.2 Rovnice kontinuity elektrického proudu

Rovnice kontinuity elektrického proudu je matematickym vyjadrenim zakona za-
chovani elektrického naboje.

Uvazujme objem V' ohrani¢eny uzavienou (kontrolni) plochou S (jedna se o pev-
nou plochu a uvnit¥ této plochy se nenachézeji ani zfidla ani nory). Vzhledem k
tomu, Ze se elektricky naboj za vSech okolnosti absolutné pfesné zachovava, tedy
vytéka-li z uvazovaného objemu proud I, neni mozno jinak, nez ze v kazdém oka-
mziku stejnou mérou ubyva elektricky naboj v tomto objemu. Matematicky lze
tento zavér formulovat pomoci nasledujici véty (analogicky s vétou v kap. 17.7.1):

Bilance el. naboje uvniti pevné uzaviené plochy

Zména néboje uvniti kontrolni plochy S za jednotku c¢asu je rovna celko-
vému elektrickému proudu kontrolni plochou.
Matematické formulace této véty je dana nésledujici rovnici:

dqg (. _
—E—#J-dS—I. (22.26)

S

Vyznam znaménka ,minus“ v rovnici (22.26) si vysvétlime. Uvazujme pouze
kladné nosice elektrického naboje. Casova zména naboje uvniti kontrolni plochy
S miuze nabyvat kladné ¢ zaporné hodnoty:

0

é?_(t] >0 = naboj uvniti kontrolni plochy pribyva ,

dq . .. . s

5t <0 = naboj uvniti kontrolni plochy ubyva .,
dq

0 = naboj uvniti kontrolni plochy se neméni .

ot
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Obrazek 22.8: Proudové ¢ary smétujici dovniti a ven z uzaviené kontrolni plochy.

Vime, zZe jednotkovy normalovy vektor k uzaviené plose smétuje vzdy ven, viz

obr. 22.8. Necht nastava pfipad, kdy se naboj uvniti kontrolni plochy hromadi.
V takovém piipadé bude pro celkovy elektricky proud platit, ze I = —|I| < 0
(pfevazuji kladné naboje, které se pohybuji proti orientaci kontrolni plochy, viz
obr. 22.3). Potom na zakladé rovnice (22.26) muzeme psat:

0 0
_(9—;] = —|I| a—z =1|I|>0 = n&boj uvniti kontrolni plochy ptibyva .

(22.27)
Naopak, kdyz bude naboj uvnitt kontrolni plochy ubyvat, tak budou prevazovat
uvazované kladné nédboje pohybujici se ve sméru orientace kontrolni plochy, takze
pro celkovy elektricky proud bude platit, ze I > 0. Opét na zékladé rovnice (22.26)
miZeme psat:
dq

0
T_1 = Y- 7.0 = naboj uvniti kontrolni plochy ubyva .

ot ot
(22.28)
Samoziejmé pro zaporné néboje bychom pii rozboru postupovali analogicky:.

q= /// p(r,t)dVv . (22.29)

potom miizeme rovnici (22.26) prepsat do tvaru:

I(t) = # j(r,t)-dS = —% /// p(r,t)dv . (22.30)

S \%4

Uvéazime-li, ze

Rovnost (22.30) predstavuje rovnici kontinuity elektrického proudu v integralnim
tvaru.

Aplikujeme-li na plosny integral v uvedené rovnici kontinuity Gaussovu vétu
(12.56), potom dostaneme:

// V. jrt)dV = —% /// p(r,t)dV . (22.31)
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Pro nalezeni rovnice kontinuity v diferencialnim tvaru provedeme nasledujici tapravu

rovnice (22.31):
[l v itrnav = [[[ 25Dy, (22,32

/// (8[)((9? 2 +V - j(r, t)) dV =0. (22.33)

Jelikoz tato rovnice musi byt splnéna pro libovolny objem, potom musi platit, ze

tedy

LY Vi) =0. (22.34)

Tato rovnice predstavuje rovnici kontinuity v diferencidlnim tvaru.

Rovnice kontinuity v diferencialnim tvaru nam v souladu se zkuSenosti fika, ze
elektricky naboj se zachovava i v libovolné ¢asti uvazovaného objemu (jinak by v
nékterych mistech teoreticky mohl elektricky naboj samovolné vznikat ¢i zanikat,
prestoZe by se v celém objemu zachovaval). Rovnice kontinuity v diferencialnim
tvaru nam také vyjadiuje vztah mezi objemovou hustotou naboje p(r,t) a prou-
dovou hustotou j(r,t).

Obecné rovnici kontinuity 1ze interpretovat takto:

Elektricky naboj se zachovava nejen v celém objemu, nybrz i v kazdém jeho misté
a v kazdém casovém okamziku.

22.3 Stacionarni elektrické pole

V elektrostatice jsme predpokladali, Ze zdrojové elektrické naboje jsou statické
(nehybné). Diky této skutecnosti vSechny fyzikalni veli¢iny pouzivané pro popis
elektrostatického pole a jeho tc¢inki jsou nezéavislé na case. Z predchozi kapitoly
22.1 vsak vime, ze volné nosice konaji neusporadany tepelny (chaoticky) pohyb,
ktery bude mit nenulovou stejnosmérnou slozku nachazi-li se v elektrickém poli.
Tuto slozku povazujeme za usporadany pohyb ve sméru elektrického pole. Kaz-
dopadné odtud vyplyva, ze z mikroskopického pohledu je distribuce elektrickych
naboju ¢asové nestala a tedy casové zavisla. Z makroskopického pohledu, ktery
se zaméruje na stfedni hodnoty pfislusnych veli¢in, se ztraci nékteré charakte-
ristické vlastnosti odehravajici se v mikroskopickém méritku. Fyzikalni velic¢iny
odrazejici makroskopicky pohled budeme nazyvat makroskopickymi veli¢inami.
Stacionarnim elektrickym polem budeme rozumét takové elektrické pole, k je-
hoz popisu vystacime s makroskopickymi veli¢inami, které explicitné nezavisi na
case. V takovém pripadé jsou objemova hustota naboje a proudova hustota pouze
funkci polohy, tj. p = p(r), j = j(r). Tedy zdrojem stacionarniho elektrického pole
jsou staciondrné rozlozené naboje. Ve srovnani s elektrostatikou je v8ak situace
obecnéjsi v tom, ze zatimco nékteré naboje mohou byt v klidu, jiné konaji makro-
skopicky pohyb, a realizuji tedy stacionarni elektricky proud.

Experimentalni zkuSenost ukazuje, ze elektrické stacionarni pole je (podobné
jako pole elektrostatické) potencialové a konzervativni, tedy plati Maxwellovy
rovnice ve stejném tvaru jako pro elektrostatické pole, tj. rovnice (20.52), resp.
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(20.60) a (20.98), resp. (20.99). Byt je po formalni strance tato soustava Maxwello-
vych rovnic shodné, jsou zde vsak dva zasadni rozdily:

1. Uvnit¥ vodi¢u (protékanych stacionarnim proudem) neni stacionarni elek-
trické pole nulové a na povrchu vodi¢ii neni potencial konstantni.

2. 7 kapitoly 22.1 vime, zZe elektricky proud miize prochazet vodi¢em i v pfi-
padé, ze hustota elektrického nédboje v objemu vodice je nulova. Uvazujme,
ze pravé takovato situace nastala v pripadé dvou vodic¢u protékanych sta-
cionarnim proudem. Z pohledu elektrostatiky tyto dva vodi¢e nemohou na
sebe silové pusobit. AvSak provedeme-li experiment, s jehoz pomoci budeme
sledovat vzajemné pusobeni takovychto vodici, tak zjistime, ze tyto vodice
na sebe silové pusobi. Tuto silu nazyvame silou magnetickou a jeji teoretické

zduvodnéni déva specialni teorie relativity. Popisu této sily je vénovana ka-
pitola 23.3.

Na zékladé vysSe uvedeného muzeme konstatovat, Ze se volné elektrické naboje
pohybuji ustalenym zptisobem a vytvareji stacionarni elektricky proud. Vzhledem
k tomu, Ze objemova hustota elektrického naboje nezavisi explicitné na case, tak
se nam redukuji rovnice kontinuity (22.30) a (22.34) na nasledujici tvar:

#j(r) -dS =0, (22.35)

V- jr)=0. (22.36)

Rovnice (22.35) a (22.36) predstavuji rovnice kontinuity pro stacionarni elektricky
proud.

Z rovnice (22.36) plyne, Ze v piipadé stacionarniho elektrického pole je vektorové
pole proudové hustoty j = j(r) polem solenoidélnim, takze proudové ¢ary jsou
uzaviené orientované krivky. To znamena, Ze nosice elektrického néaboje se pohy-
buji po uzavienych trajektoriich. Rovnice (22.35) nam, s ohledem na vztah (22.5),
vyjadiuje, Ze celkovy proud, ktery protece uzavienou plochou, musi byt nulovy.
Neboli mizeme konstatovat, Zze naboj, ktery vstoupi do uzaviené plochy, se musi
rovnat naboji, ktery z této plochy vystoupi. Jinymi slovy, co do uzaviené plochy
vtece, to z ni 1 vytece, takze se elektricky naboj nemize v objemu vymezeném
touto uzavienou plochou hromadit.

Na obrazku 22.9 je zachycena proudovéa trubice proménného prurezu, kterda miize
odpovidat pripadu kovového vodic¢e umisténého v elektricky nevodivém prostredi
(napft. vzduchu). Predpokladejme uzavrenou plochu S, ktera je tvorena plochami
S1, Sy a plochou odpovidajici ¢asti plasté uvazované proudové trubice. Vzhledem
k tomu, Ze proudové ¢ary nemohou protinat plast proudové trubice, je mozné
napsat pro uvazovany piipad rovnici kontinuity (22.35) ve tvaru:

#j-dS://j-dS+//j-dS:0. (22.37)
e JJ S JJ So

S

Oznacime-li I; proud, ktery vstupuje plochou Sj, tj.

I =— // j-ds (22.38)
JJ Sy
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Obrazek 22.9: Proudova trubice proménného prufezu.

a Iy, ktery vystupuje plochou Ss, tj

122// j.ds. (22.39)
Sa

dostavame s ohledem na vztah (22.37), 7ze
—I1+1,=0 neboli I =1,. (22.40)

Odtud je patrné, ze pri stacionarnim stejnosmérném proudu protéka kazdym pri-
rfezem vodice stejny proud.

22.3.1 Ohmuv zakon

Uvazujme homogenni kovovy vodi¢ (krystal), ktery obsahuje N (~ 102®) volnych
(valen¢nich) elektroni a necht se nachéazi ve stacionarnim elektrickém poli E.
Volny elektron ve vodiéi urazi, nez se srazi s iontem krystalové mifze®, tzv. volnou
drdhu A, pricemz dobu mezi dvéma po sobé jdoucimi srazkami i-tého volného
elektronu oznac¢ime 7;. Rychlost i-tého volného elektronu je:

VvV, = ui+a7'i: Ui+—eTi: lli—ﬁﬂ‘ s (2241)
m@ m@
kde u; je tepelna (chaotickd) rychlost volného elektronu, ktera je, jak jiz vime,
velmi vysoké, m, je hmotnost elektronu, e znac¢i elementarni naboj a ar; je rych-
lost, kterou elektron ziskd pusobenim stacionarniho elektrického pole E a jeji
velikost je v porovnéni s u; velmi mala.
Stiedni rychlost volnych elektronii je tzv. driftova rychlost v:

Z]'\il V; Z?\il(ui + an) Z]\il u; azj-\il Ti eE
= = = = = = 1= = = - 2242
VTN N N TN ar=——-r, (22.42)
=0

5Napf. u médi dochazi v priméru k 10 srazkam za sekundu.

Driftovou (st¥edni)
rychlost elektronu
jsme znacili v_,
jelikoz vime, ze
vySetiujeme
elektrony, tak od
tohoto indexu
miZeme upustit.
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kde 7 je stfedni doba mezi srazkami. St¥edni tepelnou rychlost volnych elektront
jsme polozili rovnu nulovému vektoru, protoze vSechny sméry tepelné rychlosti
jsou stejné pravdépodobné, takze pro velky pocet N volnych elektronii se vykom-
penzuji.

Necht koncentrace volnych elektront (pocet elektront v jednotkovém objemu da-
ného vodice) je n, potom pro objemovou hustotu volnych elektront muzeme psat
p = —ne. Pak pro hustotu proudu na zakladé vztahu (22.16) a (22.42) dostavame:

E 2
Jj=pv=—ne (_e T) -"Tg. (22.43)

Me Me

Odtud muzeme pséat tzv. Ohmiv zakon v diferencidlnim tvaru:

j(r) =E(r) , (22.44)

kde )
y=1T (22.45)

me

se nazyva mérna vodivost (pro rizné materialy nabyva riznych hodnot), jeji jed-
notkou je S.m™!, kde S=A/V je jednotka vodivosti siemens. Protoze dobu 7 nelze
pfimo méfit, uréuje se mérna vodivost latky experimentalné (nap¥. pro méd méa
mérna vodivost hodnotu: o, & 5,7 - 107 Sm™).

Ohmiv zakon v diferencidlnim tvaru lze vyjadrit i ve tvaru:

j(r) = iE(r) : (22.46)
PR

kde pg je tzv. mérny odpor a jeho jednotkou je 2.m, kde €2 znaci jednotku elek-
trického odporu zvanou ohm.
Ze vztahu (22.44) plyne, Ze ve vodici, kterym prochazi elektricky proud, musi byt
intenzita elektrického pole vzdy rtzna od nuly.
U nékterych vodi¢i zavisi mérna vodivost v také na intenzité prilozeného elektric-
kého pole. V takovémto pfipadé neni hustota proudu pfimo tmérna intenzité E.
Takovéto vodice nazyvame nelinedrni. Vodice, u kterych mérné vodivost nezavisi
na intenzité pfilozeného elektrického pole, nazyvame linearni.
Pro vedeni elektrického proudu v elektrolytech lze dospét k vyjadieni Ohmova
zédkona rovnéz ve tvaru (22.44). Avsak v tomto piipadé platnost Ohmova zakona
je omezena pouze na slaba elektricka pole.
Z Ohmova zakona v diferencialnim tvaru, ktery je reprezentovan vztahem (22.44),
vyplyva, ze proudova hustota a elektricka intenzita maji stejny smér. Vodice, u
kterych ma hustota proudu stejny smér s intenzitou ptilozeného elektrického pole,
nazyvame izotropni vodice. Nejedna-li se o vodic izotropni, pak hovorime o anizot-
ropnim vodici. Pro anizotropni vodice plati, Ze vektory j a E nejsou obecné koline-
arni. U linearnich anizotropnich vodi¢t je mérné vodivost symetrickym tenzorem
druhého tadu W V takovémto piipadé muzeme Ohmiiv zédkon v diferencidlnim
tvaru napsat jako

3
ji=> B, i=123. (22.47)
j=1

V piipadé homogennich vodic¢u plati Ohmuv zédkon az do velmi vysokych hodnot
elektrického pole. U nehomogennich vodic¢u nelze zpravidla popsat vedeni proudu
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jen elektrickou vodivosti, ale je potieba vzit v tivahu elektromotorickd napéti (viz
nasledujici kapitola) jako jsou kontaktni potencialy, Seebeckovo termoelektrické
napéti, Thomsonovo elektromotorické napéti.

Mérny odpor, resp. mérna vodivost, vSech vodivych latek zavisi na teploté. Obecné
feCeno, se vzrustajici teplotou elektricka vodivost klesa, tj. mérny odpor roste. V
okoli pokojovych teplot je mozné s dobrou presnosti vyjadiit mérny odpor jako
linearni funkci teploty. V 8§irsim oboru teplot a pii vétsich narocich na presnost,
je mozné teplotni zavislost mérného odporu aproximovat polynomem druhého
stupné. Oznac¢ime-li pr(t) mérny odpor pii teploté ¢ v Celsiové stupnici, pg
mérny odpor pii teploté 0°C, plati:

pr(t) = pro(l + at + Bt%) (22.48)

kde « a 3 je linearni a kvadraticky teplotni sou¢initel odporu kovi, které je nutné
pro jednotlivé kovy urcit mérenim.

Uvazujme linearni homogenni izotropni kovovy vodi¢ (predstavuje proudovou tru-
bici) konstantniho prifezu, viz obrazek 22.10. Cast tohoto vodice je vymezena
ekvipotencialnimi plochami S; a Sy od sebe vzdalenymi o ¢, pro jejichz potencialy
Y1, 2 plati o1 > . Mezi uvazovanymi plochami je tedy napéti U. K jeho vyja-
dreni pouzijeme vztahu (22.44), ze kterého vyplyva, ze j = vFE a vztahu (22.8),
na jehoz zakladé plati, ze I = j- S = jScosm/2 = jS, tedy:

P2 2 2 2
U:<P1—<P2=—/ dg0=—/(ch)-dr:/E-dr:/Edr:
»1 1 1 1

2 .
Y4 l
E/ dr=FEl=72"=_"171. (22.49
1 v 7S ( )

Zavedeme veli¢inu elektricky odpor odpovidajici tseku vodice délky ¢
¥1 P2

//.. \ '/ * 4 .’

[ Es A J 4 \ ‘ \1

\__/ |

P
\
b

Obrézek 22.10: Kovovy vodi¢ konstantniho prufezu.

. ¢ . pr
R
jehoz fyzikalni jednotkou je ohm majici znacku 2. Jeho prevracenou hodnotu,
tedy vodivost, zna¢ime G a mérime ji v jednotkach siemens, pro které pouzivame
znacku S.

Pomoci elektrického odporu lze vyjadiit vysledek (22.49) jako

R (22.50)

U=RI. (22.51)

Tento vztah vyjadiuje Ohmuv zakon v integralnim tvaru.
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22.3.2 Jouleuv zakon

Uvazujme vodivé prostiedi, ve kterém se vlivem vnéjsiho elektrického pole E po-
hybuji ndboje driftovou rychlosti v. Jestlize se ve vodivém prostiedi nachazi volny
néboj s objemovou hustotou p, potom sila ptisobici na naboje v elementu objemu
dV vodivého prostfedi je ddna vztahem:

dF = d¢E = pEdV . (22.52)

Oznac¢ime-li orientovany element drahy, ktery urazi volny naboj za element ¢asu
dt, jako dr = vdt, miZeme vyjadiit element prace® W, kterou vnéjsi elektrickeé
pole vykoné, vztahem
dW =dF-dr=E- pv dVdt=E- jdVdt,. (22.53)
~—~
=j
Pro element vykonu miizeme psat:

dw

dP:pdV:E:E-jdV, (22.54)
kde p je objemova hustota vykonu. Z rovnosti (22.54) plyne, ze
p=j E. (22.55)

Tento vztah pfedstavuje Jouletv zdkon v diferencidlnim tvaru, ktery nam tika,
ze vykon dodany jednotkovému objemu elektrickym polem se rovna skaldrnimu
soucinu proudové hustoty a intenzity tohoto pole.

Celkovy dodany vykon souvisejici s objemem V' vodice je dan vztahem:

p= /g/pdV: /Z/j-EdV, (22.56)

ktery predstavuje Jouleiv zédkon v integralnim tvaru.

V pripadé, Ze se pohyb volnych naboji déje v ramci vodivého prostiedi, dochazi
vlivem srazek nosic¢u elektrického naboje s ionty krystalové miize k disipaci vykonu
dodaného elektrickym polem na teplo, které nazyvame Jouleovo teplo @);.

Pro vodice, pro které plati Ohmuv zakon (22.44), ktery pouzijeme pii tpravé
Jouleova zakona v diferencialnim tvaru (22.55):

p=j-E=~E-E=~E". (22.57)

Pomoci tohoto vztahu je mozné pro vodice upravit i vztah vyjadfujici Jouleovo
teplo v integralnim tvaru (22.56):

P= ///ny2 v . (22.58)

\%

Budeme-li uvazovat linearni homogenni izotropni vodi¢ (kov) o konstantnim pri-
fezu S a délce L, mezi jehoz konci je napéti U (viz obr. 22.11), mizeme velikost
intenzity elektrického pole vyjadfit jako

6V ramci kapitol vénovanych stacionarnimu & nestacionarnimu elektrickému a magnetickému
poli budeme znadit praci jako W, protoze znacka A je rezervovana pro oznacéeni magnetického
vektorového potencialu.
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¥1 P2
E i=pv \
g - N : I = konst.
v = konst.
> S
L
U= — s

Obrazek 22.11: Kovovy vodi¢ konstantniho prufezu protékany konstantnim prou-
dem 1.

U
E_f'

Tento vztah dosadime do rovnice (22.58):

. U\? U\*? U\? ~S
_ 2 _ ~ [ — A~ = — el — 2
P=[[f d‘/—.///'(f:) v ”(r) v ”(L) =T
V

%
(22.59)
S ohledem na vztah (22.50) muzeme tento vysledek vyjadrit vztahem:
U2
P=—, 22.60
. (22.60)
ktery pomoci Ohmova zdkona (22.51) prepiseme do tvaru:
P=RI*. (22.61)
Pomoci Ohmova zékona je mozné piepsat vztah (22.61) jako”
P=UI. (22.62)

Protoze pro stacionarni proud plati, ze I = konst., pak v uvazovaném homogennim
vodi¢i konstantniho prufezu musi platit, ze v = konst. (I = j-S = pv- S), tedy
pusobici elektrickd sila nemuize nosic¢e elektrického naboje urychlovat, a tak ji
vykonané prace (W = Pt) se cela pfeménuje na Jouleovo teplo @5 tim, Ze nosice
elektrického naboje predavaji svoji pohybovou energii iontiim krystalové mrize,
coz mé za nasledek, Ze se vodi¢ zahfiva (zvysuji se termické kmity jeho ionti).
Jouleovo teplo je pak dané vztahem:

Qj =W = Pt=UIt = RI’t, (22.63)

kde t je cas, po ktery dodava elektrické pole vykon P danému vodiéi.

22.3.3 Elektromotorické napéti

Zavedeni konceptu stacionarniho elektrického pole a z ného plynouciho stacionar-
niho elektrického proudu s sebou prinasi radu otézek, na které je nutné nalézt
odpovéd, aby teorie s touto koncepci byla aplné.

Z klicovych rovnic (20.52) a (22.35) jsme se dozvédéli, Ze na jedné strané jsou ¢ary

"Nalezené vztahy (22.60) - (22.62) plati i pro vodi¢e proménného prifezu.
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elektrického pole E oteviené a na druhé strané jsou ¢ary pole j uzaviené; navic,
z Ohmova zékona j = vE je patrné, ze ¢ary pole E a j by mély bézet paralelné.
Nevime odkud pochazi energie potfebné k pohybu volnych nabojt a odkud po-
chazi teplo pfenasené na miizku vodice procesy srazek elektronu (Jouleovy ztraty).

Uvazujme dva izolované vodice, prvni z nich necht je nabity na elektricky po-
tenciél ¢ a druhy vodi¢ na potencial o, pricemz plati mezi témito elektrickymi
potencidly nésledujici relace: p; > . Jestlize tyto dva vodice propojime v case
to jinym vodicem, tak diky rozdilu elektrickych potencialu je mezi vodici elek-
trické napéti U = ¢1 — @9 a tudiz zacne timto propojovacim vodi¢em prochéazet
elektricky proud (elektrické naboje budou prechazet z mista vyssiho elektrického
potencidlu do mista, kde je potencial nizsi), ktery vSak nebude konstantni, ale
bude se s ¢asem ménit, tj. I(tyg + t), viz obr. 22.12(a), coZ je dano tim, Ze se s
postupem ¢asu budou elektrické potencidly vyrovnéavat, takze bude klesat elek-
trické napéti mezi prvnim a druhym vodi¢em. Po néjaké, pomérné kratké, dobé
At se oba potencialy vyrovnaji (U = 0) a tudiz propojovacim vodi¢em nepotece
elektricky proud, tj. I(ty + At) = 0, viz obr. 22.12(b).

Aby mohl protékat propojovacim vodifem stacionarni (s ¢asem neménny) elek-

P1 > P2 _ Y1 = Y2
©1 #1

I(to + f) I(l‘o + At) =0

(a) (b)

Obrazek 22.12: (a) Elektricky proud mezi dvéma vodic¢i o ruznych elektrickych
potencialech. (b) Nulovy proud mezi dvéma vodi¢i majici stejny elektricky poten-
cial.

tricky proud, tak je nutné udrzovat konstantni potencidlovy rozdil (tedy napéti)
mezi uvazovanymi vodi¢i. Toho lze dosahnout jen tak, Ze kontinualné opét bu-
deme nosice elektrického nédboje z druhého vodic¢e prenaset na prvni vodi¢ s tim,
7e budeme nuceni konat praci proti silam elektrického pole, které se mezi obéma
vodici nachazi, viz 22.13. Timto se nosice elektrického ndboje budou pohybovat
po uzaviené trajektorii. Sily, které budou konat praci na prenos elektrickych na-
boji z druhého vodice na prvni, budeme nazyvat elektromotorické sily a znacit
F*. Jedna se o sily nekonzervativni, protoze kompenzuji disipativni sily spojené s
prenosem nosicu elektrického naboje.

Predpokladejme, Ze elektromotoricka sila je amérna néboji ¢, jehoZz preneseni
zajistuje. Potom je mozné v analogii s elektrickou intenzitou zavést veli¢inu E* =
F*/q, kterou budeme nazyvat elektromotorickou intenzitou.

Elektromotorické sily musi pfitom konat praci na tkor néjaké energie. Nasled-
kem toho pak vznika pozadovany trvaly potencidlovy rozdil. Velikost prace proti
elektrostatickym silam, kterou vykonaji elektromotorické sily pti pfemistovani jed-
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U = @1 — p2 = konst.

(oL ;
! ‘ I = konst.

©2

Obréazek 22.13: Udrzovani konstantniho potencidlového rozdilu mezi vodici konti-
nualnim pfesunem nosicu elektrického naboje.

notkového naboje, je ¢iselné rovna tzv. elektromotorickému napéti (emn), které
budeme znacit €. Princip ¢innosti zdroje emn je velmi jednoduchy. Z kazdého
prostiedi (pevného, kapalného i plynného) mizeme vyrobit zdroj emn, jestlize
najdeme zpusob, jak trvale separovat (oddélit) od sebe kladny a zaporny naboj.
Zdrojem emn je tedy kazdé zafizeni, jehoZ energie (napt. mechanické, chemicka,
tepelnd) je vyuzivana k silovému ptisobeni na nosice elektrického naboje za uce-
lem vytvoreni elektrického proudu. Béznymi zdroji emn jsou galvanické, palivové,
fotovoltaické ¢i termoelektrické ¢lanky. Nejvyznamnéjsim zdrojem emn jsou vSak
elektrické generatory.

Protoze, jak jiz bylo vySe uvedeno, elektromotoricka sila F* neni silou konzerva-
tivni, tak pro emn musi platit:

5:]£E*-dr7é0. (22.64)

Pfipomenme, Ze stacionarni elektrické pole E je konzervativni, takZze musi plat:

7{13 dr=0. (22.65)
C

Poznamenejme, Ze ptisobeni elektromotorické sily se zpravidla omezuje jen na
jistou ¢ast proudové smycky, viz obr. 22.14. Na tomto obrazku je zachyceno usku-
te¢néni pfenosu naboje proti silam elektrického pole pomoci zdroje emn, proudova
¢ara (v nasem piipadé proudovéa smycka) je zachycena Cervené, kdezto elektricka
silo¢ara je zachycena modfe.

Z obr. 22.14 je vidét, ze vztah mezi intenzitami a proudovou hustotou uvnit¥
zdroje emn miize byt vyjadien jako

j=1(E+E), (22.66)

kde 7 je zna¢i mérnou vodivost (jedna se vlastné o konstantu imérnosti) uvnit¥
zdroje emn.

Ze vztahu (22.66) je zfejmé, ze musi platit relace: |E*| > |E|. V pfipadé, ze bychom
rozpojili (prerusily) vnéjsi vodi¢, tak j = 0, a tudiZ na zékladé vztahu (22.66) bude
platit, ze E= —E".

Protoze elektromotoricka intenzita E* je nenulova jen uvniti zdroje emn, tak
mizeme na zakladé vztahu (22.66) psat, Ze emn je:

+
S:fE*-dr:/ E*-dr. (22.67)
c _
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Obrézek 22.14: Elektricky obvod se zdrojem emn.

Na obr. 22.15 je symbolicky prekreslen elektricky obvod z obr. 22.14 pro pripad
rozpojené a nerozpojeného vnéjsiho vodic¢e. Symbol R znaci elektricky odpor vnéj-
siho vodice. Uvazujeme-li piipad rozpojeného vnéjsiho vodice, viz obr. 22.15(a),

- I=0

Obrazek 22.15: Symbolicky znazornény vysetfovany elektricky obvod: (a) rozpo-
jeny vnéjsi vodic, (b) nerozpojeny vnéjsi vodic.

pak pro j= 0 (E = —E") a uvaZenim vztahu (22.67) musi platit:

- - +
Uoz/ E-dr:—/ E*-dr:/ E -dr=¢. (22.68)
+ - -

Odtud vidime, ze napéti Uy na svorkach rozpojeného vnéjsitho vodice se rovna emn
&, tj. U, =€.

Abychom uréili napéti U na svorkdch nerozpojeného vnéjsiho vodice, tak spoci-
tame cirkulaci vektoru E + E* podél uzaviené kiivky C, ktera je naznacena na
obr. 22.15(b), a muzeme ji rozdélit na dvé kiivky, kiivku C; (— — +), ktera se
nachézi uvnitf zdroje emn a méa délku £ a kiivku Co(+ — —), ktera je soucasti
vnéjsiho vodice, tj. C = C;+Cs. Cirkulaci (kiivkovy integral pres uzavienou kiivku
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C) tohoto vektoru spo¢itdme dvéma zpusoby, pfi¢emz vyuzijeme rovnosti (22.66),
(22.65), (22.67), (22.68), (22.50) a vezmeme v uvahu skutecnost, ze E* = 0 podél
krivky Cy a také, ze proudova hustota je uvniti zdroje emn homogenni:

}{(E+E*)-dr:%E-dr—i—]{E*-dr:S:UO, (22.69)
c c c

=0 —¢

1
‘%@wEﬁdrz/XE+E3«U+/XE+Eﬂdr= —j-dr+ [ E-dr=
c ¢ Ca aVz Ca

Jlz R B

2Ly = [+U=RI+U, (22.70)

Yz V252

kde Sz je prifez zdroje emn a R; je vnitini odpor zdroje emn.
Porovnanim vysledki (22.69) a (22.70) dostavame:

U=Uy— Rl . (22.71)

Poznamenejme, Ze pro idealni zdroj emn je R; = 0.
Pripojime-li k vodic¢i elektrického proudu zdroj emn, vznikne tak nehomogenni
obvod, pro ktery je potfeba diferencialni formu Ohmova zakona rozsitit na nasle-
dujici tvar

j=7E+E"), (22.72)

kde mérna vodivost v = vz uvnitf zdroje emn a v = vy ve vnéjsim vodici, kde
tedy vy je mérna vodivost vnéjsiho vodice.

Poznamka

Abychom si objasnili, jak je mozné vyuzit chemické energie, na jejiz tkor elektro-
motorick4 sila konda praci, budeme uvazovat zfedény roztok elektrolytu jakym je
napf. kyselina chlorovodikova, HCI, jejiz koncentrace se prostorové méni. Necht
je uvazovany elektrolyt téméef uplné disociovan na ionty vodiku H* a chloru Cl™,
pricemz ionty vodiku jsou vyrazné leh¢i nez ionty chloru. Diky této skutecnosti
ionty vodiku difunduji mnohem rychleji nez ionty chléru, tedy vice iontt vodiku
difunduje do oblasti s nizkou koncentraci. Vlivem koncentra¢niho gradientu proud
kladnych nosi¢ti ndboje potece do oblasti s nizkou koncentraci. Tento proces bude
probfhat tak dlouho, dokud akumulovany ndboj nevytvoii natolik velké elektrické
pole, které zabrani dalsi diftzi. Na diftzi mtizeme pohlizet jako na vysledek ptiso-
beni jisté sily F*, ktera zapric¢inuje pohyb iontt. Pomoci této sily miZzeme napsat
podminku rovnovéhy jako F* + eE = 0. Odtud zfejmé v uvaZovaném prostiedi
bude pusobit silové pole F* = eE* = —eE. Na popsaném principu je mozné
zkonstruovat baterii, ktera se sklada z nadoby rozdélené na dvé ¢asti propustnou
membranou. Jednu ¢ast nadoby pak naplnime kyselinou chlorovodikovou a druhou
¢istou vodou.



KKKKKKKKKKKKKKKK 431
€VUTV PRAZE

Kapitola 23

Stacionarni magnetické pole

Magnetické silové ucinky byly znédmy jiz od starovéku, avSsak podstatny vyvoj
poznatki ohledné magnetizmu mizeme zaznamenat az od objevu magnetickych
ucinku vodic¢u protékanych elektrickym proudem. Tento objev, ktery se pripisuje
danskému fyzikovi H. Ch. Oerstedovi, odstartoval na poc¢atku 19. stoleti celou fadu
experimenti, a z nich plynoucich objevii, vedoucich k zavedeni pojmu magnetic-
kého pole. Na zakladé téchto objevii byl formulovan Biottuv-Savartuv-Laplacetv
zakon a Ampériv zakon magnetické sily, které spolu s Coulombovym zédkonem
postaci k vybudovani klasické elektrodynamiky. Teorie relativity z pocatku 20.
stoleti prispéla k hlubsimu teoretickému pochopeni jiz zavedeného elektrického a
magnetického pole. Teorie relativity ukazala, ze elektrické a magnetické pole jsou
riznymi obrazy téhoz tzv. elektromagnetického pole. Z teorie relativity vyplyva,
ze elektrické pole vznika v klidové soustavé naboje, kdezto pole elektromagnetické
vznika ve vztazné soustavé, v niz se naboj vic¢i pozorovateli pohybuje. Vyuziti
relativistického popisu je zakladem tzv. relativistické elektrodynamiky, ze které,
mimo jiné, vyplyva, ze k vybudovani elektrodynamiky bude stac¢it jen Coulombuv
zakon, jenz je zékonem empirickym, a relativisticky vztah pro transformaci sily.
V nasledujicich kapitolach se pfidrzime relativistickému pojeti elektrodynamiky.
Vzhledem k tomu, Ze se budeme zabyvat staciondrnim magnetickym polem, tak
vSechny veli¢iny, které slozi k jeho popisu nejsou explicitné zavislé na case, ale jen
na prostorovych soutadnicich.

23.1 Magneticka indukce a Lorentzova sila

UvaZujme naboj ¢, ktery se v inercialni ¢arkované soustavé S’ nachéazi v klidu
a dalsi néboj, jenz oznacime (), ktery se v této soustavé pohybuje libovolnym
zpusobem rychlosti v/. Dle Coulombova zakona na naboj () bude vzhledem k
soustavé S’ pusobit sila:

1 Qq 1 Qq
F. = )= —"-2Z"R =FQ. 23.1
C 4reg |IJQ _ 12’3 (rQ rf]) 4rey R Q ( )

Zde rg a r, predstavuji polohové vektory naboji @ a g v soustave &'

Zde porusujeme nami zavedenou konvenci tim, ze ¢arkované soutradnice nepfedsta-
vuji soutadnice zdrojového néboje, ale soufadnice spojené s ¢arkovanou inercialni
vztaznou soustavou &', ktera se pohybuje vidi ne¢arkované inercialni soustavé S
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rychlosti u (u = konst.) a plati pro ni, Ze |u| < ¢, viz obr. 23.1. Pfipomenme, ze
naboj je invariant, jehoz velikost nezavisi na volbé soufadnicové soustavy.
Abychom si nyni vyjadrili silu ptsobici ze strany naboje ¢ na naboj () v pu-

Sln

2! F'C
S Fm
N Q 14
; v

RI
Q
q
Iy .
()/ yl
u

O 4 y

x
Obrézek 23.1: Situacni obrézek k relativistické transformaci Coulombovy sily.

vodni laboratorni inercialni soustavé S, vyjdeme ze vztahu pro transformaci sily
(19.55), ktery si zde pfipomeneme s tim, ze podle zavedeného oznaceni, viz obr.
23.1, provedeme zdménu v — u, u — v:

|"§

F+u[

F =D =7
(1- "—V) '

Protoze uvazujeme relaci |u| = u < ¢, tak muzeme polozit Lorentziv faktor v ~ 1
a transformacni vztah (23.2) pfejde do tvaru:

F = (23.2)

=2 =

F_ (F-v)u
F=——¢ | (23.3)

uv

— oy
ktery predstavuje tzv. pomalou transformaci sily.

Pro zpétnou pomalou transformaci sily (formélni zdménou ¢arkovanych veli¢in za
necarkované a nec¢arkovanych za carkované) dostavame:

F _ (F -C‘;’)u’

F= (23.4)

v )
=53

kde u' = —u.
Abychom presli na pravé strané rovnosti (23.4) k rychlostem u a v v laboratorni
soustavé S, pouzijeme transformaé¢ni vztah mezi rychlostmi (18.94), ktery si opét

Ve vétsiné pripadii
rychlost u
predstavuje driftovou
rychlost nosice
elektrického naboje, o
které jiz vime, ze je
velmi mala.
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pripomeneme, avSak je nutné pro zavedené znaceni provést zdménu v — u, u — v,
/
u — v

V%—U[%(’y—l)—ﬂ .

vV = . (23.5)
v (1-%)
Provedeme-li opét pomalou transformaci rychlosti (7 ~ 1), pak dostaneme:
V=—'t—1 (23.6)
-y

Odtud za v/ dosadime do transformac¢niho vztahu (23.4), kde za u’ dosadime —u:

F= {F+C—'; (F 1":;)} [H%] ) . (23.7)

Tento vysledek dale upravime s tim, Ze zanedbame ¢leny fadu u?/c?, ¢imz dosta-
neme:

F:F(l—u'v)—f—Fl'V

c2

1
z UZF—I—g[U(F-V)—F(U'V)] : (23.8)
Zde pro finalni tpravu pouzijeme identitu pro dvojity vektorovy soucin (4.34),
¢imz dostavame:

F:F+évxmxpy (23.9)

Nyni do tohoto vztahu dosadime Coulombovu silu (23.1) s tim, Ze pouZijeme
pomalou transformaci (v ~ 1) pro polohové vektory rf, a r, na zékladé transfor-
macniho vztahu (18.39) (a provedeme zaménu v — u):

ry=rg—utg, r,

R =ry—ry=rg—r,—u(tg—t,) = R—u(tg —t;), (23.10)

=r,—ut, =

kde rg a r, predstavuji polohové vektory nédboji ) a ¢ v soustavé S a tg, t, jsou
odpovidajici ¢asy v soustavé S, které si opét vyjadiime pro pomalou transformaci
¢asu (v ~ 1) na zakladé transformacniho vztahu (18.42) s tim, ze v ¢arkované
soustavé &' uréujeme polohu obou nébojii soucasné (t; = t;), takze po zdméné
v — u muzZeme psat:

o u-ro Y u-r, Y / u~(rQ—rq)7
to=lo+ =", ly=lyt—5" = fo—ty=lg—tj+—5—" =
‘R ‘R
ty —t 4 = L0 (23.11)
~—— & (&
=0
Tento vysledek dosadime do transformacniho vztahu (23.10):
‘R
R’:R—u(tQ—tq):R—uucz ~R, (23.12)
protoze
u-R| WP u
uc2‘%0—2R = ’R|>>uc2 ‘
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Tedy na zaklads téchto vysledki muzeme psét, ze R’ ~ R = F, ~ F¢, coZ
uplatnime pii dosazeni Coulombovy sily (23.1) do transformaé¢niho vztahu (23.9),
takze miizeme s presnosti na veli¢iny fadu u?/c® psat:

1 1
F=F,+5vx(uxFy)=Fc+ Svx(uxFg)=F¢c+F, =
C C

1 qQ 1 qQ
- %p s R) . (23.13
e B R e gV (WX R, (2313)

kde
1 qQ

™ dregc® R3
je tzv. magneticka sila, ktera se vyznacuje, na rozdil od Coulombovy sily, tim, ze
pusobi jen na pohybujici se elektrické naboje ().
Vztah (23.14) muzeme napsat ve tvaru:

[v x (ux R)] (23.14)

F,=QvxB, (23.15)
kde jsme zavedli novou vektorovou veli¢inu

I q

Hod

 47R3

P1i apravé vztahu (23.16) jsme pouzili novou konstantu
o= —""735, (23.17)

které fikime permeabilita vakua, piip. magnetickd konstanta. Nové zavedena ve-
licina B popisuje vektorové pole, které se nazyva pole magnetické, a toto pole
je zcela urceno pohybem zdrojového naboje ¢q. Vektorovou veli¢inu B nazyvame
magnetickd indukce, jejiz velikost udavame v jednotkéch tesla, kterou znac¢ime T.
Vyraz (23.16) muizeme piepsat do tvaru:

1
B=(uxE), (23.18)

ze kterého vyplyva, ze magnetické pole pohybujictho se naboje vznika a existuje
soucasné s elektrickym polem. Rovnéz z tohoto vztahu je patrné, ze vektor B je v
kazdém bodé kolmy k vektortim u a E. Vzhledem k elektrickému poli je magnetické
pole relativistickym jevem druhého Fadu. Ze vztahu (23.18) také vyplyva, ze diky
nasobeni vektorového soucinu prevracenou hodnotou kvadratu rychlosti svétla
ve vakuu pfispiva magnetické pole k silovému pusobeni na elektricky naboj v
mnohem men§i mife nez pole elektrické. Z tohoto divodu se miize magnetické
pole vyraznéji projevit jen v pripadech, kdy je elektrické pole vyrazné zeslabeno
nebo zcela vzajemné elektricky kompenzovano, jak je tomu u vodicd, kterymi
prochazi elektricky proud.

Pomoci vztahu (23.15) lze pfepsat vyraz (23.13) jako

F=Fc+F,=Fc+QvxB=Q(E+vxB), (23.19)

silu F na levé strané této rovnice nazyvame Lorentzova sila (Lorentziv vztah).
Na obr. 23.2 je znézornéno piisobeni Lorentzovy sily na elektricky naboj @ z
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Obrézek 23.2: Pusobeni Lorentzovy sily na elektricky naboj Q.

pohledu ne¢arkované (laboratorni) inercialni soustavy S, kde je opét pouZzito ¢ar-
kovanych soutfadnic pro zdrojové naboje, tj. ro = r, r, =r a R =r—1r. Ke
grafickému znazornéni magnetického pole pouzivame tzv. indukéni ¢ary. Jde o
orientované ¢ary, jejichz tecny v kterémkoliv jejich bodé maji smér vektoru mag-
netické indukce B. Hustota indukénich car se voli takovym zpiisobem, aby byla
amérné velikosti B. Se zavedenim indukénich ¢ar souvisi skalarni veli¢ina ®, kte-
rou nazyvame magneticky indukéni tok. Velikost této veli¢iny je imérna celkovému
poc¢tu indukénich ¢ar, které prochazeji uvazovanou plochou v magnetickém poli.
Z tohoto duvodu zavadime magneticky indukéni tok vztahem:

do
— =D 23.20
a5, (23.20)
Odtud
d® = BdS| = BdScosa =B-dS, (23.21)

kde « je thel, ktery svira normala k elementu plochy dS se smérem vektoru B.
Magneticky indukéni tok ® celou plochou S dostaneme souc¢tem vsech elementér-
nich magnetickych indukénich toki jejimi elementy d.S, tedy integraci pres celou

plochu S:
o = //B -dS. (23.22)
S

Jednotkou magnetického indukéniho toku je weber, kterou zna¢ime Whb.

23.2 Biotuv-Savartuv zakon

Ze vztahu (23.18) vyplyva, Ze zdrojem magnetického pole je pohybujici se elek-
tricky naboj. Avsak jeden pohybujici se bodovy naboj nemuze vytvorit stacionarni
magnetické pole. K vytvoreni stacionarniho magnetického pole je nutné mit uza-
vieny stacionarni proud. Stacionarni proud rozdélime na proudové elementy a
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vyslednou magnetickou indukci popisujici stacionarni magnetické pole v daném
misté uré¢ime na zakladé principu superpozice. Princip superpozice pro magne-
tické pole nAm umoznuje magneticka pole, vytvarena jednotlivymi pohybujicimi
se naboji a proudy, nezavisle s¢itat.

Pro nalezeni vztahu urcujictho magnetickou indukci stacionarniho magnetického
pole v misté P o polohovém vektoru r vyjdeme ze situace zachycené na obrazku
23.3. Na tomto obrazku je znazornéna proudova smycka C’, kterou protéka staci-
onarni elektricky proud I. Nejprve nalezneme vztah urcujici magnetickou indukci
od proudového elementu dI, pro ktery plati:

4

Al

// \ R

/ ) r— r

‘/ S B(r)
\“¥ i —~

I = konst.
r/ r
O Y

T

Obrazek 23.3: Situacni obrazek k odvozeni Biotova-Savartova zakona.

dI = [de = jASde = jAV = pdVu = dqu, (23.23)

kde d# je orientovany oblouk vodice ve sméru protékaného proudu, AS je plocha
pri¢ného fezu uvazované proudové smycky, p je objemova hustota naboje spoje-
ného s proudovym elementem a u predstavuje stfedni rychlost (driftovou rychlost)
nosict elektrického naboje.

S ohledem na obréazek 23.3 prepiSeme pro element naboje vztah (23.16):

podg u x (r —r/)

dB = 23.24
At |r—1r3 ( )
Do tohoto vztahu dosadime za element naboje dg = p(r')dV":
/ —_—
4B = o)AV ux (r = 1) (23.25)

4 |r — /|3

Tento vztah dale upravime s ohledem na rovnost (23.23), ze které plyne, ze Id€ =
pdV'u, tedy

_[LOIdE/X(I'—IJ) _/J,()Id/e/XR
" rrf 4 B
S ohledem na princip superpozice a vySe zminénou skutec¢nost, ze staciondrni mag-
netické pole mize vytvorit stacionarni proudova smycka (I = konst.), provedeme

dB (23.26)
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integraci pfispévki jednotlivych proudovych elementi:

ol [ A€ x (r— 1) uoI/ ¢ x R
B(r) — ) _ ol [ OE xR 23.27
(r) 47 // ’I'— IJP 47 ’ R3 ( )

Vztah (23.27) ndm umoziuje stanovit magnetické pole ruznych stacionarnich
proudovych smycek, resp. stacionarnich proudovych vodi¢t. Tento vztah repre-
zentuje Biotuv-Savarti zakon. Je nutné na tomto misté poznamenat, ze vztah,
ktery vyjadiuje Biotuv-Savartuv zadkon lze pouzit pouze v piipadé vodi¢u, které
maji natolik maly prufez, Ze je mozné proud nosic¢u elektrického naboje povazovat
v prifezu za homogenni (homogenné rozlozeny)!. V piipads, Ze tomu tak neni,
je potieba tento zdkon vyjadrit v ponékud jiném tvaru. V takovémto pripadeé je
potfeba vyjit ze vztahu (23.25), ktery upravime s ohledem na vztah j(r') = p(r')u:

po J(') x (r —r)dV"

B =1
4 |r — 1|3

(23.28)

Provedeme integraci pfispévki jednotlivych objemovych proudovych elementi

j(r)av':
/// |r—ﬂ|3 Dayr = o /// . (23.29)

Vztah (23.29), vyjadiujici Biotuv-Savartuv zékon v obecném tvaru, hraje v teorii
magnetického pole stejnou roli jako Coulombuv zékon v teorii elektrického pole.
K dalsi apravé vztahu (23.29) pouzijeme nasledujici rovnosti (viz dodatek B)

r—r 1
- -y 23.
|I'—r’]3 V|r—r’| ( 330)

Pozijeme-li rovnost (23.30) ve vztahu (23.29) a identity:
Vx(fF) = (Vf)xF+fVxF = (Vf)xF=Vx(fF)—fVxF, (23.31)

tak dostaneme:

/// |r—1J|3 v ///( ‘r_ﬂ,> (F)av’ =
///V |r—1J| v /// - IJ|VXJ< Yydv' =
/// |1‘—r’]dvl (23.32)

—A(r)

e e

!Tedy aby bylo mo7né pouzit vztah I = jAS.

kde
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je magneticky vektorovy potenciél, kterému je vénovana kapitola 23.6.

Pri tpravach bylo pouzito skutecnosti, ze je mozné vytknout operdtor V, ktery
operuje nad nec¢arkovanymi souiadnicemi, kdezto integrace je provadéna vzhle-
dem k soufadnicim ¢arkovanym, a rotace pres neCarkované soufadnice vektoru
hustoty elektrického proud j(r'), ktery je funkci ¢arkovanych soufadnic, je rovna
nulovému vektoru.

Provedeme-li divergenci vztahu (23.32), bude se jednat o divergenci rotace, ktera
je vzdy rovna nule (viz dodatek (A.10)), tedy

V-B=0. (23.34)

Tento vysledek nam fikd, ze magnetické pole (i nestacionarni) je polem solenoidal-
nim (neziidlovym), to znamené, Ze indukéni ¢ary se musi uzavirat samy do sebe
nebo vychézet a koncit v nekonecnu. Solenoidélni pole souvisi s experimentélné
zjisténou skutecnosti, Ze neexistuji magnetické naboje (magnetické mono-
poly)”.

Pouzijeme-li Gaussovu vétu, pak je mozné prepsat rovnici (23.34) do integralniho
tvaru

ﬁB .dS=0. (23.35)
S

Uvazujme nekonec¢ny primy vodi¢, kterym protéka proud I = konst. ve sméru osy
x, viz obr. 23.4, kde je zachycen tsek uvazovaného vodic¢e. V bodé o polohovém
vektoru r uréime pomoci vztahu (23.27) velikost magnetické indukce. Z obrazku
23.4 plyne, ze d€¢’ = dz’e, a I/ = (2/,0,0). S ohledem na tento situac¢ni obrazek
lze napsat:

Y

(e 5]

—): -1 } T
I :—k(»mst. O € r o d¢ =da'e, v

Obrazek 23.4: Usek nekone¢ného p¥imého vodice protékaného elektrickym prou-
dem 1.

.
R= . (23.36)
= taT , (23.37)
1
odtud q
do/ = —— . (23.38)
SN~ &

2Fyzik P. A. M. Dirac ukézal, Ze kvantova teorie pole pFipousti existenci magnetickych mono-
poli, tedy ¢astic nesoucich magneticky naboj. Takovato ¢astice vSak doposud nebyla objevena.



439

K urceni velikosti vektoru magnetické indukce od tuseku piimého vodi¢e v bodé P
pouzijeme ve vztahu (23.27), do kterého dosadime rovnosti (23.36) - (23.38), pii-
¢emz budeme predpokladat, Ze pri probihani elementu d€’ nabyva thel o hodnot
z intervalu (o; aa):

B(P) = ,uol/ |d¢' x R| ,uol/ |dr'e, x R| ,uol/ Rda' sin(m —a)
Cdr Jo R Am Jo  RY A Jo R3 -
ol do’ sinae ol —ngaa sin « ol / o
Ll i il L = — sin ada =
47 lod R2 47 lod sig2 o 4rr a
I
%(cos ay —cosaq) . (23.39)

Vysledek (23.39) predstavuje piispévek primého tseku vodice protékaného prou-
dem I k magnetické indukci. Bude-li vodi¢ nekone¢né dlouhy, potom bude oy = 7
a ag = 0. Dosazenim do vysledku (23.39) dostaneme:

pol

7 vysledku vidime, Ze velikost vektoru magnetické indukce v pfipadé pifimého

Obréazek 23.5: Orientace vektoru magnetické indukce pro nekonecné dlouhy vodic
protékany proudem 1.

nekone¢ného vodice protékaného konstantnim proudem zéavisi jen na velikosti to-
hoto proudu a na kolmé vzdalenosti r od tohoto vodice. To znamené, Ze ve vSech
bodech na obvodu kruznice poloméru r je velikost magnetické indukce stejné. Pro
velmi dlouhy vodi¢ miizeme rovnéz pouzit pro velikost magnetické indukce vztah
(23.40).

Pomoci obr. 23.4 mtZzeme urcit i orientaci vektoru magnetické indukce v bodé P
na zakladé vztahu (23.26), kde orientace je dana vektorovym sou¢inem d€’ x R,
tedy jednotkovy vektor vektoru magnetické indukce je v tomto misté shodny s
jednotkovym souradnicovym vektorem e,, ktery je tecny ke kruznici o poloméru r
majici stfed v pocatku kartézské soutradnicové soustavy. V jinych bodech na této
kruznici tedy bude mit vektor rovnéz smér tecny k této kruznici, jehoz orientaci
muzeme ur¢it na zakladé Ampérova pravidla pravé ruky, které nam fiké :
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Zahnuté prsty pravé ruky ukazuji orientaci indukénich c¢ar, kdyzZ vztyceny palec
ukazuje ve sméru proudu.
Jiz vime, Ze indukéni Cary jsou uzaviené orientované kiivky, pak v pripadé ne-
kone¢né dlouhého pifimého vodice protékaného konstantnim proudem predstavuji
indukéni ¢ary kruznice, pricemz jejich stfedy lezi na ose uvazovaného vodice. Na
obr. 23.5 je ukdzan vektor magnetické indukce v mistech o danych polohovymi
vektory r; a ro, pficemz jejich kolma vzdalenost od vodice je stejné, tj. r.
Na zékladé vyse uvedeného lze na zakladé vztahu (23.40) napsat vektor magne-
tické indukce pro nekonecné dlouhy primy vodi¢ protékany konstantnim proudem
I I
Ho

B(r) = 27TTT(I‘) , (23.41)
kde 7(r) je jednotkovy teény vektor ke kruznici o poloméru r, jejiz stied je totozny
s pocatkem soufadnic lezicim na vodici (r' = 0).
V piipadé, Ze stfed kruznic, reprezentujicich uzaviené indukéni ¢ary, mize lezet
mimo pocatek soufadnic lezici na nekone¢ném piimém vodici (r’ # 0), pak vektor
magnetické indukce miizeme vyjadrit jako

fol ol
B(r) — _ = 0 23.42

kde 7(r) je jednotkovy tecny vektor ke kruznici o poloméru R, jejiz st¥ed lezi na
vodi¢i v misté o polohovém vektoru r'. V piipadé, ze r' = 0, redukuje se vztah
(23.42) na vztah (23.41).

Priklad 23.2.1

Naleznéte vztah pro vektor magnetické indukce na ose kruhového zavitu totoznou s
osou z protékaného konstantnim proudem [ o poloméru a v zavislosti na soutfadnici
z, kdyz tento proudovy zavit lez{ v roviné z = 0, viz obr. 23.6.

Reseni:
Pfi urceni vektoru magnetické indukce vyjdeme ze vztahu (23.27), t;.
pol [ d€ x (r—r) /LOI}{ d¢ x R
B(r) = 2o -y = 23.43
(r) 47 %\/ ’I'— IJ‘3 4 c’ R3 ( )

Z obr. 23.6 je vidét, ze plati nésledujici rovnosti:

d¢ =di'e, +dy'e,, r=ze,, I =d'e, +ye,, =22+ y?=a,
R=r—r =—dde, —dy'e, +ze., R=+/22+y?+22=Va?+ 22

3
2

R* = (a®+2%)% . (23.44)
Vzhledem k symetrii tilohy pouzijeme s vyhodou polarni souradnice:
¥ =acosa = di'=-—asinada, y =asina = dy =acosada.

(23.45)

~

-~

R

v

= :

Jednotkovy tecny
vektor 7(r) méni
svoji orientaci v
zévislosti na poloze
urcéené polohovym
vektorem r.
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Obrézek 23.6: Magnetické pole na ose kruhového zévitu protékaného proudem 1.

Pomoci polarnich soufadnic muzeme prepsat prvni a paty vztah v rovnostech
(23.44) jako

d¢’ = —asinadae, + acosadae,, R = —acosae, —asinae, + ze, . (23.46)
(™ €y €.
/ _ . =
&' xR=|_gsinada acosada 0=
—acos —asina z

?sin? ada + a® cos® ada) e, =

TV
a2da

za cos adae, + zasin adae, + a*dae, . (23.47)

azcos adae, + azsinadae, + (

Dosadime tento vysledek vektorového souc¢inu do vztahu (23.43), takze dostavame:

I 2 2m
B(r) = B((0,0,2)) = Lé az (/ cos ada) e, +az (/ sin ada) e,+
2 0 0

47 (a® + 22?) R g
=0 =0

27 I 2
a2 ( / da) e.| = 1Y e . (2348)
0 2(a? + 2%)>
e —

=27
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Tedy hledany vztah pro vektor magnetické indukce lezici na ose kruhového prou-
dového zavitu poloméru a ve vzdélenosti z je:

poa’l

B(z) = (23.49)

F€; .
2

2(a?+ 2?)
Ve stfedu uvazovaného proudového zavitu (z = 0) je vektor magnetické indukee:

ol

B0)=""e, .
(0) =5 e

(23.50)

Civku, jejiz zavity jsou navinuty v jedné vrstvé tésné vedle sebe na valcové plose,
nazyvame solenoidem.

Priklad 23.2.2

Naleznéte vztah pro vektor magnetické indukce na ose solenoidu totoznou s osou
z protékaného konstantnim proudem I o poloméru a v zavislosti na souradnici z,
kdyZ tento solenoid méa délku ¢ a obsahuje N zéavitu, viz obr. 23.7.

N
0.0.0.0,0.0.0,

Obrazek 23.7: Magnetické pole na ose solenoidu protékaného proudem 1.

Reseni:

Na jednotku délky solenoidu pfipada N/{ zavitd, takze na délce dz je pocet zavita
Ndz/¢.

Ulohu nejsnaze vyfesime, pouzijeme-li principu superpozice a vysledku z piedchozi
ulohy (23.49), kdy ve vzdélenosti z od pocatku soufadnic, viz obr. 23.7, miuZeme
psat:

’ N
fot —dze, , (23.51)

aB(z) = Lol
2 (a? + 22)2 ¢
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coZ je prispévek Ndz/l zaviti.
Vyslednou hodnotu pero vektor magnetické indukce obdrzime naslednou integraci
vztahu (23.51):

B_,MOCLQIN/Z2 dz _MOIN{ z ]ZZ_
2 )y (a2+22)° 2 0 Va2 + 22,

IN
fol IV e I . (23.52)
2 0 \\a2+22 Ja2+ 2}

Z obr. 23.7 vidime, ze

| 22| \Z1|
Va?+ 22 Va2 + 23 '

Dosadime rovnosti (23.53) do vysledku integrace (23.52), tak dostavame vztah
pro vektor magnetické indukce na ose solenoidu:

CoS (g = , cos(m — ) = —cosay = (23.53)

IN
B= %7 (cosag —cosay) e, . (23.54)

V pripadé, Ze budeme uvazovat velmi dlouhy solenoid, potom oy — 7 a ag — 0,
pak se vztah (23.54) redukuje na:

N
Umistime-li poc¢atek souradnicové soustavy do bodu z = z; (okraj solenoidu),
potom v tomto misté bude as = 7/2 a pro piipad velmi dlouhého solenoidu bude
platit, ze ay — 7, takze po osazeni do vztahu (23.54) dostaneme:

Mol N

Br " Ze, . 23.56
5 7° (23.56)

Odtud vidime, Ze na okraji velmi dlouhého solenoidu bude hodnota magnetické

Move

magnetického pole.

23.3 Magneticka sila ptisobici na proudovy element
a vzajemné silové ptisobeni dvou vodic¢i pro-
tékanych elektrickym proudem

V ramci této kapitoly vySetiime ptisobeni magnetického pole o indukei B (o jeho
zdroji zprvu nic nepfedpokladame) na proudovy element dI = Id€. Podle vztahu
(23.15) bude magnetické pole pusobit silou F,, jen na pohybujici se elektricky
naboj. Uvazujme pouze volny elektricky naboj ve vodici, pficemz predpokladame,
Ze objem, v némz protéka proud, je elektricky neutralni, tj. pro objemovou hustotu

Substituce:
z = atan(u) =
dz = a cos™? udu.
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elektrického naboje plati: p = 0, ¢imz je mozné z tvah o silovém pusobeni na vodic¢
vyloucit elektrickou silu. Volny naboj ve vodici se pohybuje driftovou rychlosti:

de

= —. 23.
= (23.57)

A%

Pro velikost volného naboje mizeme muzeme na zakladé vztahu (22.3) psat:
d@ = Idt . (23.58)

Dosazenim vztaht (23.57) a (23.58) do vztahu pro magnetickou silu (23.15) do-
staneme magnetickou silu piisobici na proudovy element:

e
dF,, = dQvx B=1Idt-o, x B=1d¢ x B. (23.59)

Tedy magneticka sila ptsobici na proudovy element v misté o polohovém vektoru

r ja ddna vztahem:
dF,,(r) = 1d€ x B(r) . (23.60)

Velikost sily (23.60) je dana vztahem:

dF,, = Bld/sina , (23.61)

kde « je thel, ktery sviraji vektor magnetické indukce B s proudovym elementem
1d¢, viz obr. 23.8.
K urceni sméru pusobici sily dF,, se uziva Flemingovo pravidlo levé ruky:

Obrézek 23.8: Magneticka sila pisobici na proudovy element.

Levou ruku poloZime na vodic¢ tak, aby prsty ukazovaly smér proudu a indukéni
cary vstupovaly do dlané, pak vztyceny palec ukazuje orientaci sily, kterou mag-
netické pole piisobi na vodi¢ protékany proudem.
K urceni orientace sily piisobici na proudovy element mizeme samoziejmé pouzit
i znalosti pro urceni orientace vektorového soucinu.
V piipadé, ze uvazujeme dlouhy p¥imy vodi¢ protékany proudem I a tento vodic¢
se nachézi v homogennim magnetickém poli B, které je k vodic¢i kolmé, potom
na zakladé vztahu (23.61) muZzeme vyjadrit velikost magnetické sily puisobici na
délku vodice ¢ jako

F,, = BIl, (23.62)
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pricemz orientace této magnetické sily uréime pomoci Flemingova pravidla levé
ruky.

Nyni budeme uvazovat dva dlouhé tenké pfimé rovnobézné vodice a protékané
proudy Iy a I, které jsou od sebe vzdéaleny R. Jiz vime, Ze piimé vodic¢e pro-
tékané elektrickym proudem kolem sebe vytvaii magnetické pole, jehoz indukéni
cary predstavuji kruznice, jejiz stfedy lezi na ose vodice. Tudiz magneticka pole
uvazovanych vodi¢ti budou mit za nasledek, Ze na sebe budou tyto vodice plisobit
vzajemnymi magnetickymi silami, viz obr. 23.9.

Velikost magnetické indukce od prvniho vodice B je v kolmé vzdalenosti R podle

,[1 12 [1 [2
=] =] + @ =

(a) (b)

Obrazek 23.9: Vzajemné pusobeni magnetickymi silami mezi pfimymi dlouhymi
vodic¢i na délce vodice ¢ pti souhlasnych proudech.

vztahu (23.42):
pol1

B = 23.63

""" orR ( )

a velikost magnetické indukce od druhého vodic¢e B, ve stejné vzdalenosti tedy je:
tola

By = ——=. 23.64

7 2R ( )

Velikost magnetické sily, kterou ptisobi druhy vodi¢ na délce ¢ prvniho vodice je
na zakladé vztahi (23.62) a (23.64) dana nasledujicim vztahem:

po 1112
Foo=Bol1l = ———/. 23.65
2 > 21 2R ( )
Orientaci této magnetické sily pii souhlasném smért proudit I; a I, uréime po-

moci Flemingova pravidla levé ruky, viz obr. 23.9(a).
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Obdobnym zptusobem ur¢ime magnetickou silu, kterou ptsobi prvni vodi¢ na
druhy, tj.

Ho Ll
2 2R
Orientaci opét ur¢ime pomoci Flemingova pravidla levé ruky, viz obr. 23.9(b).
Porovnanim sil vyjadienych vztahy (23.65) a (23.66) vidime, Ze co do velikosti
jsou obé magnetické sily stejné, tj. Fi,1 = Fie.

7 obr. 23.9 vidime, Ze vlivem vzajemnych magnetickych sil se oba vodice proté-
kané souhlasnym proudem p¥Fitahuji.

V pripadé, ze vodice jsou protékany nesouhlasnymi proudy, tak dostaneme stejné
velikosti magnetickych sil F,,; a F,,2 jako v pripadé vodi¢t protékanych sou-
hlasnymi elektrickymi proudy, avSak na zakladé Flemingova pravidla levé ruky
zjistime, Ze jsou tyto sily orientovany opacné, tudiz se budou uvazované vodice
vzajemné odpuzovat, viz obr. 23.10.

Ii I I
(=] 4 D

~
)
@<

(a) (b)

Obrazek 23.10: Vzajemné pusobeni magnetickymi silami mezi pfimymi dlouhymi
vodic¢i na délce vodice ¢ pfi nesouhlasnych proudech.

23.4 Hallav jev

Halliv jev je jednim z nejzndméjsich galvanomagnetickych jevi. Projevuje se vzni-
kem tzv. Hallova napéti Uy na plochém vodici ve sméru kolmém ke sméru proudu
I i ke sméru magnetického pole, do kterého je vodi¢ vlozen. Hallovo napéti je
zpusobeno silami, které plisobi v magnetickém poli na pohybujici se nosice elek-
trického naboje ve vodici.

Je-li proud I ve vodivé desticce tvoren usporadanym pohybem ¢astic (elek-
trond) s ndbojem g = —e, které se pohybuji praimérnou driftovou rychlosti v proti
sméru proudu, pak v magnetickém poli o indukci B na né ptsobi magnetick4 sila
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F,=qvxB. (23.67)

Tato sila zptisobi zvySeni koncentrace nosi¢i naboje elektrického proudu u boéni
stény vodice, které se v dusledku toho nabije zaporné. U protilehlé bo¢ni stény se
naopak koncentrace nosi¢u elektrického proudu snizi, takze tato sténa se nabije
kladné. Tim vznikne napii¢ vodice elektrické pole o intenzité Ey a na nosice
naboje bude souc¢asné pusobit sila elektricka (viz obr. 23.11)

Fo = qEy . (23.68)

V ustéleném stavu jsou obé sily stejné a opacné orientované, takze pro jejich
velikosti plati
Fe=F, = qEg=¢q|lvxB|. (23.69)

Je-li vodiva desticka umisténa kolmo k magnetickym indukénim ¢aram, pak v L

b

Obrazek 23.11: Situa¢ni obrézek k vysvétleni Hallova jevu.

B, a tedy |v x B| = vB. Velikost intenzity pfi¢ného elektrického pole vyjadiime
pomoci Hallova napéti Uy

By =2 (23.70)

kde d je sitka vodice, viz obr. 23.11.
Tedy po dosazeni do predchozi rovnice dostaneme

@ =ovB (23.71)
d
a odtud
Ug = dvB . (23.72)

Je-li n pocet volnych nosi¢ii naboje v jednotkovém objemu vodice, pak velikost
hustoty proudu ve vodici je j = gnv. Odtud

J
== 23.73
v== (23.73)
Dosazenim tohoto vztahu do vyrazu (23.72) dostaneme
1 1 bdj
Uy=dvB=—djB=—-"1B, (23.74)

ng ng b
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kde b je tloustka vodivé desticky. Pro kolmy prufez vodice plati, ze S| = bd, takze
dbj = S,1j = I, coz je velikost proudu uvazovanym vodi¢em. Odtud miZzeme
prepsat vztah (23.74) do tvaru

117
Uy =—-B 23.75

Daéle zavedeme veli¢inu )
Ry =—, (23.76)

ng

kterou nazyvame Hallova konstanta. Z tohoto vztahu je vidét, Ze je nepiimo
amérna koncentraci volnych nosi¢ii naboje. Vztah pro Hallovo napéti miizeme
s ohledem na rovnost (23.76) zapsat jako

1
Uy = RHEB : (23.77)
U polovodici je koncentrace n volnych nosi¢ii naboje mald v porovnéani s kovy,
a proto Hallova konstanta Ry bude velkd (napf. pro vizmut je Ry = —1.107°

m3C~1). Odtud plyne, Ze Halliv jev u polovodi¢ovych materialti se pomérnd
snadno méfi. U kova je Hallova konstanta Ry mald (napt. pro méd je Ry =
—7,4.107" m3C1), takze se Halliv jev méii obtizné. Proto je nutné v pifpadé
kovii pouzit tenké vzorky, viz vztah (23.77).

Ze vztahu pro Hallovo napéti (23.77) vyplyva, Ze pro danou vodivou nebo polovo-
dicovou desticku, ktera je protékana konstantnim proudem I, je Hallovo napéti Uy
piimo tmérné velikosti magnetické indukce, ¢ehoz vyuzivaji pristroje pro méfeni
magnetického pole zvané teslametry.

23.5 Ampériv zakon celkového proudu pro bez-
materialové prostredi

Ze vztahu (23.42) plyne, Ze vektor magnetickd indukce, kterou vytvori piimy
nekone¢né dlouhy vodi¢ protékany proudem I, ma stejnou velikost podél kruznice
o poloméru R, jejimZz stfedem tento vodi¢ prochazi a jeho smér je teény k této
kruznici a orientace je dana Ampérovym pravidlem pravé ruky. Uvazujme, Ze
tento vodi¢ prochéazi uzavienou rovinnou kiivkou C, kterd lezi v roviné kolmé
na vodi¢, jak je ukadzano na obr. 23.12. Z tohoto obrézku lze vidét, Ze prumét
vektoru d€ do sméru jednotkového teéného vektoru 7(r) je dan skalarnim souc¢inem
de-7(r) = cos adl a tento prumét se rovna délce oblouku na kruznici o poloméru
R v daném misté, tj. Rdy. Tedy mizeme psat:

cosadl = Rd~y . (23.78)

Nyni provedeme cirkulaci vektoru magnetické indukce B(r) podél kiivky C, pro
kterou pouzijeme vztah (23.42) a rovnost (23.78):

,LLOI ( )-d€  pol [cosadl  pol T Rdy
B -de = == — 0 alinl QU
R 2r Jo R 2m R
pol MOI

27
dy = —27 = puol . (23.79
ol N > pol . (23.79)
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B(r) = B(R)7(r) = {25 7(r)

Obrazek 23.12: Situacni obrazek k odvozeni Ampérova zédkona celkového proudu
pro bezmateridlové prostiedi.

Dostavame dilezity vztah:
%B -dl = pol . (23.80)
c

Tento vztah lze je$té zobecnit pro piipad, kdy uvazovanou uzavienou rovinnou
kiivkou C prochéazi vice vodic¢u s proudy Iy, Is, ..., Iy. Pro kazdy z téchto proudu
bude platit vztah (23.80), tj.

j{Bn-dE:NOIn, n=1,2,...,N. (23.81)
C

Ponévadz magnetické pole elektrickych proudt spliiuje princip superpozice, pak
plati:

N
B1+B2+"“|’BN:ZBn:B' (2382)

n=1

Tedy pii pouziti vztahu (23.80) a (23.82) dostavame:

N N N
fB-dezjf(ZBn) -dﬁ:Z?{BH-dezquInzuol, (23.83)
¢ ¢ n=1 n=1 ¢ n=1

kde I predstavuje celkovy proud prochézejici plochou S ohranic¢enou kiivkou C.
Timto jsme dospéli k zobecnéni puvodniho vztahu (23.80), ktery upfesnime:

N

]{B-dﬂzuol, I:ZIn. (23.84)
C

n=1

Vztah (23.84) predstavuje tzv. Ampériv zakon celkového proudu v integralnim
tvaru pro bezmateridlové prostiedi, ktery nam tika:
Krivkovy integral vektoru magnetické indukce podél uzaviené krivky se rovna fu
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nasobku celkového elektrického proudu prochéazejiciho plochou, ktera je ohrani-
dena touto kiivkou®.

Pii odvozeni Ampérova zakona celkového proudu v integralnim tvaru pro bezma-
teridlové prostiredi jsme predpokladali, ze kiivka C lezi v roviné kolmé k vodidi,
coz nam umoznilo pomérné jednoduse dospét ke vztahu (23.84), ktery vSak plati
obecnéji, tj. kiivka C nemusi byt rovinna a vodic¢e prochéazejici touto p¥imkou
nemusi byt piimé. Obecnéjsi odvozeni Ampérova zakona celkového proudu pro
bezmateridlové prostifedi je pro zajemce uvedeno az v zavéru této kapitoly. V
dalsi ¢asti textu tedy budeme pohlizet Ampériv zakon celkového proudu v inte-
gralnim tvaru pro bezmaterialové prostiedi (23.84), Ze plati obecné, viz obr. 23.13.
Celkovy proud protékajici plochou S si lze pomoci vztahu (22.7) vyjadrit jako

\I N

Obrézek 23.13: Ampéruv zakon celkového proudu pro bezmateridlové prostiedi.

I://j-dS,

S

takze kdyz pouzijeme Stokesovu vétu (9.51) lze prepsat rovnost (23.84) vyjadrit
nasledujicim zpusobem:

féB-dﬁz//(V><B)-dS:MOI:uo//j-dS://uoj-dS. (23.85)

Odtud miizeme psat:

//(V x B— jpj)-dS=0. (23.86)

Protoze se jedné o libovolnou plochu S, tak lze obecné splnit tuto rovnici, kdyz
integrand bude roven nulovému vektoru, tj. V x B — ugj = 0. Potom musi platit:

V x B = pj. (23.87)

Rovnice (23.87) predstavuje Ampeériv zakon celkového proudu v diferencialnim
tvaru pro bezmateridlové prostiedi.

1=, I,.
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Obecnéjsi odvozeni Ampérova zakona celkového proudu

Provedeme-li rotaci rovnosti (23.32), pak pomoci identity (A.13) dostaneme:

V x B(r) =V x VXZ_;///|5(—I/Lde, _
/// ( |r—1“|) V= ///th_ av’. (23.88)

Integraci posledniho integralu muzeme provést piimo, pouzijeme-li nasledujici rov-
nosti:

V2 (|r_1 IJ‘) = —4ré(r—1r), (23.89)

kde §(r) je trojrozmérna Diracova funkce. Tedy

///vz\}]— 1“|dvl Ho /// O(r — 1)dV" = puoj(r) (23.90)

Porovnanim identit (A.26) a (A.31) muZeme psat:

1 o1

— =V — . 23.91
|r —r| |r — 1| ( )

Protoze V operuje pouze s necarkovanymi soufadnicemi, je mozné prepsat pied-
posledni integral v rovnosti (23.88) pomoci vztahu (23.91) prepsat jako

/// ( |r—1“|>dv,_ MOV/// |dV’ (23.92)

Pro dalsi apravu pravé ¢asti této rovnice pouzijeme tuto identitu:

V- (fF)=F-Vf+fV-F. (23.93)

Pomoci této identity tedy dostavame:

gl
// oo (2o o

Druhy integral na pravé strané rovnice prevedeme pomoci Gaussovy véty (12.56)
na integral plosny:

v i e [ e ff s

(23.95)
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Protoze v magnetostatice je nutné povazovat elektrické proudy za stacionéarni, tak
z rovnice kontinuity vyplyva, ze V'-j(r') = 0. Z tohoto divodu bude prvni integral
na pravé strané rovnice (23.95) roven nule. Zbyvajici plosny integral bude vsak
rovnéz roven nule diky skuteCnosti, Ze distribuce proudové hustoty je prostorové
omezend a uzavienou plochu, pres kterou integrujeme, miizeme neomezené zveét-
Sovat.

S ohledem na vysledky integraci nakonec dostavame, ze

V x B = pj . (23.96)

Tento vyraz vyjadiuje Ampériv zakon celkového proudu v diferenciadlnim tvaru.
Pomoci Stokesovy (9.51) véty muzeme ze vztahu (23.87) dostat Ampériv zakon
celkového proudu v integralnim tvaru, tedy

//vxB-dS:j{B-dezuo//j-dszuof, (23.97)
C
S

S

kde I je celkovy proud prochazejici plochou S, jejiz hranice je tvofena uzavienou
kiivkou C (obecné se jedné o prostorovou kiivku).

Tedy ze vztahu (23.97) napiSeme Ampéruv zakon celkového proudu v integralnim
tvaru jako

}{B - de = pol . (23.98)
C

23.6 Vektorovy potencial magnetického pole a Po-
issonova rovnice pro vektorovy potencial mag-
netického pole

Pro popis magnetického pole by bylo vyhodné, kdyby bylo mozné obecné odvodit
vektor magnetické indukce B jako gradient skalarni funkce. Vzhledem k tomu,
7e rotace vektoru magnetické indukce neni obecné rovna nulovému vektoru, viz
vztah (23.87), neni tato moZnost obecné realnou.

Kazdé vektorové pole, jehoz divergence je rovna nule, mizeme vyjadrit jako ro-
taci vektorové funkce, nebot plati, Ze divergence rotace je identicky rovna nule,
viz identita (A.1). S ohledem na vztah (23.34) tedy muZzeme vektor magnetické
indukce vyjadfit pomoci nového vektoru (vektorového pole) A(r), ktery vyhovuje
vztahu:

B(r)=V x A(r) (23.99)

které se nazyva vektorovym potencidlem magnetického pole nebo magnetickym
vektorovym potencidlem.

Defini¢ni vztah (23.99) v8ak neurcuje vektorovy potencial jednoznacné. Je ziejmé,
ze pokud existuje alespoii jedna funkce vyhovujici vztahu (23.99), vyhovuje to-
muto vztahu také kazda vektorova funkce tvaru:

Al(r) = A(r) + V{(r), (23.100)

4 Avgak kdekoliv je proudova hustota nulova, muZeme vektor magnetické indukce vyjadiit
pomoci gradientu skalarni funkce, kterou nazyvame skalarni magneticky potencial.
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kde ((r) je libovolna skalarni funkce, pro niz existuji piislusné diferencialni ope-
race. Tato skutecnost vyplyva z identity (viz identita (A.9)):

V x (V((r) =

Specialné je vzdy mozné vektorovy potencial vybrat tak, aby byla splnéna pod-
minka;:

V- A(r) =0 (23.101)

nazyvana (Coulombova) kalibraéni podminka .

Kdyby platilo, ze V - A(r) = f(r) # 0, pak lze k vektorovému poten01alu A(r)
piicist vektorovou funkei V{(r), pro kterou plati, ze V-V ({(r) = V3((r) = — f(r).
Timto dostavame novy magneticky vektorovy potencial A'(r) = A(r) + V{((r),
ktery vyhovuje kalibra¢ni podmince, tj. V- A'(r) = V - A(r) + V*((r) = f(r) —
f(r)=0.

Dosadime-li vztah (23.99) do Ampérova zakona (23.87), tak dostaneme:
V x(VXxA)=pj. (23.102)
Pouzijeme identitu (A.13):
V(V-A) - VA = uj . (23.103)
S ohledem na kalibra¢ni podminku (23.101) se tato rovnost zjednodusi na rovnici:
V2A(r) = —pugj(r) . (23.104)

Tato rovnice se nazyva Poissonova rovnice pro vektorovy potencidl magnetického
pole.
Tuto vektorovou rovnici muze vyjadrit ve slozkovém tvaru jako

V2Ai(r) = —poji(r) ,  i=1,2,3. (23.105)

Dostali jsme tfi Poissonovy rovnice pro jednotlivé kartézské slozky. Vzhledem k
tomu, Ze vztah (20.34) predstavuje feSeni Poissonovy rovnice elektrostatického
pole (20.65), muzeme na zakladé porovnani napsat i feSeni pro Poissonovy rovnice

(23.105):
o=t [Jf 2 0

Odtud je mozné vyjadiit magneticky vektorovy potencial® A = (A;, Ay, A3):

“’_;/// |j(_I/L|dV’. (23.107)

Pro vysetfovani magnetického pole vodi¢t malého priufezu AS s homogenné roz-
lozenym proudem I je vyhodné, pomoci rovnosti (23.23), prepsat vztah (23.107)
jako

MOI de B Mol de
47 C/‘I'—IJ|_47T C/R.

A(r) = (23.108)

5Ke stejnému vztahu jsme dospéli p¥i odvozeni vztahu (23.32).
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V nékterych pfipadech méa vyznam studovat magnetické pole makroskopickych
plosnych proudi. Je-li dédna linearni hustota proudu, viz vztah (22.9), tekouciho
na plose S’, je zfejmé mozné vyjadiit vektorovy magneticky potencial vzorcem,
ktery odpovida vztahu (20.36), tedy

A(r) = Z—;// g(ﬂ;’ds’. (23.100)
4

r—

23.7 Magneticky dip6l

Pro popis vlastnosti staciondrniho magnetického pole je pojem magnetického di-
polu stejné dilezity jako elektricky naboj pro popis elektrostatického pole.

UvaZujme rovinnou proudovou smycku C’ libovolného tvaru protékanou konstant-
nim proudem . Takovato proudova smycka predstavuje magneticky dipol (jak
vyplyne z dalsiho). Tuto smycku, jejiz vlastni rozméry jsou malé v porovnéani se
vzdélenosti, kde vySetfujeme jeji magnetické pole, umistime do pocatku pravo-
uhlé soutfadnicové soustavy (soucasti plochy S" vymezené proudovou smyckou je
pocatek soufadnicové soustavy). V bodé o polohovém vektoru r budeme vysetio-
vat magnetické pole, které tato smycka vybudi. Popisovana situace je zachycena
na obrazku 23.14. Magneticky vektorovy potencial proudové smycky v misté o

A(r)
r’ < r
r
m=18S
R
S =Sn=|S
1 0 N
C! Yy
e’

Obrézek 23.14: Vektorovy magneticky potencial proudové smycky.

polohovém vektoru r spocitame podle vztahu (23.108):

. ,U,()I de

Ay (1) = <
dp(r) 47 o’ ‘I'—IJ’

(23.110)

K dalsi dpravé tohoto vztahu pouzijeme vektorovou identitu, kterou si nejdfive
odvodime. Uvazujme vektor a = konst. a skalarni funkci f, pak mizeme pomoci
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Stokesovy véty (9.51) psat:

a-ifdfzjgfa-dﬁz/ [V x (fa)]-dS. (23.111)

Pro rotaci soucinu skalarni a vektorové funkce plati: V x (fF) = Vf x F+ f(V x
F). V naem piipadé je vektorova funkce F' déana konstantnim vektorem a, pak
V x a = 0, takze dostavame, ze V x (fa) = V f x a, coz pouzije k apravé rovnosti
(23.111), kde dale pozijeme pravidla pro smiSeny soucin (4.37):

%fdﬁ—//Vx (fa)]-dS = //foa )-dS = // (ASxV [) _a//deVf

(23.112)
Odtud muzeme napsat hledanou vektorovou identitu:

féfdﬁ = //dS xVf. (23.113)
S

V nasem piipadé reprezentuje skalarni funkei f skalarni funkce 1/|r — r’|, takze
uplatnénim identity (23.113) ve vztahu (23.110) dostavame:

. — M_OI de 1“0]// / /
Agip(r) = i 73 7] dS x V |r— v (23.114)

Déle vyuZzijeme rovnosti (A.31):
1 r—r
A4 =
(IP—IJ!) r—rp

IMQI dSX
Agip(r) // |P_IJ|3 . (23.115)

Protoze predpokladame malou proudovou smycku, tedy v dostatecné vzdélenosti
od nf plati relace 1’ < r, tak lze upravit vysledek (23.115) jako

[L()] ds’ x ILLQI dS/ Xr ,u(]] p ro
Adlp // ’I’— I‘/|3 ~ dS X —3 =

pol //dg nx L= tol //ds nxizﬂi”m:ﬂ_ofs“

r3 r3 47 3 A7 73

¢im7 dostavame:

_S’ :S
(23.116)

kde n = konst. je jednotkovy vektor normalovy vektor k ploge S, resp. S’.
Ziskany vztah je mozné prepsat do tvaru

HomXr
47 3

Adip( )

: (23.117)
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kde m = IS nazyviame Ampériuv magneticky dipélovy moment proudové smycky.
Poznamenejme, Ze pii pouZiti aproximace ve vztahu (23.116) ma za néasledek, Ze na
tvaru proudové smycky C’ nezalezi, urcujici je jen velikost plochy, kterou uzavira,
a jeji orientace (samoziejmé proudovou smyckou musi protékat stejny proud).
Vektor magnetické indukce ndmi uvazovaného magnetického dipélu Bgi, urcime
pomoci vztahu (23.99), tj.

Byip(r) = V X Agyp(r) = Z—;V X <m X T%) : (23.118)

K vyjadieni tohoto vysledku pouzijeme nasledujici vektorovou identitu pro rotaci
vektorového soucinu dvou vektorovych funkei a a b:

Vx(axb)=(b-V)a—(a-V)b+a(V-b)—b(V-a). (23.119)

V naSem piipadé reprezentuje vektorovou funkci a Amperuv magneticky dipolovy
moment m = konst. a vektorova funkce b je reprezentovana vektorovou funkei
r/r3, takze s ohledem na vektorovou identitu (23.119) miiZeme psat:

Vx(mxr—l;):—(m-V)%er(v.L):

3
m-r r m-r (m-r)r m
_V 7,,3 +m Vﬁ :—V 7/.3 :3 7»5 —F (23120)
~——

=0

Tento vysledek dosadime do vztahu (23.118), ¢imz dostaneme:

By (r) = Z—; (:%(mr—f)r . T—H;) . (23.121)

Pro jednoduchost budeme uvazovat orientaci plochy vymezenou proudovou smy¢-
kou v kladném sméru osy z a vzhledem k tomu, Ze na tvaru proudové smycky
nezalezi, jak je uvedeno vyse, tak budeme pro snazsi predstavivost uvazovat kru-
hovou proudovou smycku, které timto musi lezet v roviné z = 0. Vzhledem k
symetrii zvolime pro popis vektoru magnetické indukce buzeného touto prou-
dovou smyckou kulové soutadnice, viz obr.23.15. V nami uvazovaném piipadé
pro Ampériav dipolovy magneticky moment plati, Ze m = (0,0,m). Skalarni
soutin m - r ve vztahu (23.121) si vyjadiime pomoci vztahu (4.92), tj. r =
(rsin v cos p, rsin v sin ¢, r cos V¥):

m-r=(0,0,m) - (rsindcosp,rsindsing,rcosd) = mrcosv . (23.122)

S ohledem na obr. 23.15 je mozné polohovy vektor zapsat také jako r = re,,
potom pomoci skalarniho soucinu (23.122) muZeme psat:

(m - r)r = mr?cosde, . (23.123)

Protoze jednotkovy vektor e, lezi v roviné urcené jednotkovymi vektory e, a ey,
je mozné ho rozlozit do sméri vektori e, a ey, jak je ukdzano na obr. 23.16, tedy
e, = cose, — sinvey. Potom mizeme Ampértuv dipolovy magneticky moment
vyjadrit jako

m = me, = mcos e, —msinvey . (23.124)
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™8

(S
//(e\v €y
) ,nezA 0 X ey B(r)
ezA l,‘
plas
o e

Obrazek 23.15: Ampéruv dipolovy magneticky moment.

A
e

e. = cosve, — sintey

cos
e.

z

.
v

—sin) €y

Obrazek 23.16: Rozklad jednotkového souradnicového vektoru e,.

Do vztahu (23.121) dosadime ze vztaht (23.123) a (23.124), ¢imz po tpravé do-
staneme:

_B&po;ﬂ)::iﬁzz(Qcosﬁer+-ﬁnﬁeﬁ). (23.125)

Tento vztah je formalné shodny se vztahem (20.129). Diky této shodé dostaneme
pro proudovou smycku pribéh indukénich ¢ar analogicky s pribéhem silo¢ar u
elektrického dipolu, viz obr. 23.17. Proudovéa smycka protékana elektrickym prou-
dem pak predstavuje magneticky dipol. Na zavér poznamenejme, Ze kdyby se
Ampeérav dipolovy magneticky moment nenachézel v pocatku soufadnic, ale v
misté o polohovém vektoru r/, potom lze snadno ukézat, ze by vztah (23.117)
musel byt nahrazen vztahem:

pomx (r—r) pymxR

Agp(r) = ——~T — 2 =
aip(7) dr |r—1r/? dr  R3

(23.126)
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Obrézek 23.17: Magnetické pole dip6lu kruhové proudové smycky.

23.8 Moment sil ptisobicich na proudovou smycku

Uvazujme proudovou obdélnikovou proudovou smycku o stranach a a b, jejiz stied
je totozny se stfedem kartézské soufadnicové soustavy a jeji jedna osa lezi na
soufadnicové ose x. Tato smycka je protékana konstantnim proudem I a nachéazi
se v homogennim magnetickém poli, kdy odpovidajici vektor magnetické indukce
je rovnobézny s osou y a je orientovan v jejim kladném sméru, tj. B = Be,, viz
obr. 23.18. Na jednotlivé strany obdélnikové proudové smycky piisobi magnetické
sily, jejichz orientaci miizeme snadno urcit pomoci Flemingova pravidla levé ruky.
Vektory téchto sil uré¢ime pomoci vztahu (23.60), tedy

F,.=IbxB, F, =IbxB, F,,=laxB, F,_=1Ia xB, (23.127)

kde vektory a, a’, b a b’ jsou zachyceny na obr. 23.18 a je vidét, Ze jsou orientovany
ve sméru elektrického proudu. Z tohoto obrazku je také ziejmé, ze a = —a a
b' = —b. Diky této skutec¢nosti musi platit, ze F,,, = —F,, a F, = —F,,,. Z
tohoto obrazku je také ziejmé, ze sily F,, a F_ nezptsobuji zadnym silovym
momentem. Jinak je tomu u sil F,,, a F, _, kdy moment této dvojice sil dany
vztahem (13.3) je nenulovy, jak lze vidét lépe z obr. 23.19:

Mp=dxF,,=dxF,.e,=F,.dxe,=F,.de, . (23.128)

Protoze plati, ze e, = n x ey, d = b a F,,, = IaB, tak mizZeme tento vysledek
déle upravit:

Mp = F,,.de, = IaBb(n x e,) = Iabn x Be, = ISx B=m x B. (23.129)
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[

B = Be, = konst.

S =ab F

max
/
F mz b

S =5Sn = abn

Obrézek 23.18: Obdélnikova proudova smycka v homogennim magnetickém poli.

A

B = Be, = konst.
FTIIZ
m
S = Sn = abn
«
O\’ Y
F‘;nz = _F717.Z

Obrézek 23.19: Moment silové dvojice ptisobici na uvazovanou proudovou smycku.

Tedy muzeme konstatovat, Ze na proudovou smycku, které prislusi Ampeéruv di-
polovy magneticky moment m nachézejici se v homogennim magnetickém poli B
ptsobi moment dvojice magnetickych sil:

Mp=mxB. (23.130)

Poznamenejme, Ze tento vztah plati obecnéji, tj. pro proudové smycky rizného
tvaru, které se nachazeji v homogennim magnetickém poli.

Je ziejmé, ze vlozime-li proudovou smycku do homogenniho magnetického pole,
pak dojde vlivem ptlisobictho momentu magnetickych sil k jejimu nasmérovani
tak, ze Ampérav dipolovy magneticky moment m bude stejné orientovany jako je
homogenni magnetické pole, tedy Mp = 0. Tento proces nazyvame magnetizace.
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23.9 Schematické shrnuti vyslednych vztahti

Vysledky, ke kterym jsme dospéli v predchazejicich kapitolach mizeme schema-
ticky shrnou pomoci obrazku 23.20. Tento obrazek nam znazornuje, jakymi vztahy
jsou navzajem spojeny vzdy dvé ze tii veli¢in dilezitych pro popis stacionarniho
magnetického pole ve vakuu: A, ja B.

Obrézek 23.20: Schematické shrnuti ziskanych poznatki.

23.10 Stacionarni magnetické pole v materidlovém
prostiedi

23.10.1 VlIliv materidlového prostiredi na magnetické pole

Vlozime-li latku do vnéjstho magnetického pole, vytvoreného ve vakuu pohybem
nosict elektrického naboje v pozorovaci soustavé anebo elektrickym proudem, do-
jde k interakci vnéjsiho magnetického pole s latkou. Kazda latka je schopna se ve
vnéjsim magnetickém poli magnetizovat, tj. ziskat nenulovy makroskopicky mag-
neticky moment, ¢imz se stdva zdrojem magnetického pole o magnetické indukci
B;. Magnetickd indukce B; se skldda s vnéjsim magnetickym polem B,, takze
vysledné magnetické pole ma magnetickou indukei:

B=B,+B,. (23.131)

Protoze magneticky stav latky se zachovava i pri jejim déleni, byla vyslovena
hypotéza o tzv. molekularnich (atomarnich) proudech (Ampériav model). Tato
hypotéza mé dnes oporu v kvantové mechanice, ktera umoznuje plné popsat mag-
netické vlastnosti materiala. Vzhledem k tomu, Ze pouziti kvantové mechaniky pfe-
krac¢uje ramec tohoto uc¢ebniho textu, pokusime se nékteré magnetické vlastnosti
latek vysvétlit pomoci jednoduchého nekvantového modelu atomu. Tento model
vychazi z pfedstavy, Ze kolem kladné nabitého jadra atomu obihaji konstantni
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rychlosti elektrony. Navic pfedpokladame, Ze se elektron otaci kolem své osy®, viz
obr. 23.21. Magneticky moment zpiisobeny obéhem elektronu kolem jadra nazy-

atom

VC:

S elektron

__-/

Obrézek 23.21: Orbitalni a spinédlni pohyb elektronu.

vame magnetickym momentem orbitalnim, magneticky moment spojeny s rotaci
elektronu kolem své osy nazyvame spinovy magneticky moment. Vysledny mag-
neticky moment atomu je dan vektorovym souctem orbitalnich a spinovych mag-
netickych momentu vSech elektronti. Tento vysledny magneticky moment atomu
vytvari magnetické pole. Toto magnetické pole si mtizeme predstavit jako magne-
tické pole elementarni proudové smycky (magnetického dipo6lu). Neni-li pfitomné
vnéjsi magnetické pole, pak magnetické dipoly, kterym prislusi Ampérovy magne-
tické momenty’ my, jsou orientovany nahodile, a tedy vysledné magnetické pole
molekularnich proudid mé nulovou magnetickou indukci, B; = 0 a téz vysledny
Ampériuv magneticky moment v objemu AV je nulovy, t;j.

AV
Am; =) m,=0. (23.132)

Pisobenim vnéjsiho magnetického pole se Ampérovy magnetické momenty mole-
kul (atomt) my, orientuji do jednoho sméru, tj. dochazi k magnetické polarizaci.
Vysledny Ampériv magneticky moment Am; makroskopického objemu latky AV
je jiz nenulovy a tedy vysledné magnetické pole jiz neni nulové, B; # 0.

Tak jako jsme v pripadé polarizace dielektrika v elektrickém poli zavedli pro kva-
litativni popis tohoto jevu vektor elektrické polarizace P, zavedeme podobné i
v piipadé magnetizace latky vektor magnetizace M jako vektorovy soucet vSech
Ampérovych magnetickych momenti molekulédrnich proudi v jednotkovém ob-
jemu latky. Je-li v makroskopickém objemu latky AV vektorovy soucet vSech
Ampérovych magnetickych momentti molekularnich proudu roven:

AV
Am; =Y my, (23.133)
pak vektor magnetizace je dan vztahem:
. Amz . Zﬁv my;
M= Ay = T (26130

6Popsany model jen velmi hrub& odpovida kvantovémechanickému popisu chovani atomu.
U Ampérovych magnetickych momentii budeme pouZivat dolniho indexu 4, abychom zdii-
raznili souvislost s vnitfnim magnetickym polem B,;.
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23.11 Pole magneticky polarizovaného materialu

Vektor magnetizace je funkci prostorovych soutfadnic, M(r). Na vektor magneti-
zace je mozné rovnéz pohlizet jako na vektor udavajici objemovou hustotu Am-
pérovych magnetickych momentti v daném misté.

Uvazujme magneticky polarizovanou latku o objemu V’. Pro uvazovany objem
magneticky zpolarizované latky je znam vektor magnetizace M(r). Objemovému
elementu magneticky zpolarizované latky dV’ v misté r odpovida Ampeérav mag-
neticky dipolovy moment dm = M(r')dV’, viz obr. 23.22. Pomoci vztahu (23.126)
mizeme urcit magneticky vektorovy potencidl uvazovaného magneticky zpolari-
zované latky v misté o polohovém vektoru r jako

Z
V/
dm

Av'

4

dA

T

Obrazek 23.22: Magneticky polarizovana latka o objemu V.

podmx (r—r)  po M(r') x (r—7r)

dA = —
Ar |r—r? 47 |r — /|3

av’ . (23.135)

Pro dalsi upravu tohoto vztahu pouzijeme identitu (viz (A.31)):

/ 1 _ (I‘— I/)
v (\:«—ﬂ]) = (23.136)

kde V' je nabla operator podle ¢arkovanych soufadnic.
Tedy pomoci této identity muZeme upravit vztah (23.135) jako

_ﬂ / / 1 !
dA = M) x V (|r_ﬂ|)dv . (23.137)

K dalsi upravé pouzijeme nasledujici identitu:
Vx(fF)=fVXxF+VfxF=fVXF-FxVf. (23.138)

S pomoci této identity je mozné dale upravit vztah (23.137):

e [V xM(Y) o, [ M) ,
A= Y ) |V (23.139)
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Abychom ziskali prispévek k magnetickému vektorovému potencialu v bodé o po-
lohovém vektoru r od vSech objemovych elementti magneticky zpolarizované latky,
provedeme nésledujici integraci pres cely uvazovany objem latky V'

/// {V/\rx—l\fﬂ — Vi (‘II\./I_(I:B|)] dv' =
// V,yrx_l\fq v’ - // V' x (,r_rf‘)dv’ (23.140)

Pro dalsi apravu nalezeného vztahu pouzijeme identitu:

// VdeV:ﬂdeF, (23.141)
1% s

kterou ziskdme tak, Ze vynasobime integral na levé strané skalarné pomocnym
konstantnim vektorem ¢, pak pouZijeme vzorce pro smiSeny soucin (4.37) a Gaus-
sovu vétu (12.56):

///C.VdeV:// V-(Fxc)dV:#(FXC).dS:ﬂC_dSXF. (23.142)

S

Vytknutim pomocného vektoru dostaneme identitu (23.141). Tuto identitu pou-
zijme k upravé posledniho ¢lenu v rovnosti (23.140):

' M(Y M(r) x dS’
/ / VXMW # de . (23.143)
lr — r'| ]r—

Zavedeme nasledujici oznaceni
J,(r') =V x M(r), (23.144)

&(1') = M) x n, (23.145)

kde n je jednotkovy vektor vngjsi normaly plochy S’ v daném mists (dS" = ndS’).
Pomoci zavedeného oznaceni je mozné prepsat integrandy v integralech nachézejici

se ve vztahu (23.143):
: &) o
/// ’r_ﬂ dv + s (23.146)
S/

Porovnanim prvniho integralu se vztahem (23.107) je zfejmé, Ze vztah (23.144)
predstavuje vektor proudové hustoty objemového proudu. Jedna se vlastné o vyse
zminéné molekularni proudy, na které miazeme pohlizet jako na proudy vazané. Z
toho davodu bude pro nés vektor proudové hustoty j, ve vztahu (23.144) pred-
stavovat vektor proudové hustoty vazanych proudu (proudova hustota vazanych
proudii) v objemu magneticky zpolarizované latky. Podobné mizeme porovnat
druhy integral ve vztahu (23.146) se vztahem (23.109). Na zakladé tohoto porov-
nani muzeme konstatovat, ze vztah (23.145) predstavuje vektor linearni hustoty
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vazaného proudu (linedrni hustota vazaného proudu) na ploSe ohranic¢ujici ob-
jem uvazované magneticky zpolarizované latky. Vazané proudy se nékdy nazyvaji
magnetiza¢nimi proudy.

Vztah (23.146) muZeme interpretovat néasledujicim zpusobem:

Magnetické pole vytvorené prostorovym rozloZzenim magnetickych dipoli s obje-
movou hustotou M(r) v objemu V' je totozné s magnetickym polem vytvorenym
objemovymi proudy hustoty j,(r) tekoucimi v objemu a plosnymi proudy hustoty
&,(r) tekoucimi na plose S ohranicujici objem V.

23.12 Ampérav zakon celkového proudu v mate-
rialovém prostredi

V predchozi kapitole jsme si ukazali, ze vazané proudy magneticky zpolarizované
latky jsou zdrojem magnetického pole. Celkové magnetické pole lze povazovat za
pole, jehoz zdrojem jsou jak védzané proudy, tak volné proudy, coz jsou vsechny
proudy, které nejsou proudy vazanymi.

Celkovou proudovou hustotu tedy muzeme vyjadrit jako

Jo=J+i,- (23.147)

Celkovou proudovou hustotu dosadime do Ampérova zakona celkového proudu
(23.87):

Podélime tento vztah permeabilitou vakua pg a za proudovou hustotu vazanych
naboju j, dosadime ze vztahu (23.144):

1
—V xB=j+VxM, (23.149)
Ko
odtud .
V X (—B — M) =j. (23.150)
Ho

Veli¢inu v zévorce ozna¢ime H:

H:iB_M:ﬂ_

(23.151)
Mo Mo

kde P, = poM je magnetickd polarizace. Velicinu H nazyvame intenzita magne-
tického pole.
Tedy Ampériv zakon celkového proudu v diferencialnim tvaru pro materialové
prostiedi ma tvar:

VxH=j. (23.152)

Pomoci Stokesovy véty (9.51) muzeme ze vztahu (23.152) dostat Ampérav zakon
celkového proudu v integralnim tvaru pro materidlova prostiedi, tedy

//VxH-dS:]{H-dﬂz//j-dS:I, (23.153)
c
S S
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kde I je celkovy proud prochézejici plochou S, jejiz hranice je tvofena uzavienou
kiivkou C (obecné se jednéa o prostorovou kiivku).

Maxwellovy rovnice pro stacionarni magnetické pole v materidlovém prostredi jsou
v diferencialnim tvaru dany rovnicemi:

V-B=0, (23.154)

VxH=j. (23.155)

Maxwellovy rovnice stacionarniho magnetického pole v materidlovém prostiedi v
integralnim tvaru maji tvar:

#B .dS=0, (23.156)
S

j{H- de=1. (23.157)
C

23.13 Magnetické vlastnosti latek

Jak magnetickd polarizace P,,, tak magnetizace M charakterizuji stupen uspo-
fadani Ampeérovych magnetickych moment® m; molekularnich proudi do sméru
vnéjstho magnetického pole, tj. charakterizuji stupen magnetizace latky. Podobné
jako pfi polarizaci dielektrika zéavisela polarizace na vysledné intenzité elektric-
kého pole v dielektriku, tak i v pripadé latky v magnetickém poli bude magneti-
zace zaviset na vysledné intenzité magnetického pole v latce. Pokud se omezime
na linedrni magnetika, miizeme potom psat

M =\, H (23.158)

a tedy
P,, = pnox.H, (23.159)

kde x,, je magnetickid susceptibilita a je zfejmé bezrozmérnou veli¢inou. Mtize
nabyvat kladnych i zapornych hodnot a pro vakuum je rovna nule.
Dosadime-li vztah (23.159) do vztahu (23.151), tak po upravé dostaneme

B = uoH+ P,, = ugH + poxmH = 110 (1 + X)) H= pop. H=pH , (23.160)
———

=Hr

kde i, je relativni permeabilita prostiedi (rovnéz bezrozmérna veli¢ina) a u se
nazyva permeabilita.

Vztahy M = x,,H, P,, = poxmH a B = pou,H = pH nazyvame materialové
vztahy.

Pro magneticky izotropni latky jsou vektory P,,, M a H kolinearni. U anizotrop-
nich latek nema obecné vektor P,, stejny smér jako vektor H, potom magneticka
susceptibilita jiz nemuze byt skalarni veli¢inou, ale veli¢inou tenzorovou (tenzorem

druhého Fadu).

8Vedle Ampérova magnetického momentu se muZeme setkat s Coulombovym magnetickym
momentem p,.. = [om;.
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23.13.1 Rozdéleni latek podle jejich magnetickych vlast-
nosti

U latek nachazejicich se v magnetickém poli pozorujeme rozdilné chovani. Priblizime-
li vzorky materidli k permanentnimu magnetu, tak zjistime, Ze nékteré vzorky
jsou silné k magnetu pritahovany, zatimco vzorky jinych materiali na piitomnost
magnetického pole magnetu témeér nereaguji. Diky této pozorované skutecnosti
mizeme materialy rozdélit do dvou skupin:

1. Slabé magnetické latky - jedna se o latky, které slabé reaguji na pritomnost
magnetického pole. Citlivym méfenim bylo zjisténo, Ze na zakladé chovani
vzorki latek spadajicich do této skupiny, které se nachazi v nehomogennim
magnetickém poli, je mozné je dale rozdélit na dalsi dvé skupiny. Latky jedné
skupiny jsou do nehomogenniho magnetického pole slabé vtahovéany. Jejich
magneticka susceptibilita mé& malou kladnou hodnotu, tj. x,n, > 0 (u,. > 1).
Tuto skupinu slabé magnetickych latek nazyvame latky paramagnetické ci
paramagnetika. Druhou skupinou jsou latky, které jsou z nehomogenniho
magnetického pole naopak slabé vytlacovany. Magnetickd susceptibilita u
téchto latek ma malou zapornou hodnotu, tj. xm < 0 (u, < 1). Latky
patiici do této skupiny se nazyvaji latky diamagnetické ¢i diamagnetika.

2. Silné magnetické latky - jedna se o latky, které silné reaguji na pritomnost
magnetického pole. Jejich magneticka susceptibilita dosahuje vysokych klad-
nych hodnot, tj. x,, > 0 (g, > 1). Vyznamnou skupinou latek patiici mezi
silné magnetické latky jsou latky feromagnetické ¢i jen feromagnetika. U fe-
romagnetik neni magneticka susceptibilita, a tedy i relativni permeabilita,
konstantni, ale zavisi na velikosti intenzity magnetického pole v latce. Jedna
se tedy o nelinearni magnetika.

Latky diamagnetické

Jejich magnetickd susceptibilita x,, je zaporna a vétSinou v absolutni hodnoté
znacné mensi nez magnetickd susceptibilita ostatnich latek. Je to zpiisobeno tim,
ze atomy nebo molekuly téchto latek maji bez prfitomnosti vnéjstho magnetického
pole nulovy Ampérav magneticky moment (elektrony jsou sparovéany a jejich spi-
nové magnetické momenty jsou vzajemné vykompenzovany), tj. je-li B, = 0 je
m;, = 0, a tudiz i Am,; = 0.

Pusobenim vnéjsitho magnetického pole ziskéi kazdy elektron pridavny, tzv. induko-
vany magneticky moment, ktery je orientovan proti vnéjsSimu magnetickému poli
(vysledné pole v diamagnetické latce ma tedy mensi indukei nez priméarni pole ve
vakuu). Jedné se o indukovanou magnetickou polarizaci P,,, resp. magnetizaci M
a tyto vektory maji opacnou orientaci nez vektor magnetické indukce B, vnéjsiho
magnetického pole. Jejich magnetické susceptibilita y,, nezavisi na teploté ani na
velikosti intenzity magnetického pole.

Do této skupiny latek patii nékteré kovy (Cu, Ag, Pb, Bi aj.), nékteré dalsi latky
pevného, kapalného ¢ plynného skupenstvi (napt. voda, HCI, vzacné plyny) a
vétsina latek organického pivodu.
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Latky paramagnetické

Do této skupiny patii latky, jejichz atomy ¢i molekuly maji vlastni nenulovy Am-
pérav magneticky moment, m; # 0. Neptusobi-li na latku z této skupiny magne-
tické pole, jsou Ampérovy magnetické momenty téchto latek chaoticky oriento-
vany, takze jejich vektorovy soucet v makroskopickém objemu AV je roven nule,
tJ Amz = ZQAV mg,; — 0.

Vlozime-li do vnéjstho magnetického pole paramagnetikum, dojde k ¢astecnému
uspofadéani Ampérovych magnetickych momentt molekul, takze jsou orientovany
shodné s vektorem magnetické indukce B, (zesiluji vnéjsi magnetické pole). Toto
usporadani je vSak naruSovano tepelnym pohybem molekul paramagnetika, a
proto magnetické susceptibilita y,, paramagnetickych latek zavisi nepfimo tmérné
na absolutni teploté latky, tj.

— 93.161
Xm = (23.161)

kde T je absolutni teplota latky a C' Courierova konstanta.

Magneticka polarizace P,, paramagnetickych latek v nepfilis silnych magnetickych
polich je pii dané teploté linearni funkei intenzity magnetického pole (linearni
magnetikum).

Do této skupiny patii napt. Al, Pt, Cr, Mn, vzduch.

Feromagnetické latky

Mezi tyto latky patii napt. Fe, Co, Ni, nebo nékteré slitiny. Jejich magnetické
vlastnosti se vyrazné odlisuji od vlastnosti slabé magnetickych latek. Jde zejména
o néasledujici rozdily:

e Vzhledem k vysokym hodnotam magnetické susceptibility x,,, a tedy rela-
tivni permeability u,., dosahuje magneticka polarizace vysokych hodnot jiz
v piitomnosti slabych vnéjsich magnetickych poli, takze magneticka indukce
B ve feromagnetickych latkach je zna¢né vétsi nez magnetickd indukce B,
vnéjsiho magnetického pole.

e Jedna se o nelinearni magnetika.

e Feromagnetické latky dosahuji nasyceného stavu, tj. souhlasné orientace
Ampérovych magnetickych momentu vSech molekul s vnéjsim magnetickym
polem, jiz v pomérné slabych magnetickych polich. Po dosazeni nasyceného
stavu zistava magnetickd polarizace konstantni i pfi dal$im zvySovani in-
tenzity vnéjsiho magnetického pole.

e Magneticka susceptibilita x,, feromagnetické latky zavisi nejen na intenzité
prilozeného magnetického pole, ale i na predchozim stavu latky, tj. jevi hys-
terezi.

e Magneticka susceptibilita y,, zavisi na teploté latky zptisobem, Ze pro kaz-
dou feromagnetickou latku existuje tzv. Curierova teplota T, pfi jejimz pre-
kroceni se latka stava parametrickou®. V paramagnetickém stavu se magne-

9Pro 7elezo je T, = 769 °C, pro nikl T, = 358 °C
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ticka susceptibilita y,, fidi Curierovym-Weissovy zakonem

C

szerv

(23.162)
ktery plati pro teploty T > T.. Teplota T}, < T je tzv. paramagneticka Cu-

rierova teplota, které je o nekolik desitek stupni vyssi nez Curierova teplota
T..

Atomy ¢i molekuly feromagnetické latky maji i bez pfitomnosti vnéjsiho mag-
netického pole nenulovy Ampérav magneticky moment m;, # 0, podobné jako
u paramagnetik, avSak existuje dostatecné silné vzajemné ptisobeni se soused-
nimi atomy, tzv. vyménna interakce. Vysledkem tohoto ptisobeni je vznik malych
oblasti, tzv. magnetickych domén, které jsou spontanné zmagnetovany do nasy-
ceného stavu, viz obr. 23.23. Objem feromagnetickych domén miize byt radové v
rozmezi 1072 mm? az mm?. Zahiatim feromagnetické latky nad Curierovu teplotu
T, vymizi v latce doménova struktura a tim i spontanni magnetizace domén. Pri
snizeni teploty latky pod Curierovu teplotu se v latce ustanovi nova doménova
struktura. Pokud neni vzorek latky ve vnéjsim magnetickém poli, jsou magnetické
momenty téchto domén chaoticky orientovany, takze vektorovy soucet vsech je-
jich magnetickych momentt v makroskopickém objemu latky AV je roven nule.
V takovém piipadé je latka nezmagnetovana.

Sledujme nyni zavislost magnetické indukce pole ve feromagnetiku v zévislosti

Obrézek 23.23: Oblasti spontanni magnetizace - domény.

na velikosti intenzity vnéjsiho magnetického pole, B = f(H), ze stavu H = 0
dosud nemagnetovaného feromagnatika. S rostouci hodnotou intenzity vnéjsiho
magnetického pole se zvySuje i velikost magnetické indukce (piipadné velikost
magnetizace) v uvazovaném feromagnetiku. Narust magnetické indukce se déje
po tzv. kffivce prvotni magnetizace. Pri jisté hodnoté intenzity vnéjsiho magnetic-
kého pole H se dosdhne nasyceného stavu, kdy jsou jiz magnetické momenty vSech
domén orientovany souhlasné s vnéjsim magnetickym polem, takZze magnetizace
M feromagnetika ztustava konstantni pii dalsim zvySovani intenzity H a magne-
ticka indukce B jen nepatrné roste vlivem zvySujictho se vnéjstho magnetického
pole.

Budeme-li nyni intenzitu vnéjsiho magnetického pole snizovat, nebude se mag-
neticka indukce B snizovat po kifivce prvotni magnetizace, ale po tzv. hysterezni
kiivece. Pti H = 0, tj. pfi vypnuti vnéjstho magnetického pole, ziistane latka
¢astené zmagnetovana a magnetickd indukce bude mit hodnotu B = B,, ktera
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se nazyva remanentni magneticka indukce. Zméni-li se orientace magnetické in-
tenzity H, tak dochazi k postupnému snizovani magnetické indukce B az do-
sahne nulové hodnoty, které odpovida hodnota magnetické indukce H = Hy, jez
se nazyva koercitivni intenzita. Dalsi magnetovani probtha po hysterezni kiivce.
Provedeme-li cely magnetizacni cyklus, dostaneme uzavienou hysterezni kiivku
zvanou hysterezni smycka feromagnetika. Celd popsana situace je zachycena na
obrazku 23.24. Hysterezni smycky ruznych feromagnetickych latek se od sebe lisi

B
B,

Hk:A

/ H

Obrazek 23.24: Hysterezni smycka feromagnetika.

jak tvarem, tak i plosnym obsahem, ktery smycka ohranic¢uje. Velikost této plochy
souvisi s hystereznimi ztratami (¢im vétsi plocha, tim jsou vétsi). Feromagnetika
se Sirokou hysterezni smy¢kou se nazyvaji magneticky tvrdé (vhodné pro vyrobu
permanentnich magneti), viz obr. 23.25 (a), kdezto feromagnetika se tzkou hys-
terezni smyckou se nazyvaji magneticky mékka (vhodné pro pouziti ve st¥idavych
magnetickych polich), viz obr. 23.25 (b).

B B

/1]

(a) (b)

Obrazek 23.25: Hysterezni smycka feromagnetika (a) tvrdého (b) mékkého.

Poznamka

Trvale zmagnetované (magneticky polarizované) latky nazyvame (permanentni)
magnety. Pfirodni, ani uméle zhotovené, magnety vSak nevykazuji magnetické
vlastnosti po celém povrchu stejné. Dvé mista, kde se magnetické jevy projevuji
nejvyraznéji, se nazyvaji magnetické poly. Jeden z magnetickych poéla zpravi-
dla nazyvame jako jizni, zna¢ime ho J a druhy jako severni, znac¢ime ho S. In-
dukéni ¢ary vystupuji ze severniho poélu a vstupuji do pélu jizniho, viz obr. 23.26.
Priblizime-li dva magnety k sobé jejich nesouhlasnymi poly, tak zjistime, zZe se
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Obréazek 23.26: Zachyceni magnetického pole ty¢ového magnetu pomoci stielek
kompasu.

magnety budou k sobé& pritahovat, kdezto v piipadé pfiblizeni jejich souhlasnych
poli se magnety budou vzajemné odpuzovat. Na obrazku 23.26 je zobrazen tyCovy
magnet a jeho magnetické pole.

23.13.2 Stacionarni magnetické pole na rovinném rozhrani
dvou prostredi

Uvazujme rovinné rozhrani dvou latek s relativnimi permeabilitami 17 a pi,o. Jak
vektor magnetické intenzity H, tak vektor magnetické indukce B rozlozime na
normalovou a te¢nou slozku vzhledem k rozhrani uvazovanych dvou dielektrik,
viz obr. 23.27 a 23.28. Budeme vySetifovat, jak se budou slozky téchto vektoru
meénit pii pfechodu z jednoho dielektrika do druhého.

Nejdiive se zaméfime na teéné slozky magnetické intenzity. K tomuto tcelu se-
strojime v tésné blizkosti rozhrani uzavienou drahu ve tvaru tzkého obdélniku
ABCD. Nechéame-li cirkulovat vektor intenzity magnetického pole podél tohoto
obdélniku, pak na zakladé Ampérova zakona celkového proudu plati:

j[ H-de=1. (23.163)
ABCD

Integral v tomto vztahu rozepiSeme na ¢tyti integraly podél jednotlivych stran
uvazovaného obdélniku, pricemz budeme uvazovat, ze vektory intenzity magnetic-
kého pole pro obé magnetika budou mit slozky Hy = H;;1 +H,,; a Hy = Hix+ H,»
(viz obr. 23.27):

B c D A
/ Hydl + / H,,dl — / Hydl — / Hadl=1. (23.164)
A B c D

Protoze vySetfujeme pole v tésné blizkosti rozhrani, bude v limitnim piipadé
BC — 0 a DA — 0, tedy mizeme integraly s normalovymi slozkami vektoru
magnetické intenzity (tedy druhy a ¢tvrty integral) v rovnici (23.164) polozit
rovny nule. Predpokladame-li, Ze rozhranim dielektrik netece plosny proud, pak
pro uvazovany limitni pripad dostavame:

B D
/ Hypdl — / Hpdl =0 (23.165)
A C
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Vzhledem k tomu, Ze délky stran obdélniku mezi body AB a C'D se rovnaji, tak
odtud vyplyva:

Htl — Ht2 . (23166)
Tedy muzeme konstatovat, Ze velikost tecné slozky intenzity magnetického pole

se na rozhrani dvou prostredi neméni.
S ohledem na vztah (23.160) lze vysledek (23.166) prepsat:

Obréazek 23.27: Slozky vektoru magnetické intenzity na rovinném rozhrani dvou
prostiedi.

B B
— - 27 (23.167)
Hotr1 Hotr2
a odtud dostavame: B
o _ fn (23.168)
By Hr2

tedy velikost tecné slozky vektoru magnetické indukce se na rozhrani dvou pro-
stredi zméni v poméru odpovidajicich relativnich permeabilit.

Nyni vySetiime, jak se zméni normalové slozky vektoru magnetické indukce pfti
prechodu z jednoho prostfedi do druhého. Za timto ucelem na rozhrani uvazova-
nych prostiedi zvolime uzavienou plochu S, ve tvaru valce, jehoz podstavy jsou
rovnobézné s rozhranim. Podle vztahu (23.35) dostaneme:

ﬂB-dS: 0. (23.169)
Sy

Integral na levé strané této rovnice rozepiseme na tok vektoru magnetické indukce
B zakladnami valce AS a tok plochou jeho plasté S;:

—//BnldSJr//B.dSJr//deS:o. (23.170)
AS Sp1 AS

U prvniho integralu je znaménko minus, protoze magneticky indukéni tok vstu-
puje spodni zakladnou do uzaviené plochy. Dale pfedpokladejme, Ze se zakladny
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valce AS neomezené blizi k rozhrani, tj. h — 0, a tedy S, — 0. Diky tomuto
predpokladu je mozné integral pro tok magnetické indukce plastém valcové plo-
chy (prostiedni integral) polozit roven nule, takze dostavame:

—//Bn1d5+//Bn2dS: 0. (23.171)
AS AS

Jelikoz zaklady valce jsou samoziejmé stejné velké, tak odtud vyplyva
B,1 = B, . (23.172)

Odtud muzeme konstatovat, ze velikost normalové slozky vektoru magnetické in-
dukce se na rozhrani dvou prostredi nemén.
Opét pomoci vztahu (23.160) pfepiSeme tuto rovnost:

Hor2

Obréazek 23.28: Slozky vektoru magnetické indukce na rovinném rozhrani dvou
prostiedi.

Hopri Hpy = propiroHyo (23-173)
a odtud dostavame: o
nl Hr2
= . 23.174
Hn2 Hr1 ( )

7 tohoto vztahu lze vidét, ze velikost normalové slozky vektoru magnetické in-
tenzity se na rozhrani dvou prostredi méni skokem a to v obrdaceném pomeéru
relativnich permeabilit.

Odtud je zifejmé, ze v pripadé, kdy magnetické pole neni kolmé k rozhrani dvou
prostiedi, dochézi k lomu magnetickych vektorovych ¢ar i magnetickych induké-
nich car.
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Kapitola 24

Elektromagnetické pole

24.1 Faradaytv zakon elektromagnetické indukce

Zékon elektromagnetické indukce souvisi se skutecnosti, Zze v uzaviené vodivé
smycce vznika elektricky proud, jestlize v jeho okoli dochazi k jakymkoliv zménam
magnetického pole.

Jev elektromagnetické indukce lze pozorovat v nékolika situacich. Uvazujme vodi-
vou uzavienou smycku zhotovenou z homogenniho vodice, které je umisténa v bliz-
kosti zdrojit magnetického pole (soustava vodic¢u protékana elektrickym proudem
¢i zmagnetovanych téles). Predpokladejme déle, Ze mame moznost méfit proud
protékajici uvazovanou smyckou. Zjistime, ze smyckou nepotece zadny proud,
jestlize magnetické pole v jejim okoli bude neproménné a smycka bude v klidu.
Naopak smyckou zacne protékat elektricky proud v téchto pripadech:

1. vodiva smycka (uzavieny vodi¢) se za¢ne vhodnym zptsobem pohybovat
vzhledem ke klidové laboratorni soustavé (pohybuje se jako celek nebo jen
se méni plocha, kterou uzavird) v magnetickém poli,

2. vhodnym zpiisobem se za¢nou pohybovat zdroje magnetického pole, kdezto
vodiva smycka je v klidu vici klidové laboratorni soustave,

3. vodiva smycka i zdroje magnetického pole ztistanou v klidu vii¢i laboratorni
(pozorovaci) soustavé, ale zaCne se ménit magnetické pole uvniti smycky
(napf. tim, Ze se zacnou s Gasem ménit elektrické proudy ve vodi¢ich vytva-
fejicich magnetické pole),

4. kombinace vySe zminénych zptisobii.

Na obr. 24.1 je zachycen druhy ze zminovanych zpusobui buzeni (elektromagne-
tické indukce) elektrického proudu ve vodivé smycce, kdy jako zdroj magnetického
pole je pouzit tyCovy magnet, ktery se pohybuje, kdezto v laboratorni soustavé je
vodiva smycka v klidu. Jsou zde zachyceny celkem tii pripady. V prvnim piipadé
se tycovy magnet pohybuje doleva a budi ve smycce nenulovy elektricky proud,
jehoz smér je zachycen na obrézku. Druhy piiklad demonstruje skutec¢nost, ze
samotna piitomnost zdroje magnetického pole, ktery se nepohybuje, nevybudi v
uvazované smycce zadny elektricky proud. Ve tfetim piipadé se tycovy magnet
pohybuje v opacném sméru oproti prvnimu piipadu, coZz mé za nasledek, Ze se
rovnéz budi elektricky proud ve smycce, ale mé opaény smér.
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Obrazek 24.1: Buzeni elektrického proudu ve vodivé smycce pomoci tyGového mag-
netu.

Diive nez si uvedeme znéni Faradayova zékona elektromagnetické indukce, bu-
deme zkoumat modelovou situaci, kdy vodiva ty¢ orientovand podél osy z dané
laboratorni (inercialni) vztazné soustavy se pohybuje konstantni rychlosti v ve
sméru osy x v homogennim magnetickém poli orientovaném v zaporném smeéru
osy z, tj. B= —Be,, viz obr. 24.2.

Spolu s ty¢i se pohybuji i v ni se nachazejici volné nosice elektrického naboje
(elektrony), takze, jak jiz vime z predchozi kapitoly, na tyto nosice elektrického
néboje bude piisobit magneticka sila. Diky této skutec¢nosti se tyto volné nosice
naboje zacnou pohybovat k dolnimu konci uvazované vodivé tyce. Na dolnim konci
uvazovaného vodice, pak vzroste koncentrace zdporné nabitych elektroni, coz méa
za nasledek, Ze na hornim konci vodi¢e vznikne ubytek elektroni (kladné nabité
ionty). Timto se bude v této tyci utvaret elektrické (elektrostatické) pole a pohyb
elektront uvniti tyce ustane, jakmile bude sila ptisobici na ndboje vlivem magne-
tického pole vykompenzovana silou elektrickou, tedy nastane stav, kdy F, = —F,,,
coz muzeme na zakladé vztahu (23.15) zapsat jako

F,=¢qE= —qvxB=-F,,, (24.1)

kde ¢ = —e a E je intenzita vzniklého ustaleného elektrického pole.
V ustaleném stavu maji nosice elektrického naboje rychlost prave v.
Porovnanim levé a pravé strany této rovnice dostavame:

E=-vx B, (24.2)

vyjadiujici intenzitu elektrického pole v ustaleném stavu, kterad je disledkem si-
lovych G¢inkd magnetického pole na pohybujici se ndboje.
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Obrazek 24.2: Rovnomérné primocafe pohybujici se vodi¢ v konstantnim homo-
gennim magnetickém poli.

Pro jeji velikost je tedy déna vztahem (B L v):
E=|—-vxB|=vB. (24.3)

Elektrické napéti U mezi konci tyce je pak rovno indukovanému elektromotoric-
kému napéti &;, tj.

U=FEl=vBl=¢E;. (24.4)
Pisobeni magnetické sily na elektrony ve vodi¢i vyjadiujeme o intenzité:
F, Fy
Er=—=—=vxB. (24.5)
q —e

Intenzita (24.5) predstavuje elektromotorickou (vtisténou) intenzitu, tj. Ep = ET,
a tedy magneticka sila predstavuje elektromotorickou (vtisténou) silu, tj. F,, =
F*.

Nyni uvazujme, ze takto nabita ty¢ pfi svém pohybu najede na vodivé kolejnice,
po kterych se bude pohybovat bez tfeni stejnou rychlosti v v nezménéném kon-
stantnim homogennim magnetickém poli B = —Be,, jak je zachyceno na obr.
24.3. Jelikoz je pohybujici se vodiva ty¢ zdrojem elektromotorického napéti, tak
uvazovanymi kolejnicemi potece konstantni elektricky proud I. Driftovou rychlost
nosi¢u elektrického naboje v pohybujici se ty¢i oznacime jako u (jiz vime, Ze je
velmi mald). Vysledné rychlost téchto naboji w je pak déana vektorovym souc¢tem
driftové rychlosti a rychlosti pohybu tyce, viz obr. 24.3, tj.

w=u+v. (24.6)
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Obrazek 24.3: Rovnomérné piimocaie pohybujici se vodi¢ po vodivé koleji v kon-
stantnim homogennim magnetickém poli B.

Magneticka sila pisobici na nidboje tedy bude dédna vztahem:
F,=qwx B=—ewx B. (24.7)

Protoze magnetické sila je silou gyroskopickou, tak nekoné préaci a vzhledem k
tomu, ze vzniklou smyc¢kou (obvodem) protékd konstantni elektricky proud I,
dochéazi timto ke ztratam energie jouleovym teplem. Proto je nutné tuto energii
dodavat konédnim prace vnéjsi silou Fy, kterda tahne vodivou ty¢ rychlosti v a je
stejné s touto rychlosti orientované. Tato sila plusobi pfes strukturu vodivé tyce
také na pohybujici se naboje, takze vysledna sila F, ktera na né piisobi, je ddna
vektorovym souc¢tem magnetickeé sily F,, a tazné sily F; (viz obr. 24.3), tj.

F=F,+F,. (24.8)

Aby se mohla vodiva ty¢ pohybovat konstantni rychlosti v, tak musi pro ni pla-
tit, ze Fy = —F,,, viz obr. 24.3, timto je zajiSténo, Ze se tato ty¢ bude po-
hybovat bez zrychleni, jelikoz vysledna sila bude rovna nulovému vektoru, tj.
Fo) + Fy = Foy — Fi = 0.

Vztéhneme-li silu F' na jednotkovy naboj a vezmeme-li v uvahu vztahy (24.6),
(24.7), (24.8), (24.5) a (24.3), pak nasledujici integraci podél vodivé tyce dosta-
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/E.dg:/ M.dg:/ ﬁ.dg+/ E.dg:/ &.dg:

- q - q - 9 - 4 - g
N——

=0

[wxmyae= [vew<niae= [(wxmacs [ s -

_ o
/+(v><B)-d£:(v><B). </+d£> —(vxB)-L=vBl =& . (24.9)
—— Y

7 tohoto vysledku je vidét, ze tazna sila F; nijak nepfispiva k indukovanému
elektromotorickému napéti &;, protoze tazna sila je kolmé k pohybujici se tyci.
Jak lze vidét z obr. 24.3, tak plati, ze F,,, = (F,, - e,)e, = q(v x B) = F, takze
integraci (24.9) bychom mohli provést jednoduseji, tj.

[ Faem [ B [0By ([ar) -

=
(vx B)-£=0vBl =¢&; . (24.10)
——
—Ep

Z obr. 24.3 také vidime, ze F,, = F,,| + F,,;. Magneticka sila F,, = qw X B =
qu X B+ qv x B. Vzhledem k tomu, Ze vySe jsme si ukéazali, ze F,| = qv X B,
potom musi platit, ze Fy,; = qu x B.
Protoze indukované elektromotorické napéti vznika jen v tiseku pohybujici se vo-
divé tyce, tak na zakladé vztahu (24.9), resp. (24.10) lze psat:

+ +
Ei:?{EF-dfz/ Ep-cw:/(VXB)-dEz(VXB)-E:UEB. (24.11)
C — —

Poznamenejme, ze musi také platit:

a:]fEF-de: &-dE:%gWXB-dE:

c c 4 c 4
%(va)~d£+7{(uxB)~d£j{(va)'dﬂ. (24.12)
C C C

————

Na obr. 24.3 je ¢ervenou prerusovanou ¢arou zachycena draha (tsecka), po které
se pohybuje nosic¢ elektrického nédboje z mista a do mista b. Prace W, kterou po
této draze (viz dopliujici obrazek vpravo na hofe v obr. 24.3) vykona tazna sila
F,; je dana nésledujicim vztahem:

W =F,- : w (24.13)
COS

kde w? je jednotkovy vektor rychlosti w a je mozné pomoci souradnicovych vek-
tori vyjadrit jako

w’ = sinae, — cos ae, . (24.14)

(ux B) L de
Y
€yl
A \\
f“/ 1 sin'\ov
""\ . >, |/ T
SeosaE Yy
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S pomoci tohoto vyjadieni jednotkového vektoru wP je mozné dale upravit vztah
pro praci (24.13) nasledujicim zptisobem:

w = Fie, - ——(sinae, — cosae,) = Filtana . (24.15)
cos a cos a
Z obr. 24.3 je vidét, ze Fy = F,, cos o, kde F,,, = qBw, coz dosadime do vysledku
(24.15):

W = (F,cosa)ltana = F,lsina = ¢Blwsina . (24.16)

Z prostiedniho doplhujici obrazku v horni ¢asti obr. 24.3 vidime, Ze v = wsin «,
takze muzeme dale vysledek (24.16) zapsat jako

W =qBlwsina = qBlv . (24.17)

=v

Vztéhneme-li tuto praci na jednotkovy naboj, pak na zakladé vztahu (24.4) mi-
Zeme psat:
w
— =DBlv=¢;. (24.18)
q
Tedy na zakladé tohoto vysledku mizeme konstatovat, ze prace vykonana taznou
silou vztazena na jednotkovy naboj je presné rovna indukovanému elektromo-
torickému napéti. Poznamenejme, Ze po tseCce vymezenou body a a b je prace
magnetické sily nulovéa, jelikoz je k této tisecce kolma.
Na obrazku 24.4 je zachycen ekvivalentni obvod k situaci zachycené obrazkem
24.3.

Ze vztahu (24.11) mtzeme pii pouziti pravidla o zaméné ¢lenti smiseného soucinu

1

_5,1 = Blv

Obrazek 24.4: Ekvivalentni obvod k situaci zachycené na obrazku 24.3.

(4.37) psat:

EZ‘:(VXB)-E:(KXV)-B:—(VXE>-B:—<%‘X£)-B:
_drxb g 95 B (a1

dt dt
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kde dS = dr x £ je vektorovy element plochy, kterou opise vodiva ty¢ za cas dt.
Uvéazime-li, ze pro element magnetického indukéniho toku plati d® = B - dS,
muzeme vztah pro indukované elektromotorické napéti (24.19) napsat ve tvaru:

do
de
Odtud vidime Ze indukované emn je rovno zaporné vzaté c¢asové zméné magnetic-

kého indukéniho toku. V uzaviené smycce se indukoval elektricky proud vlivem
casové zmeény velikosti plochy, kterou uvazovana smycka uzavirala.

£ = (24.20)

Priklad 24.1.1

Uvazujme vySe popisovanou situaci, kdy se kolmo k homogennimu magnetickému
poli B = —Be, pohybuje po koleji bez tfeni tycovy vodi¢ o hmotnosti m, viz
obr. 24.3. Spocitejte velikost proudu I, ktery protéké elektrickym odporem R a
¢asovou zavislost rychlosti této tyce, kdyz vime, Ze v ¢ase t = 0 byla jeji rychlost
vg. Dale ovéite, zda kinetickd energie tyce v case t = 0 byla dodéna uvazovanému
elektrickému odporu R.

Reseni:
Elektrickym odporem R protéké elektricky proud:
=4
R
Dosadime za emn ze vztahu (24.11):
Blv
I=—.
R

Pomoci vztahu (23.60) spoc¢itame magnetickou silu, ktera pusobi na ty¢ protéka-
nou proudem I:

By
F,, = —-1/Be, = — v -
e I e
Odtud mizeme psat pohybovou rovnici tyce:
dv B2y
5, 6z — Fm = - T
m e 7 e
tedy
dv B2 N B2€2t
— = v v=10pexp | —
dt mR 0exP mR )’

kde vy = v(t = 0).
Na zékladé vztahu (22.61) mizeme spocitat dodany vykon:

B BUR B (_ 232£2t> ) out

dw
= Vg €X = amuv,e
0 p mR 0 9

P=_"_—RJ]?>= —
dt i I R? R R

kde
B2¢?

CL—mR.
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V nésledujici ¢éasti textu nalezneme vztah pro indukované emn i pro obecnéjsi
ptipad, kdy magneticka indukce neni homogenni, avsak 0B/0t = 0, a vodi¢ pred-
stavuje obecnou proudovou smycku, ktera se pohybuje okamzitou rychlosti v li-
bovolnym smérem a navic s ¢asem méni i sviij tvar (deformuje se). Situace je

indukéni éary indukéni ¢ary

Obrazek 24.5: Pohyb proudové smy¢ky v nehomogennim magnetickém poli B(r).

zachycena na obrazku 24.5, kde je zobrazena smycka v Case t a v ¢ase t + dt. Na
proudové smycce uvazujme orientovany délkovy element vodic¢e d€. Plocha, kte-
rou opiSe délkovy element vodic¢e d€ pri pohybu vodice za ¢as dt, je dS. Tomuto
elementu plochy odpovida vektor:

dS =dr x d€ = vdt x d€ = (v x de)dt , (24.21)

kde v je okamzita rychlost bodu P proudové smycky o polohovém vektoru r(t),
ktery za ¢as dt prejde do bodu r(t + dt).

Na obrazku 24.5 jsou zobrazeny dvé kiivky, které reprezentuji uvazovanou proudo-
vou smycku (vodic) v Case t a Case t+dt. MiiZzeme si predstavit, Ze tyto kiivky jsou
spojeny pomyslnym prouzkem. Potom indukéni tok ®(¢+ dt) plochou S(t+dt) je
dan souctem indukéniho toku @(t) plochou S(t) a toku @pouzex ONiM pomyslnym
prouzkem. Tedy pro zménu indukéniho toku dostavame:

AP = Bt + dt) — B(t) = Pprouser = / B-dS, (24.22)
prouzek

kde vektor elementu plochy prouzku dS je dan vztahem (24.21), ktery dosadime
do vyrazu (24.22):

4P = ?{B- (v x de)dt . (24.23)
C

Odtud dostaneme: 0
— = ]{B- (vxde). (24.24)
dt c
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P dr = vdt A4

Obrézek 24.6: Skladani rychlosti naboje u a proudové smycky v.

Oznagime-li rychlost naboje v proudové smy¢ce (vodi¢i) u, pak vysledna rychlost
pohybu néboje v bodé P v laboratorni soustavé w je ddna jejim souc¢tem s rychlosti
proudové smycky v, tedy w = u+v, viz obr. 24.6. Jelikoz je rychlost u je kolinearni
s elementem de, tedy u x d€ = 0, muZzeme prepsat vztah (24.24) do tvaru :

i—T:féB-(wxdE):féB-(vxdﬂ). (24.25)

Odtud vyplyva, Ze neni nutné pii hledani ¢asové zmény indukéniho toku uvazovat
celkovou rychlost naboje w, ale staci pracovat jen s rychlosti v.
SmiSeny soucin v integrandu lze piepsat jako

B (vxdf)=(Bxv)-dd=—(vxB)-de, (24.26)
¢imz dostavame:
d®
—:—f(VXB)-df. (24.27)
dt c

Integrand v tomto vztahu vlastné predstavuje elektromotorickou intenzitu Er =
v X B, viz rovnost (24.11), takZe muZeme piepsat vztah (24.27) do tvaru:

do
—=—¢ Ep-de. 24.28
dt jé r (24.28)
Protoze plati, Ze
c c
1ze porovnanim vztahu (24.28) a (24.29) dospét opét ke vztahu:
do
= —— . 924.30
P (24.30)

Timto jsme ukazali, Ze vztah (24.30) je totoZny se vztahem (24.20), ktery tedy
plati i pro obecnéjsi pripad.

Nutno poznamenat, Ze ¢asové proménného indukéniho toku lze dosdhnout i ¢asove
proménnym magnetickym polem. V piipadé, Ze méme nepohybujici se vodivou
smycku a soucasné neménici plochu, kterou uzavira, tak na zakladé experimenti

ull de
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je potvrzeno, ze vztah (24.30) plati i pro tento piipad.
Na zakladé obecné platnosti vztahu (24.30) 1ze formulovat Faradaytv zékon elek-
tromagnetické indukce!:

Faradaytiv zakon elektromagnetické indukce

Velikost indukovaného elektromotorického napéti ve vodivé smycce je rovna
velikosti zaporné vzaté totalni (uplné) ¢asové derivace celkového magnetic-
kého toku smyckou.
Matematickd formulace tohoto zakona mé tvar:

do

Et) = —— - (24.31)

Smér indukovaného proudu uréujeme pomoci Lenzova zakona (pravidla).

Lenziav zakon

Smér indukovaného proudu ve vodivé smycce je vzdy takovy, ze magnetické
pole vytvorené timto proudem se vzdy snazi kompenzovat zmény magne-
tického toku odpovédné za vznik indukovaného proudu.

Obrazek 24.7: Situaéni obrazek k Lenzovu zakonu.

Na obr. 24.7 je ukdzéna indukce elektrického proudu ve vodivé smycce, ktery je
zpusoben pohybem tyCového magnetu. Indukovany elektricky proud v proudové
smycce je zdrojem magnetického pole, u kterého na zakladé analogie s magne-
tickym polem tycového magnetu lze vyznacit severni a jizni pol. Souhlasné poly
znamenaji, ze se magnety odpuzuji, ¢imz je demonstrovano, ze vzniklé magnetické
pole se snazi kompenzovat, v souladu s Lenzovym zédkonem, zménu magnetického
toku zpiisobenou pohybem tycového magnetu tim, Ze brani jeho pohybu.

K uréeni sméru indukovaného elektrického proudu je potieba si nejdiive zvo-
lit orientaci vektoru plochy smycky S. Je-li indukované elektromotorické napéti
kladné, tak uchopime vektor plochy pravou rukou tak, aby palec ukazoval ve

IN&kdy je se zakon oznaduje jen jako Faradaytv zakon. V roce 1831 anglicky fyzik Michael
Faraday zvefejnil vysledky svych experimentii ohledné elektromagnetické indukce, takze tento
zékon nese jeho jméno.
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Obrazek 24.8: Urceni sméru indukovaného elektrického proudu I ve vodivé smycce.

sméru orientace tohoto vektoru a zahnuté prsty pak ukazuji smér indukovaného
elektrického proudu. Je-li indukované elektromotorické napéti zaporné, pak pro-
vedeme to samé, ale pomoci levé ruky, viz obr. 24.8, kde jsou zachyceny orientace
indukovaného proudu ve vodivé smycce pro rizné piipady.

Uvazujme piipad, kdy mame vodivou smycku a ty¢ovy magnet. Aby doslo k elek-
tromagnetické indukci, tak se bud tento magnet nebo tato smycka musi pohy-
bovat. KdyZ zvolime laboratorni soustavu S pevné spojenou se smyckou, tak se
bude ty¢ovy magnet pohybovat rychlosti v, zvolime-li laboratorni soustavu &’
pevné spojenou s tyCovym magnetem, tak se z pohledu této soustavy naopak
bude pohybovat vodiva smycka rychlosti v, jak je zachyceno na obr. 24.9.
Pozorovatel v soustavé S vidi, Ze vodivou smyckou protéké proud I. Tece-li touto

Obréazek 24.9: Elektromagnetickd indukce pozorovana z pohledu dvou ruznych
soustav: S a §'.

smyckou proud, musi byt podél prstence elektrické pole, které zajisti pohyb nosic¢tu
elektrického naboje ¢. Timto na néj pusobi elektricka sila F, = gE, protoze elek-
tricky naboj je vici pozorovateli v klidu (v = 0), takZe na néj nemize pusobit sila
qv x B. Pozorovatel vidi pohybujici se magnet, takze indukované elektrické pole
E musi byt vyvolano ménicim se magnetickym indukénim tokem a je pravé tak
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realné jako elektrické pole vytvofené statickymi elektrickymi nédboji. Na druhou
stranu pozorovatel v soustavé &’ vidi vodivou smyc¢ku pohybujici se rychlosti v v
magnetickém poli B, kterou protéka proud I dany pohybem elektrickych nabojt.
Pozorovatel dospéje k zavéru, ze pfic¢inou tohoto pohybu je magneticka sila gvx B.
Protoze sily piisobici na elektricky naboj pozorované z pohledu obou inercialnich
soustav (v = konst.) musi byt stejné, co do velikosti a orientace (jinak by tekl
z pohledu uvazovanych soustav rozdilny elektricky proud), pak musi platit, Ze
qE = qv x B, tedy

E=vxB. (24.32)

Provedeme-li cirkulaci podél uvazované vodivé smycky vektori na obou stranach
této rovnice, tak mizeme psat:

fE de = ]{va)-de. (24.33)

S ohledem na vztahy (24.29) a (24.30), pak muzeme rovnici (24.33) zapsat nasle-
dujicim zpisobem

7{15 de=—— = / B-dS, (24.34)
g dt

kde C odpovidajici vodivé smycce a S je plocha, kterou tato smycka uzavira.

Z tohoto vysledku vidime, Ze integrace indukovaného elektrického pole podél uza-
viené kiivky se nerovné nule, tudiZz indukované elektrické pole je polem nekon-
zervativnim, na rozdil od elektrického pole statického ¢i stacionarniho. Protoze
magnetické pole nekoné préci, tak nenulova prace vykonané na volnych pohybuji-
cich se nabojich musi byt elektricka a elektrické pole v takovémto pfipadé nemtize
byt konzervativni.

Tento vysledek plati obecné pro rizné zpusoby indukovani elektrického nekon-
zervativniho pole a rovnice (24.34) je rovnéz matematickym vyjadFenim zékona
elektromagnetické indukce. V tomto tvaru, mimo jiné, nam tika, ze ménicim se
magnetickym polem je indukovano elektrické pole.

Rovnice (24.34) predstavuje Maxwellovu rovnici tykajici se elektromagnetické in-
dukce v integralnim tvaru a zahrnuje v sobé Maxwellovu rovnici (21.26), ktera
plati pro elektrostatické a stacionarni elektrické pole, protoze jeho pritomnost se
v cirkulaci podél libovolné uzaviené kiivky neprojevi, jelikoz je rovna nule.

J. C. Maxwell zobecnil rovnici (24.34) pro smycky, resp. kiivky, (i jen myslené?)
v libovolném prostredi.

Jestlize uvazujeme plochu S vymezenou kiivkou C za nehybnou, tj. kfivka neméni
s ¢asem ani svoji polohu ani tvar, pak ¢asova derivace ve vztahu (24.34) se aplikuje
jen na casové proménné magnetické pole B. V takovém piipadé mizeme vztah
(24.34) prepsat jako

jéE de———//B ds = — // (24.35)

2Rovnice (24.34) nam fik4, Ze ménici se magnetické pole vytvaii pole elektrické a pozoruhodné
je, ze odtud plyne, Ze elektrické pole se indukuje i tehdy, kdyZz uzaviena vodiva smycka je
nahrazena jen myslenou uzavienou kfivkou.
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Tento vztah vyjadiuje zakon elektromagnetické indukce v integralnim tvaru pro
stacionarni (nepohyblivou) smy¢ku, ktera je vloZena do ¢asové proménného mag-
netického pole3.

Pouzijeme-li Stokesovu vétu (9.51) na integral na levé strané rovnice (24.35), mu-
zeme snadno prevést integralni tvar zapisu zakona elektromagnetické indukce na

tvar diferencialni, tj.
// (VXE)- // (24.36)
5

OB
VxE=-—". (24.37)

Pravou stranu rovnice (24.35) muzeme polozit rovnu indukovanému emn souvise-
jicimu Cisté jen s ¢asovou zménou vektoru B pii nehybné smycce, které oznacime

jako
0B
— // T ds. (24.38)
5

V pripadé, Ze indukované emn souvisi jen s pohybem smycky (magnetické pole
povazujeme za neménné), potom toto emn oznac¢ime jako &;, a na zakladé vztahu
(24.29) je urceno jako

odtud

£, = é (vx B)-de. (24.39)

V pripadg, Ze se smycka (obvod) pohybuje v ¢asové proménném magnetickém poli,
je celkové indukované emn déno vztahem:

(c:i = git + 5@ // -dS + f(V X B) -de . (2440)

S ohledem na vztah (24.34) muZeme tuto rovnost vyjadrit jako

féE-dﬂz&t+&p // ds+7§(v><B)-cw. (24.41)

Pouzitim Stokesovy véty dostaneme:

/S/(VXE).dS—/S/aa—]f.dS—s—/S[Vx(va)].dS. (24.42)

Protoze plocha S je ohranic¢ena libovolnou kiivkou C, bude tato rovnice splnéna
jen v piipadé nasledujici rovnosti integrandi:

VxE:—%—?—FVx(va). (24.43)

Tato rovnice predstavuje zakon elektromagnetické indukce v nejobecnéjsim dife-
rencidlnim tvaru. Umoznuje nadm urcit elektrické pole v bodé pozorovatele pohy-
bujiciho se rychlosti v v ¢asové proménném magnetickém poli B, viz obr. 24.10.

3Nahrada tuplné asové derivace parcialni dasova derivaci souvisi s tim, Ze ¢asova zména
souvisi pouze se zménou magnetické indukce B, a jelikoz je plocha S s ¢asem neménnd, muze
byt derivace zahrnuta dovnitf integralu.
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Piiklad 24.1.2

Méme vodivou obdélnikovou smycku o délce a a Sifce b, ktera se periodicky otaci
konstantni thlovou rychlosti w v homogennim magnetickém poli o magnetické
indukci B. Smycka se otaci kolem osy, ktera je kolmé na vektor magnetické indukce
B, pricemz v ¢ase t = 0 lezi smycka v roviné kolmé k B. Naleznéte:

1. Vztah pro magneticky indukéni tok & prochézejici smyckou v zavislosti na
case.

2. Vztah pro indukované elektromotorické napéti £ ve smycce v zévislosti na
Case.

3. Vztah pro indukovany elektricky proud ve smycce.

B = konst. B

[ a |

R
b t

Obrézek 24.10: Rotujici vodiva smycka v konstantnim magnetickém poli.

Reseni:
Magneticky indukéni tok @ je definovan jako:

¢ =DB-S=BScosb(t),

kde B je vektor magnetické indukce, S = Sn(t) je plosny vektor smycky, B je ve-
likost magnetické indukce, S = ab je plocha smycky a 6(t) je thel mezi normélou
k plose smycky a vektorem magnetické indukce.

Pokud se smy¢ka otaci s konstantni thlovou rychlosti w, pak thel 6(t) zavisi na
Case jako:
0(t) = wt .

Vztah pro magneticky indukéni tok tedy bude:

O (t) = BS cos(wt) .
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Podle Faradayova zakona elektromagnetické indukce je indukované elektromoto-
rické napéti ve smycce rovno zaporné casové derivaci magnetického indukéniho
toku: 1o
t
= 100
dt

Dosadime za ®(t):

E(t) = —% (BS cos(wt)) = BSwsin(wt) ,

Indukovany elektricky proud I(t) ve vodivé smycce lze vypocitat pomoci Ohmova
zékona:

kde £(t) je indukované elektromotorické napéti a R je elektricky odpor smycky.
Z ptredchoziho vztahu pro indukované elektromotorické napéti mizeme dosadit do
Ohmova zakona a ziskat vztah pro ¢asové zavisly proud:

() = BSw

sin(wt) .

Tento vztah popisuje velikost indukovaného stiidavého elektrického proudu ve
smycce.

24.2 Maxwellovo zobecnéni Ampérova zakona cel-
kového proudu pro nestacionarni elektromag-
netické pole

V kapitole 23.12 jsme dopéli k Ampérovu zakonu celkového proudu v latkovém
prostiedi, jehoz diferencialni tvar je dan vztahem (23.155). Provedeme-li diver-
genci obou stran rovnice (23.155), tak dospé&jeme k vysledku:

V- (VxH=V-j. (24.44)

Protoze na zakladé identity (A.10) je divergence rotace rovna nule, bude rovnice
(23.155) splnéna jen v piipadé, ze V-j = 0. Z kapitoly 22.3 vime, Ze tato rovnost je
vSak splnéna jen v pfipadé staciondrniho elektrického pole. Uvazujeme-li elektrické
pole nestacionarni, coz je nas piipad, pak na zakladé rovnice kontinuity (22.34)
plati:

dp

5%
Odtud vidime, ze Ampertuv zakon celkového proudu je pouzitelny v tomto tvaru
jen pro stacionarni elektricka pole. Pro nestacionarni elektrické pole je nutné tento
zékon upravit.

V.j= (24.45)
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Rovnici kontinuity (22.34) upravime tak, ze za objemovou hustotu volného elek-
trického naboje dosadime z Gaussova zakona (21.21):

-D
V~j+M:O. (24.46)
ot

Rovnici mtuzeme dale upravit do tvaru:

oD
V-(j+—>:V-jc:0, (24.47)

ot

kde 5D

i =j4+ — 24.48
Je=i+ 7, (24.48)

je celkova hustota proudu, ktera se skladé z hustoty kondukéniho a konvekéniho
proudu j, ale i z hustoty tzv. posuvného proudu 0D/0t. Posuvny proud tedy
existuje vzdy, kdyz se s ¢asem méni vektor elektrické indukce (elektrické pole).
Dosadime-li za elektrickou indukei ze vztahu (21.20), pak dostaneme:

oD oE 0P

— =g+ — = juy +ip 24.49

ot 05 ot Ju TJp ( )
kde prvni ¢len na pravé strané rovnosti se nazyva hustota Maxwellova proudu a
posledni ¢len predstavuje hustotu proudu polariza¢niho, viz kapitola 22.1.
Maé-li mit rovnice (23.155) obecnou platnost, je nutné na jeji pravou stranu pricist
posuvny proud, ¢imz dostaneme:

. 0D
VxH=j+—. (24.50)

ot
Tato rovnice je matematickym vyjadifenim zobecnéného Ampérova zakona celko-
vého proudu v diferencidlnim tvaru, ktery plati i pro nestacionérni elektrické pole.

Integralni tvar tohoto zakona nalezneme pomoci Stokesovy véty (9.51):

7{H-d521+//@-ds. (24.51)
g ot
S

Pro objasnéni fyzikalniho vyznamu posuvného, resp. Maxwellova, proudu budeme
uvazovat deskovy kondenzator, pficemz se omezime na bezmateridlové prostiedi,
viz obr. 24.11. P1i nésledujicich itvahdch budeme vychazet z experimentalni zku-
Senosti, ze v piipadé ¢asové proménného proudu [ (¢) naméiime stejny proud pied
i za kondenzatorem, takze kondenzatorem tece elektricky proud?. Proud I(t) na-
biji elektrody kondenzéatoru a tim méni intenzitu elektrického pole E mezi nimi.
Pro intenzitu mezi elektrodami plati (predpokladame homogenni elektrické pole -
elektrody jsou blizko sebe):

o 1Q
E=—=—= 24.52
kde ) je naboj na elektrodé kondenzatoru o plose S.
Odtud muzeme psét:
E 1d 1
o _ Q_ —1(t) . (24.53)

Ot eoS dt &S

4Samoziejmé v piipadé stacionarniho proudu je proud pfed i za kondenzatorem nulovy, tedy
kondenzatorem netece elektricky proud.
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Obréazek 24.11: Maxwellavproud I, mezi deskami kondenzatoru nabijeného prou-
dem T .

Pro posuvny proud ve vakuu mezi elektrodami, tedy Maxwelluv proud, dostavame:

t) = 80/5/ 88 -dS =e9g— //dS = 50—8 (24.54)

Dosadime za OF /0t ze vztahu (24.53):

Odtud lze vidét, ze vodivy (kondukéni) a Maxwelliv proud maji stejnou velikost.
Maxwelltiv proud I, (¢) miZeme proto povazovat za pokracovani vodivého proudu
I(t) z jedné elektrody pies mezeru kondenzatoru k druhé elektrodé. Protoze elek-
trické pole je mezi deskami homogenni, je i Maxwelltiv proud I,(t) mezi nimi
rozlozen rovnomérné, jak ukazuji proudové ¢ary na obr. 24.11. Poznamenejme, ze
mezi deskami je vakuum, kde neni zadny naboj, ktery by se pohyboval a vytvaiel
tak jakykoli proud!

Ze zobecnéného Ampérova zékona celkového proudu v diferencialnim tvaru (24.50)
lze samoziejmé zpétné snadno ziskat rovnici kontinuity elektrického naboje v di-
ferencialnim tvaru. Sta¢i nad rovnici (24.50) provést operaci divergence, tedy

oD
ot

Jak jiz bylo vy8e uvedeno, divergence rotace vektorové funkce je vzdy rovna nule,
takZe uvazime-li navic Gaussuv zakon (21.21), tak muZzeme psat:

. o _ o . 0 o s, Op
O—V-J+V-§—V-J+EV-D—V-J+E,

¢imz jsme dostali rovnici kontinuity elektrického naboje v diferencidlnim tvaru.

V (VxH =V -j+V- (24.56)

(24.57)

24.3 Indukcénost vodicl a energie magnetického pole

rd

v kvazistacionarnim pribliZzeni

24.3.1 Vlastni indukénost vodic¢e a vlastni indukce

Uvazujme uzavieny elektricky obvod (proudovou smy¢ku), kterym protéké elek-
tricky proud I. Z Biotova-Savartova-Laplaceova zakona (23.27) plyne, Ze mag-
netickd indukce B v okoli vodice je pfimo timérna elektrickému proudu I, ktery
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vodi¢em protékd. Vezmeme-li dale v tvahu defini¢ni vztah pro magneticky in-
dukéni tok (23.22), tak je odtud ziejmé, Ze je-li piimo tmérna magneticka indukce
elektrickému proudu B ~ I, musi byt i magneticky indukéni tok pfimo umeérny
elektrickému proudu, tj. & ~ I. Odtud zfejmé muzeme pséat

®=1"LI, (24.58)

kde konstantu timérnosti L nazyvame vlastni induk¢nost vodice. Vyraz (24.58)
predstavuje tzv. statickou definici vlastni indukénosti. Jednotkou indukcnosti je
henry a znac¢ime ji H. Pro bezmaterialové prostiedi je vlastni indukénost L klad-
nou konstantni veli¢inou, ktera je zavisla jen na velikosti a tvaru vodice, tj. geo-
metrii vodic¢e. Pro materidlovéi prostiedi bude vlastni induk¢énost navic zaviset na
magnetickych vlastnostech prostiedi®.

Bude-li obvodem protékat ¢asové proménny proud I(t), bude s ohledem na vyse
uvedené skutec¢nosti, vytvaret casové proménné magnetické pole a plochou elek-
trického obvodu bude prochazet ¢asové proménny magneticky indukéni tok ().
Podle zakona elektromagnetické indukce se diky ¢asovym zménam magnetického
indukéniho toku bude indukovat v obvodu elektromotorické napéti

do d(LI) df

&= i T Ldt . (24.59)
Tento jev se nazyva vlastni indukce ¢i samoindukce. Pripomenme, ze znaménko
minus souvisi s Lenzovym zakonem, a tedy znaci, Ze indukované napéti je na-
mifeno proti zméné proudu, ktera jev vyvolava®. Odtud vyplyva, Ze elektricky
obvod (vodi¢), kterym prochézi ¢asové proménny proud, klade jeho prichodu od-
por. Vztah (24.59) predstavuje tzv. dynamickou definici vlastni indukénosti.
Uvazujme elektricky obvod znézornény na obr. 24.12, ktery piedstavuje vodivou

Obrézek 24.12: Elektricky obvod se spinacem.

smyc¢ku pripojenou pres spina¢ k vnéjsimu zdroji emn (baterie) £, kde R je elek-
tricky odpor smycky a L je jeji vlastni indukénosti. Zpocatku je obvod rozpojeny
a v ¢ase t = 0 dojde k jeho sepnuti, ¢imZz obvodem zacCne protékat elektricky

5Pro feromagnetické prost¥edi bude vlastni indukénost zaviset i na proudu, tedy neni kon-
stantou.

60dtud plyne, Ze kdykoliv chceme v obvodu zménit proud, musime p¥ekonat vliv indukova-
ného napéti. Tedy indukénost hraje v elektrickych obvodech stejnou roli, jakou hraje hmotnost
v mechanickych soustavach. Cim je vétsi indukénost, tim je téz8i zménit proud, ¢im je objekt

hmotnéjsi, tim je t&z8i zménit jeho rychlost.
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proud. Zména z nulové hodnoty proudu na jeho kone¢nou hodnotu I vsak nebude
skokova, ale velikost proudu bude s ¢asem postupné nartstat, jak si déle uka-
zeme. Casova zména proudu I(t) vyvola ve smycce Gasové proménny magneticky
indukéni tok ®(¢) a tim i indukované elektromotorické napéti &;. Potom celkové
elektromotorické napéti je dano souctem vnéjstho emn a indukovaného emn, takze
na zakladé Ohmova zakona plati:

E+&=RI . (24.60)

Za &; dosadime ze vztahu (24.59), ¢imZ dostaneme:

df
E—L—=RI. 24.61
P (24.61)
Rovnice (24.61) pfedstavuje oby¢ejnou nehomogenni diferencialni rovnici, kterou
upravime do nésledujiciho tvaru:
dIl R &
—+=I(t)=—. 24.62
5 Tl =1 (24.62)
Proud I(t) v obvodu mizeme povazovat za superpozici ustaleného proudu /., a
proudu pirechodového i(t), pro ktery plati, Ze i(co) = 0 (magneticky indukéni tok
bude konstantni a nebude se indukovat emn &;). Ustaleny proud je pak urcen jen
emn £ a odporem R, tj. I, = £/R. Tedy ¢asové proménny proud I(t) v obvodu
(smyéce) bude:

&
I(t) =i(t) + 1o = i(t) + = (24.63)

Tento proud dosadime do diferencialni rovnice (24.62) a dostaneme:

di R. & € di R,
Tuto diferencialni rovnici fesime metodou separace proménnych:

di R R

—_Z:—Z/dt—klnC’ = lni:—z—klnC. (24.65)

i

Odtud odlogaritmovanim dostaneme:
i(t) = Ce L' . (24.66)
Vysledek dosadime do vztahu (24.63):
£

I(t) = Ce o' 4 = (24.67)
Integra¢ni konstantu C' stanovime pomoci po¢atecni podminky: 7(0) = 0, tedy
& &
+ 5 7 (24.68)
Tedy hledané feSeni diferencialni rovnice (24.61) je:
&
1= (1 - e*fR’f) . (24.69)

Zévislost elektrického proudu v zavislosti na ¢ase je zachycena na obr. 24.13.
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Obrézek 24.13: Zavislost proudu protékajici smyckou v zavislosti na case.

24.3.2 Vzajemna indukénost vodicl a vzajemna indukce

Uvazujme dvé proudové smycky, které jsou vuci sobé v klidu, viz 24.14. Jestlize
prvni smyckou protéka proud I, potom vytvari magnetické pole B;. Nékteré in-
dukéni ¢ary prochézeji plochou vymezenou druhou smyckou. Tok vektoru magne-
tické indukce B; druhou smyckou oznac¢ime ®5. Potom na zakladé tivah z pfedchozi
kapitoly musi platit, ze By ~ I; a ®5 ~ [}, tedy mizeme napsat

Oy = Mo Iy, (24.70)

kde M, predstavuje konstantu imérnosti, ktera mize nabyvat jak kladnych, tak
zapornych hodnot v zavislosti na vzajemné orientaci uvazovanych smycek.
Pro indukéni tok druhou smyckou muzeme tedy pséat:

Dy = / B, - dS, . (24.71)

Vztah (24.71) muzeme prepsat pomoci rovnosti (23.99) do tvaru:

Oy = / (V x A;)-dS, . (24.72)

Tento vztah dale upravime pomoci Stokesovy véty (9.51):

Oy= ¢ A -de,. (24.73)
Ca

Za magneticky vektorovy potencidl A; dosadime ze vztahu (23.108):

ol de,
dy = — -dé, . 24.74
’ dm Co (%Cl R ) ? ( )

Odtud porovnanim se vztahem (24.70) dostaneme:

de; - de
My =2 ]{ f il B (24.75)
Cy JCq

Tento vztah byva nazyvan Neumanniv vzorec. Byt se tento vztah pro vypocet
moc nehodi, plynou z ného nésledujici dva dilezité zavéry:
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de 2

el /
[
|||| 1; 1l' lll Cq ¢

[\
L= 1 de,
(a) (b)

Obrazek 24.14: K vykladu vzajemné indukénosti proudovych smycek C; a Cs.

1. Konstanta M, zavisi jen na tvaru, velikosti a vzdjemné poloze uvazovanych
smycek.

2. Krivkové integraly ve vztahu (24.75) lze zaménit, ¢imz i zaménime role uva-
zovanych smycek, diky ¢emuz musi tedy platit:

M21:M12:Ma

kde konstantu M nazyvame vzajemné indukénost smycek (vodici) C; a Cs.
Pro vzajemnou indukénost pouzivame samoziejmé stejnou jednotku jako
pro vlastni indukénost.

Predpokléadejme, Ze proud [; protékajici smyckou C; se s ¢asem méni. Jeho zména
vyvol4 zménu magnetického pole By a tim i casovou zménu magnetického indukd-
niho toku ®, druhou smyckou. V souladu se zékonem o elektromagnetické indukeci
se timto bude v druhé smycce indukovat emn:
d®d, dl;
En=——"=—-_M—. 24.76

? dt dt (24.76)
Tedy jakékoliv casova zména proudu I; zpusobi, Zze druhou smyckou bude téct
elektricky proud I, aniz by byly smycky vodivé spojeny”.

24.4 Energie magnetického pole

V obvodu reprezentujici vodivou smycku zachyceném na obr. 24.12 dojde po se-
pnuti spinace k postupnému nartustani elektrického proudu v obvodu, viz obr.
24.13, nebot vnéjsi zdroj emn musi prekonavat indukované emn &; ve smycce.

"Samoziejmé stejnym zptisobem je mozné zménou proudu I indukovat ve smyéce C; elek-
tromotorické napéti &;1.
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Cast energie dodand vngjsim zdrojem do obvodu se spotfebuje na vytvéafeni mag-
netického pole uvazované vodivé smycky a ¢ast energie na zvySeni vnitini energie
rezistoru, tj. na Jouleovo teplo.

Za dobu dt doda zdroj £ do obvodu energii dW, ktera se zc¢asti preméni na energii
magnetického pole dW,, a z€asti na Jouleovo teplo dQ;, viz vztah (22.63):

AW = dW,, +dQ; . (24.77)

Pro vyjadreni téchto energii pouzijeme vztah (24.61), ktery si upravime do tvaru:

dI
E=RI+L, (24.78)

ktery vynasobime vyrazem I(t)d¢, ¢imz dostaneme:
EIt)dt = RI*(t)dt + LI(t)dI(t) . (24.79)

Clen na levé strané této rovnice je energie dWW dodana do obvodu vnéjsim zdro-
jem emn & za cas dt. Prvni ¢len na pravé stran¢ rovnice je Jouleovo teplo d@);
a druhy ¢len na pravé strané predstavuje energii potiebnou na zvySeni energie
magnetického pole o hodnotu dW,,, = LI(t)dI(t). Vyroste-li ve smyéce (obvodu)
proud z nulové hodnoty na hodnotu I, vytvori se magnetické pole o energii:

W, = / ' LI(t)dI(t) = %L[Q : (24.80)

Tento vztah vyjadiuje energii magnetického pole vodivé smycky o vlastni induké-
nosti L, kterou prochézi proud I.

Vyuzitim vztahu (23.99) a Stokesovy véty (9.51) si muzeme vyjadfit indukéni tok
pomoci magnetického vektorového potencialu jako

@z/!B-dSz/S/(VxA)-dS:]éA-de. (24.81)

S ohledem na vztah (24.58) muzeme psat:
@:L[:%A-de, (24.82)
c

takze si energii magnetického pole (24.80) muzeme vyjadrit vztahem:

Wm:l]%A-dE:E]{jASA-dEZ1///(A-j)dv. (24.83)
A 2 1, >
\%4

Proudovou hustotu v tomto vztahu si vyjadiime pomoci Ampérova zakona celko-
vého proudu (23.87):

Wm:%m///A-(VxB)dv. (24.84)

Pro dalsi apravu pouzijeme nésledujici identity:

V. (AxB)=B-(VxA)—A (VxB), (24.85)

I=j-AS,
dV = AS - de
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odtud
A-(VxB)=B-B-V:-(AxB). (24.86)

Pomoci této identity tedy prepiseme vztah (24.84):

sz%uo ///BQdV—///V.(AxB)dV : (24.87)

Druhy z integrala muzeme pomoci Gaussovy véty (12.56) prepsat na integral

plosny:
1
Wi = - /// B2V — #(A x B)-dS| . (24.88)
Ho
1% S

Integral ve vztahu (24.83) je poCitan pres objem, ve kterém se nachézi proudova
hustota. Integrace miize byt pocitana i pres vétsi objem s ohledem na skutecnost,
Ze kdekoliv jinde je j = 0. ProtoZe integrand v prvnim integralu vztahu (24.88) je
vzdy kladny (B? > 0), takZe se zvétsujicim se objemem pres, ktery integrujeme,
poroste i hodnota tohoto integralu. Protoze energie magnetického pole W,,,, kterou
dodal vnéjsi zdroj emn, musi byt stejna, musi soucasné klesat hodnota druhého
integralu ve vztahu (24.88), ktery integrujeme pies plochu uzavirajici uvazovany
objem. Provedeme-li integraci pfes cely prostor, potom nutné bude prispévek dru-
hého integralu roven nule, viz kapitola 20.9.3. Tedy mtuzeme psat, ze

W, = 2%0 / / / B2V . (24.89)

Cely
prostor

Tento vysledek je mozné interpretovat zpiisobem, Ze energie je uloZzena v mag-
netickém poli s objemovou hustotou:

1
W, = —B%. (24.90)
2410
Vztah pro objemovou hustotu magnetického pole lze, s ohledem na rovnost H =

B/ 1y, prepsat do tvaru:
1

Wy = §H B, (24.91)
ktery ve skutecnosti postihuje obecnéjsi pripad, tedy i pole v materidlovém pro-
stredi.

Poznamenejme, 7Ze vztah (24.83) muZeme interpretovat tak, Ze energie je uloZena
v proudovodicich.

24.5 Emergie elektromagnetického pole

V kapitole vénované elektrostatickému poli jsme urcili praci proti Coulombovym
odpuzujicim sildm na vytvofeni statické distribuce elektrickych naboji, kterou
povaZzujeme za energii elektrického pole:

W, = 52—0 /// B2V, (24.92)

Cely
prostor
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kde E je vysledné elektrické pole. V predchozi kapitole jsme urcili energii, kterou je
tfeba dodat vnéjsim zdrojem emn, aby mohl smyckou protékat elektricky proud,
kterému brani idukované emn.. Tato enrgie je uloZena v magnetickém poli a je

dana vztahem:
W, / / / B*dV (24.93)
2#0

Cely
prostor

kde B je vysledné magnetické pole.
Odtud pak mizeme vyjadrit celkovou energii elektromagnetického pole jako

Wepn = %/// (50E2 + iBQ) dv (24.94)

Cely
prostor

Tento vztah muzeme prepsat s ohledem na rovnosti: H = B/py D = ¢oE, jako

// (E-D+ H-B)dV = ///wemdv (24.95)

Cely Cely
prostor prostor

takze pro objemovou hustotu elektromagnetického pole dostavame:

1
Wen = 5(E-D+H-B). (24.96)
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24.6 Uplna soustava Maxwellovych rovnic pro elek-
tromagnetické, kvazistacionarni, stacionarni
a elektrostatické pole

V predchozich ¢astech kapitoly vénované elektromagnetickému poli jsme si uka-
zali, Ze elektrické pole nezavisi jen na rozlozeni elektrickych naboji, ale i na c¢a-
sovych zménach magnetického pole, a dale, Ze magnetické pole zavisi nejen na
rozloZeni elektrickych proudi, ale také na ¢asovych zménéach elektrického pole. To
nés opraviuje zavést pojem jediného, a to elektromagnetického pole. Diisledkem
tohoto zobecnéni je pak predpovéd existence elektromagnetickych vin, které jsou
dnes ve vSech svych vlastnostech podrobné experimentalné i teoreticky prozkou-
many.

Vlastnosti makroskopického elektromagnetického pole jsou popsany ¢tyimi Ma-
xwellovymi rovnicemi, které vyjadiuji ¢tyii obecné platné fyzikalni zédkony:

Maxwellovy rovnice v obecném tvaru (pro elektromagnetické pole)

Integralni tvar Diferencialni tvar Zakon

ﬂD -dS=gq V-D=p Gausstiv zakon
s

# B-dS=0 V-B=0 Zakon o neexistenci magne-
e tickych naboju

%E- dé = — // %—]f -dS V x E= _8_B Faradayav zakon elektro-
c
S

ot magnetické indukce®

oD oD
]{H- dé =1+ // —-dS | Vx H=j+ — | Zobecnény Ampériv zakon
c ot ot .
S celkového proudu

Maxwellovy rovnice jsou linedrni parcialni diferenciilni rovnice. Skutec¢nost,
7e jsou linearni znamena, ze dvakrat vétsi hustoty proudu a ndboje znamenaji, ze
budou dvakréat vétsi i intenzity a indukce poli. A rovnéz, Ze soucet reseni je také
feSenim — jinymi slovy, ze plati princip superpozice.

V Maxwellovych rovnicich se vyskytuji ¢tyti vektory (vektorové funkce) D, E,
B a H. Kazdy vektor ma tii slozky, to dava celkem 12 nezndmych. OvSem dané
vektory nejsou nezavislé. Svazuji je materialové vztahy, konkrétné v mékkém ho-
mogennim izotropnim dielektriku a magnetiku plati, ze D = c¢E, B = uH. Takze
neznamé jsou vlastné jen dva vektory, ty maji dohromady Sest slozek. Cili mame
soustavu Sesti linearnich parcidlnich diferencidlnich rovnic pro Sest neznamych.
Maxwellovy rovnice obsahuji ¢asové derivace, coz souvisi s tim, Ze umoznuji po-

8Timto zapisem Faradayova zakona elektromagnetické indukce nebereme v tvahu Gasovou
zménu indukéniho toku zptsobenou zménou polohy plochy uvazované smycky (popf. i jeji veli-
kosti a tvaru).
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psat ¢asovy vyvoj elektrického a magnetického pole.

Maxwellovy rovnic jednozna¢né ukazuji, ze elektrické a magnetické pole od sebe
obecné nejde odtrhnout (zvlast se mohou projevovat jen v konkrétnich specialnich
situacich) a z tohoto divodu hovoiime o elektromagnetickém poli.

Hustota proudu j a hustota naboje p jsou v téchto rovnicich ,,zdrojovymi ¢leny®,
tj. proudy a néboje budi elektrické a magnetické pole a Maxwellovy rovnice vy-
stihuji, jak je budi. Obecné hustota proudu j a hustota naboje p nemusi byt
pevné zadané. Casto elektrické a magnetické pole naopak ovliviiuje pohyb naboji
(a tedy i proudy). Pisobeni pole na naboje, jak vime, popisuje Lorentzova sila
(23.19). Souhrnné muzeme konstatovat: ,Naboje a proudy fikaji elektromagnetic-
kému poli, jak se ma chovat, elektromagnetické pole k& nabitym ¢asticim, jak se
maji pohybovat.

V kap. 20.4 jsme si ukazali, ze lze z Gaussova zdkona odvodit zakon Coulom-
biv a v kap. 24.2 bylo ukézano, ze ze Zobecnéného Ampérova zakona celkového
proudu lze odvodit rovnici kontinuity pro elektrické naboje, ktera je vyjadienim
Zékona zachovéani elektrického naboje. Ze Zobecnéného Ampérova zakona celko-
vého proudu je mozné ziskat i Biotuv-Savartuv zakon, ktery jsme si odvodili pro
stacionarni magnetické pole, coz znamena, ze v diferencialnim tvaru vyjadiujici
Zobecnény Ampeéruv zakon celkového proudu povazujeme parcialni derivaci elek-
trické indukce za rovnu nulovému vektoru, tj. 9D/0t = 0. Navic jsme predpokla-
dali bezmateridlové prostiedi, ¢imz dostavame rovnici (23.87), ze které dostaneme
Poissonovu rovnici pro magneticky vektorovy potencial (23.106), jejiz FeSeni pii
znalosti prostorové distribuce hustoty proudu je dano vztahem (23.107), ktery si

pripomeneme:
Ho J(r) /
A(r) = — dv’. 24.
() 4%///|P—1“| v (24.97)
V/

Protoze plati vztah (23.99) mezi vektorem magnetické indukce a vektorovym po-
tencidlem magnetického pole, tj. B=V x A, tak pomoci feSeni (24.97) miZeme
psat:

B(r):VxA(r):Z—; x /Z/’j(_’ll‘dv’ :Z—;/V//Vx(’j(_’%)dv’.

(24.98)
V integrandu provadime rotaci soucinu skaldrni a vektorové funkce, na kterou
uplatnime-li identitu (23.31), takze dostavame:

v x (’1{@4') _ (Vﬁ) () + ﬁv < () (24.99)

Protoze operaci rotace provadime pres necarkované soufadnice, tak posledni ¢len
je roven nulovému vektoru. Pro zbyvajici ¢len (prvni ¢len na pravé strané této
identity) pouzijeme identitu (A.26) a vyuzijeme antikomutativnost vektorového
soucinu, takze dostavame:

g (rJ (—ﬂ;\) - (V|,~_1 ,J,) < jr) = - —|f’_> ,qu(ﬂ) _ j(ﬂ’)rx_(;; v)

(24.100)
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Tento vysledek uplatnime v rovnosti (24.98), ¢imz dopé&jeme k néasledujicimu

vztahu: /// ‘r_ IJ|3 )dV’ (24.101)

ktery reprezentuje Biotuv-Savartiv zakon, viz vztah (23.29).
Z Maxwellovych rovnic vSak nevyplyva vztah pro Lorentzovu silu (23.19).

Maxwellovy rovnice pro kvazistacionarni magnetické pole

Predpokladejme, Zze mizeme pouzit materialové vztahy D = cE, B = puH, s jejichz
pomoci lze pfepsat Zobecnény Ampéruv zédkon celkového proudu do nasledujiciho
tvaru:

oE OE eppbr OE
V X B=puj+cpu— ET = Wj + ErpirEoplo— = u

= — 24.102

kde jsme pouzili vztah (23.17) .

ProtoZe plati, Ze €., /c? < 1, hustota posuvného proudu (posuvny proud) se pro-
jevi az pii velmi rychlych zménach elektrického pole, kdy ¢asovéa derivace 0E/0t
je velka. Pri pomalych zménach pole, napt. pii prumyslovych frekvencich 50 az
60 Hz, muzeme tedy posuvny proud zanedbat a pouZit jen rovnici (23.87).

V pripadé, Ze si mizeme dovolit zanedbat posuvny proud, potom mluvime o tzv.
kvazistaconarnim priblizeni a elektromagnetické pole vyhovujici tomuto priblizeni
nazyvame kvazistacionarnim.

Maxwellovy rovnice pro kvazistacionarni elektromagnetické pole maji tedy nasle-
dujici tvar:

Maxwellovy rovnice pro kvazistacionarni elektromagnetické pole

Integralni tvar Diferencialni tvar Zakon
ﬂD -dS=gq V-D=p Gausstiv zakon
ﬂ B-dS=0 V-B=0 Zakon o neexistenci magne-

tickych naboji

B B
7{ E-df—— // 9B 15| vxE=-B | Faadayiv zikon elektro-
g ot ot o
magnetické indukce

]{ H-d¢=1 VxH=j Ampeéruv zékon celkového
¢ proudu

Maxwellovy rovnice pro stacionarni elektrické a magnetické pole

V pripadé stacionarnich poli vSechny makroskopické veli¢iny jsou explicitné ne-
zavislé na case, takze v zobecnénych Maxwellovych rovnicich polozime vsechny
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¢asové derivace rovny nule, resp. nulovému vektoru, takze dostavame:

Maxwellovy rovnice pro stacionarni elektrické a magnetické pole

Integralni tvar

Diferencialni tvar

Zakon

ﬂD -dS=gq V-D=p Gausstiv zakon
S
ﬂ B-dS=0 V-B=0 Zakon o neexistenci magne-
S tickych naboju
y{ E-d¢=0 VxE=0 Konzervativnost  elektric-
¢ kého pole
H-d¢=1 VxH=j Ampéruv zékon celkového
c

proudu

Maxwellovy rovnice pro elektrostatické pole

V pripadé elektrostatického pole se neprojevi ucinky elektrického proudu (elek-
trické néboje jsou statické), které je zdrojem magnetického pole, takze se nam
Maxwellovy rovnice redukuji jen na dvé:

Maxwellovy rovnice pro elektrostatické pole

Integralni tvar

Diferencialni tvar

Zakon

ﬂD'dSq
s

V-D=p

Gaussuv zékon

]{E-dE:O
c

VxE=0

Konzervativnost  elektric-
kého pole
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Priloha A
Uzity matematicky aparat

V této kapitole bude uveden matematicky aparat, se kterym se muzete setkat
béhem kurzu Fyziky I a samoziejmé nejenom v tomto kurzu.

A.1 Diferencial funkce jedné proménné

Derivace f'(z) funkce y = f(z) je definovana jako

@) = lim DY = gy @AY~ J@) (A1)

Ar—0 Ax  Az—0 Ax

Protoze ma limita kone¢nou hodnotu f’(x), miZzeme psat, Ze

A
& ) +es. (A2)
pricemz pro e,(Ax) plati, Ze
lim ¢, =0. (A.3)
Az—0

Ay, resp. Af(z) predstavuje prirtstek funkce f(z) a Az je prirustek nezavislé
proménné x (viz obr. A.I).
Ze vztahu (A.2) pro prirastek funkce vyplyva, ze

Ay = f'(z2)Ar + e, Ax . (A.4)
Nyni mizeme definovat diferencial funkce jedné proménné f(x) jako
dy = f'(z)Az, (A.5)

resp.

df = f'(z)Ax . (A.6)

Predpokladejme, 7e f(x) = z, potom y = = a f'(x) = 1, takZe na zakladé vztahu
(A.5) muzeme psat:

doe = f'(x)Az = Ax (A7)

tedy diferencial nezévislé proménné xr muzeme ztotoznit s piirtstkem této pro-
ménné. Odtud je vidét, ze dxr nemusi byt néjaka ,nekonecné mald“ veli¢ina, ale



AR cpcna 902

Y

f(a)

f(z + Az)
%ma

dy = f'(z)dx

fla
(T) G- As

0] T T+ dz T

Obréazek A.I: Geometrické interpretace diferencilu.

muze to byt libovolné realné ¢islo. Z tohoto divodu muzeme piepsat vztah (A.5)
do nasledujiciho tvaru:

dy = f'(z)dz . (A.8)
Na zékladé definice diferencialu (A.5) muZeme vyraz (A.4) prepsat jako
Ay =dy + e, Az . (A.9)
Plati-li, ze Az — 0, potom (viz limita (A.3)) plati, Ze
Ay =dy . (A.10)

V tomto pripadé, kdy se jedné o nekone¢né maly pfirtstek nezavisle proménné x,
je pak mozné prepsat vztah (A.4) pomoci vztahi (A.7) a (A.10) a limity (A.3) do
nasledujictho tvaru:

dy = f'(x)dz (A.11)
odtud q
Y _ m
W _ ). (A12)

tj. v piipadé infinitezimélniho pfirtistku Az — 0 je moZné derivaci funkce f(z)
vyjadiit jako pomér diferencialu dy a de = Az — 0.

Z aplikacniho hlediska vSak spociva uZitecnost diferencialu (A.8) pravé v tom, ze
pro ,,malé“ hodnoty dx vystihuje pfiristek:

Ay = f(c+dz) — f(c) (A.13)
funkce f(x) v okoli bodu c.

Priklad

Necht dz = 0,3, je piiristek Ay funkce y = 2% mezi body ¢ = 1 a ¢ +dx =
1+0,3 =1,3 rovny ¢islu:

Ay=1,3-1'=1,69—-1=0,69
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a ten je dobfe aproximovan diferencidlem:

Ay ~dy = f'(z)dz = 2zdx = 2.1.0,3 = 0,60 .

A.2 Pravidla pro derivovani vektorovych funkci

Jestlize A a B jsou diferencovatelné vektorové funkce podle skalarni proménné
t a skalarni funkce ¢ je diferencovatelna podle skalarni proménné ¢, potom plati
nésledujici vztahy:

i(A+B) = %4—%, (A.14)
%(A-B) — %-B+A~%, (A.15)
((;t(AxB) = i‘? B+ A x dcf, (A.16)

%(qu) = i‘f +¢—. (A.17)

(A.18)

A.3 Parcialni derivace

Ve fyzice se Casto setkdvame s funkcemi vice proménnych. Pro takovéto funkce za-

vadime parciélni (¢astecné) derivace podle jedné z proménnych, pti¢emz zbyvajici

proménné povazujeme za konstanty. Budeme-li uvazovat napf. funkei f(x,y, 2),

kterd je funkci pouze prostorovych souradnic, pak parcialni derivaci podle pro-

ménné x definujeme jako
af_ li f(ZL’+AZL‘,y,Z)—f(IL',y,Z)
— = lim )
Or  Az—0 Ax

(A.19)

Zderivujeme-li funkci 0 f/0z jesté jednou podle proménné z, pak dostaneme dru-
hou parcialni derivaci (druhého stupné) funkce f, tj.

> af

Ox? 896 or)
Provedeme-li néasledné po derivovani podle proménné = derivaci napf. podle pro-
ménné y, pak tuto skute¢nost zapiSeme nasledujicim zptusobem:

>?f 0 (of

0xdy Ox \dy)

Pro parciélni derivace vyssich rada plati tzv. Schwarzova véta o zadméné poradi
derivovani. Necht v né&jakém okoli U(A) bodu A existuji parcialni derivace:

or o o
ox’ Oy’ 0Oxdy’
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potom existuje i smiSené derivace:

0% f
Y0z
a plati, ze
Of  0f
dxdy — Oydx
Priklad:
Uvazujme funkci:
f(x,y,2,t) = 32yt — xyzt + sin(yt).
Potom P
a—i = 61:yt - th?) )
0 f
—= = 6yt
922 yt,
0 f 2
= — t
0x0t boy = Syat”,
0
(9_£ = 32t — x2t® + tcos(yt) .

Jestlize A = A(x,y,2) je vektorova funkce, pak parcialni derivace této funkce
napt. podle proménné x je definovana nésledujicim zptisobem
0A . Ar+ Az,y,2) — A(z,y, 2)
— = lim
or  Az—0 Az

, (A.20)

paklize existuje tato limita.
Obdobné bychom definovali parcidlni derivace podle proménnych y a z. Vyssi
derivace jsou pak urceny néasledujicim zpusobem

FA_ 0 (0A) PA_ 0 (0A\ #A 0 (0AY
oz2 Oz \ox ) oy2 Oy \Ody /) 0xdy Ox \ dy apod.

A.4 Totalni diferencial
Prirtustek funkce vice proménnych, zvolme napf. z, y, z, bude dan vztahem:
Af=f(r+Ar) = f(r) = fz + Az, y + Ay, 2z + A2) — f(z,y,2) . (A21)

Z analogie s diferencidlem funkce jedné proménné (A.8), mizeme zavést tzv. to-
taln{ (aplny) diferenciél funkce f(x,y, z) nasledujicim zptsobem®:
of of of

df = a—$dx + ==dy + adz . (A.22)

LOpét plati, ze piirtstky nezavislych proménnych z, y, z jsou totozné s jejich diferencialy,
jak lze lehce ovérit volbou f(x,y,z2) ==, f(z,y,2) =y, f(z,y,2) = 2.
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Da se ukézat, ze pro prirustek funkce (A.21) plati:

Af=df +e,Av+e,Ay+e. Az, (A.23)
pricemz plati, ze
lim e, =0, lim e, =0, hm e, =0. (A.24)
Az—0 Ay—0 Az—0

Bude-li platit, ze Az — 0, Ay — 0, Az — 0, potom na zékladé limity (A.24) ze
vztahu (A.23) vyplyva, ze

Af=df. (A.25)
Napisme Taylorav rozvoj funkce vice proménnych f(r) = f(z,y,z) do prvniho
radu:

fle+dr) = fa-t dny +dy. 2+ d2) = fopn) + odot Fay+ Sz
(A.26)
Odtud dostavame, ze
Af = f(r+dr)— f(r) = afd + afd + afdz+ =df+ ¢leny vyssich fadu .
x
(A.27)

Takze uplny diferencial predstavuje hlavni hodnotu Taylorova rozvoje funkce f.
Pozn.:
Casto se ve fyzice setkavame s funkcemi f(z,y, z,t), potom totalni diferencial je

dan jako f of of of
df = 8d+8d+adt (A.28)

Pozn.:

Ve fyzice zpravidla pfedpokladame, ze prirtstky, resp. diferencialy, nezavislych

proménnych jsou infinitezimalni, tj. de = Ax — 0, dy=Ay — 0, dz=Az — 0,

dt=At — 0.

A.5 ReSeni obycejnych linearnich diferencialnich
rovnic s konstantnimi koeficienty
S oby¢ejnymi linearnimi diferencidlnimi rovnicemi druhého radu s konstantnimi

koeficienty se pomérné casto setkavame ve fyzice. Rovnici zminovaného typu mii-
zeme zapsat jako?

dy | dy

—_— = = A2
resp.

dy | dy

@ + QE + by = f(t) s (A30)

kde a, b jsou konstanty. Rovnice (A.29), resp. (A.30) predstavuje nehomogenni
diferenciélni rovnici. Dale se budeme zabyvat jen rovnici (A.29), jelikoZ ptislusné
zavéry jsou stejné i pro rovnici (A.30), jen provedeme zdménu proménnych x za
t.

2Prostorové derivace je mozné pro jednoduchost znacit pomoci &arek, napt. d?y/dz? =y a
Gasové derivace pomoci teéek, napt. d%y/dt? = jj.
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A.5.1 Linearni homogenni diferencialni rovnice

Zvlastni tfidu diferencialnich rovnic predstavuji rovnice homogenni (f(z) = 0),
tj.
d’y | dy
— +a— +by=0. A3l
da? de ( )
Nyni budeme uvazovat homogenni diferencialni rovnici (A.31). Takovéto rovnice
maji nasledujici diilezité vlastnosti:
1. Jestlize y;(x) je feSenim rovnice (A.31), pak Cyyi(x), kde Cy je konstanta,
je také jejim feSenim.

2. Jestlize y;(z) a y2(x) jsou feSenim rovnice (A.31), pak yi(x) + y2(x) je také
jejim feSenim (princip superpozice - touto vlastnosti se vyznacuji jen linearni
diferencialni rovnice.).

3. Jestlize y;(z) a yo(z) jsou linedrné nezavisla feseni rovnice (A.31), pak obec-
nému feSeni této rovnice odpovida: Cyy;(z) + Coya(x) (obecné feseni vzdy
obsahuje dvé libovolné konstanty).

Ptipomenme, Ze funkce y; () a yo(z) jsou linearné nezavislé, kdyz je rovnice
ayi(z) + fya(z) = 0 (A.32)

splnéna jen kdyz @ = f = 0. Jestlize je rovnice (A.32) splnéna pro konstanty
a a f3, kdy alespon jedna je rozdilna od nuly, potom funkce y;(z) a yo(z) jsou
linearné zavislé.

Obecnou podminkou pro to, aby mnozina funkei y;(x),y2(x),... byla linedrné
zavisla, je ze wronskian (Wronskiho determinant) W byl identicky roven nule, tj.

hn Y2 Y3 Yn

i Yo ys oo Yy,
W=l | (A.33)

—1 —1 —1 —1

I I

kde y™ predstavuje n-tou derivaci funkce y podle z.

P1i popisu fady fyzikalnich problémi se setkdvéame s principem superpozice. Napf.
zpusobi-li sila F; kmit o vychylce x; a sila Fy kmit o vychylce x5, potom vysledna
sila Fy + F5 zpiisobi vychylku x; + x5. Je-li princip superpozice experimentélné
ovéfen, potom musi piislusné jevy byt popsany linearnimi diferencialnimi rovni-
cemi.

Vyse zminéné 1. a 2. vlastnost se da ovéfit pfimym dosazenim do rovnice (A.31),
kdezto bod 3. jen ¥ik4, co jest obecnym FeSenim této rovnice®. Dale budeme hledat
feSeni rovnice (A.31) ve tvaru:

y = exp(A\x) , (A.34)

3Zminéné vlastnosti jsou pouZitelné jen pro rovnici (A.31) a nikoliv pro rovnici (A.32).
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kde A je konstanta.
Takze dostavame, ze

dy d?y 2
= Aexp(Ax) , Frh A exp(A\x) . (A.35)

Dosazenim vyrazi (A.34) a (A.35) do rovnice (A.31) dostaneme:
M exp(A\r) + alexp(Az) + bexp(Az) =0 . (A.36)

Vynéasobenim rovnice (A.36) vyrazem exp(—Az) obdrzime algebraickou kvadra-
tickou rovnici, ktera se nazyva charakteristicka rovnice, tj.

M4ad+b=0. (A.37)

Resenf charakteristické rovnice mizeme napsat jako
1
A = —g + Va2 —1b. (A.38)

Nejdiive predpokladejme, Ze dva kofeny A; a Ay nejsou identické a tudiz feSenim
je (na zékladé principu superpozice) funkce:

y(x) = y1(z) + y2(x) = exp(Ai1x) + exp(Aaz) . (A.39)

Pro wronskian téchto dvou feSeni plati:

exp(Aix) exp(Ao)
W = = /\2 exp[(/\1 + )\2)1’] — )\1 exp[()\l + )\2)1’] 7& 0 s

Arexp(Az) A exp(Aqx)

(A.40)
protoze jsme predpokladali, Zze A1 a Ay nejsou identické, takze funkce, resp. feSeni,
exp(A1z) a exp(Agz) jsou linedrné nezavislé.

Takze obecnym TfeSenim je:

y(x) = Crexp(Aiz) + Coexp(laz) , A # Ao, (A.41)

kde C a C5 nazyvame integracnimi konstantami a uré¢ime je z okrajovych, resp.
pocéatecénich*, podminek. Uréenim integra¢nich konstant piejde obecné feseni v
feSeni konkrétni.

Jestlize A\; = Ay = A, pak se mizeme dosazenim presvédcit, ze xexp(Az) je také
feSenim rovnice (A.31). Protoze exp(Az) a xexp(Ax jsou linedrné nezavislé, po-
tom pro stejné koreny charakteristické rovnice mizeme napsat nasledujici obecné
FeSeni:

y(x) = Crexp(Axr) + Corexp(Az) , A1 =X =\ (A.42)

Pf'iklad 1.5.1

Reste rovnici: )
d*y dy
—~ 22 _3y=0. A 43
dx? dz 4 ( )

4V piipadé, ze hledana funkce bude zavisla na Gase.
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Reseni:
Charakteristicka rovnice:

M —2A-3=A=-3)A+1)=0. (A.44)

Kofeny tedy jsou:
AM=3, a=-1. (A.45)

Obecné feseni bude mit tvar:

y(x) = Cyexp(3x) + Crexp(—x) . (A.46)
Pf'iklad 1.5.2
Reste rovnici: )
dy  dy
— +4—=+4y=0. A A7
dz? + dz T4 ( )

Resent:
Charakteristicka rovnice:

MN4da+4=AN+22=0. (A.48)

Kofeny jsou v tomto piipadé stejné, tj. Ay = Ay = A = —2. Obecné feSeni miZzeme
napsat jako

y(x) = Cy exp(—2x) + Cox exp(—2z) . (A.49)

Nyni budeme pfedpokladat, ze kofeny charakteristické rovnice jsou komplexni, tj.
)\172 =« :l:JB y (A50)

kde o i B jsou reéalné.
Vyuzijeme-li Eulerova vztahu, pak muzeme psat, ze

exp(A1z) = exp(ax) exp(jfz) = exp(a)(cos fx + jsin fx) , (A.51)

exp(Aex) = exp(ax) exp(—jpx) = exp(a)(cos Sz — jsin fz) . (A.52)

Pouzitim rovnosti (A.51) a (A.52) muZeme po upravé obecné feSeni napsat v
nasledujicim tvaru:

y(z) = Crexp(Mz) + Cy exp(Aaz) = exp(ax)[(Cy 4 Cs) cos fx+j(Cy —Cy) sin fx] .
(A.53)
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I v tomto pfipadé jsou C; a Cs libovolné, avsak navic mohou byt komplexni.
Zavedeme predpoklad, Ze jsou tyto konstanty komplexné sdruzené. Potom nésle-
dujicimi kombinacemi:

A=Cr+ 0y, (A.54)
B =j(Cy — Cy);, (A.55)

ziskdme dvojici redlnych konstant, pomoci kterych mizeme upravit tvar obecného
feseni (A.53):

y(x) = exp(ax)(Acos Sz + Bsin fz) (A.56)
kde A a B nazyvame integracni konstanty, které urc¢ime z okrajovych, resp. po-

¢atecnich, podminek. Zavedeme nasledujici konstantu D = /A2 + B2, kterou
vynéasobime a podélime obecné feseni (A.56):

Y

AS)

O B T

Obrazek A.II: Vztah mezi konstantami.

A B
y(x) = Dexp(az) | = cosfx + —sinfz | . (A.57)
D D
Nyni definujme thel ¢, viz obr. A.Il, takovy, ze

. A B A
sing = &, cosp =17, tarup:E. (A.58)

Timto muzeme obecné feseni (A.57) upravit do tvaru:
y(x) = Dexp(ax)(sin ¢ cos fx + cos psin fz) = D exp(az)sin(Sz + ¢) , (A.59)

kde konstanty D a ¢ rovnéz uréime z okrajovych, resp. poc¢atec¢nich, podminek.

Pfiklad 1.5.3
Reste rovnici: )
dy dy

— 4+ 2= +4y=0. A.60
dz? + dz T ( )
Reseni:
Charakteristicka rovnice

N 422+4=0. (A.61)
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Kofeny tedy jsou:

Ao = %ﬂ =—1+jV3. (A.62)
Obecné feseni bude mit tvar:
y(z) = exp(—x)(A cos V3z + Bsinv3z) (A.63)
neboli
y(z) = Dexp(—z)sin(v/3z + ¢) . (A.64)

A.5.2 Linearni nehomogenni diferencialni rovnice

Budeme fesit rovnici (A.29).

Necht y(z) = u(z) predstavuje obecné feseni homogenni rovnice (A.31) a necht
y(x) = v(z) je jakékoliv FeSeni rovnice (A.29). Pak feseni y(x) = u(x) + v(x) je
feSenim rovnice (A.29), protoze

d?y dy d*u du d*v dv

—Za gLy = — — +b - — 4+ | =0 . (A.65

dz? +ad:c oy (dx2 + adx + u) + <dx2 +adx + U) +f(@) - )
-0

Protoze feseni u(x) obsahuje dvé libovolné konstanty C; a Cy, potom kombi-
nace u(z) + v(x) vyhovuje v8em pozadavkim obecného feseni rovnice (A.31).
Funkce u(z) predstavuje komplementéarni (doplitkové) feseni a v(z) partikuléarni
(Castecné) TeSeni rovnice (A.29).

Obecna metoda nalezeni feSeni u(x) byla popsana v ¢asti vénované homogenni di-
ferencialni rovnici, takze zbyva ,jen” nalézt partikularni feseni, které predstavuje
jakékoliv feSeni rovnice:

d*v dv
__|_a_+b’U: x), A66
o +bu=f(2) (4.66)
(:jasto se d4 ze struktury rovnice jedno partikularni feseni uhodnout.
Reseni y(x) = u(x) + v(z) tedy predstavuje obecné feseni nehomogenni rovnice

(A.29).

Pfiklad 1.5.4
Reste rovnici: )
d7y dy 2
—= +5—= +6y = 2z . A .67
dz? - dz thy=ata L ( )
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Reseni:
Nejprve budeme hledat komplementarni feSeni, které predstavuje obecné reSeni
homogenni rovnice:

d’y | dy
dx2+5dx+6y 0; (A.68)
Odpovidajici charakteristickd rovnice ma tvar:
MABA+6=AN+3)(A+2)=0. (A.69)
Kofeny tedy jsou:
M =-3, Aa=-2. (A.70)
Komplementarni feSeni bude mit tvar:
y(x) = Crexp(—3z) + Cyexp(—21) . (A.71)

Protoze prava strana feSené rovnice (A.67) predstavuje polynom druhého fadu,
miuzeme hledat partikularni feSeni ve tvaru:

v(z) = Az* + Bz + C . (A.72)
Potom d
v
— =2Ax+ B AT3
d*v
— =2A. A.74
s (A.74)
Dosazenim vyrazi (A.72), (A.73) a (A.74) do rovnice (A.67) dostaneme:
2A +5(2Ax + B) + 6(Ax* + Bx + O) = 2° + 2, (A.75)
po tpravé obdrzime:
(6A)2® + (10A + 6B)x + (2A + 5B + 6C) = 2* + 2 . (A.76)

Porovnanim koeficientt u stejnych mocnin na levé a pravé strané rovnice (A.76)
obdrzime nasledujici soustavu rovnic:
6A=1
10A+6B =2 (A.77)
2A+5B+6C =0

Resenim této soustavy dostaneme, ze

1 1 11
A=-, B=—, C=——. AT
6’ 50 Y% 08 (A.78)

Dosazenim konstant (A.78) do vztahu (A.72) ziskdme partikularni reSeni

1, 1 11  18a%+6z—11
'+ —=r— —— = .
6 18 108 108
Obecné Feseni rovnice (A.67) je pak dano sou¢tem komplementéarniho feseni (A.71)
a partikularniho fegeni(A.79), tedy

(A.79)

1822 + 6z — 11
108 '

y(x) = Cyexp(—3x) + Cyexp(—2zx) + (A.80)
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Pfiklad 1.5.5

Reste rovnici:

Y =3 (A.81)
—_— =3xcosz . .
dz2 y

Resend:
Nejprve budeme hledat komplementarni feseni, které predstavuje obecné reseni
homogenni rovnice:

d%y
da?

Odpovidajici charakteristicka rovnice méa tvar:

FAy=0. (A.82)

M4d=A+j2)(A—-j2)=0. (A.83)
Kofeny tedy jsou:
M=a+j=0+2, g=a—j8=0-2j, (A.84)
takze
a=0, f=2. (A.85)

Komplementarni feSeni bude mit tvar
y(x) = exp(ax)(Cy cos fx + Cysin fx) = Cy cos 2x + Cysin 2z . (A.86)

Pri hledani partikularntho feseni vyjdeme ze skutecnosti, ze derivovanim pravé
strany rovnice (A.81) x cos x dostaneme nasledujici rovnice:

rcosxr , xrsinx, cosr, sin. (A.87)

Jelikoz jsou tyto funkce linedrné nezavislé, muzeme vyjadrit partikuldrni reSeni
jako

v(x) = Az cosx + Brsinz + Ccosx + Dsinx (A.88)
dv(x) . . .
1 = A(cosz — xsinx) + B(sinz + xcosz) — Ccosx + Dsinx,  (A.89)
T
d*v(x)
- A(2sinz + xzcosx) + B(2cosz — xsinx) — Ccosx — Dsinz . (A.90)
T

Dosazenim vyrazi (A.88), (A.89) a (A.90) do rovnice (A.81) po tupravé dostaneme:
(3D —2A)sinz + (2B +3C)cosz + 3(A — 1)xcosx + (3B)rsinz = 0. (A.91)

Koeficienty u jednotlivych ¢lenti se musi rovnat nule (vlastné se opét jedna o
metodu porovnavani koeficientii u stejnych ¢leni), takze obdrzime:

3D=2A, 2B=-3C, A=1, 3B=0 (A.92)

odtud pak obdrzime

2
A=1, B=0, C=0, D=73. (A.93)
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Pak pro partikularni feSeni dostavame:

2
v(z) = xcosz + 3 sinz . (A.94)

Obecné feseni rovnice (A.81) je pak dano souc¢tem komplementarniho feseni (A.86)
a partikularniho feseni(A.94), tedy

2
y(x) = Cysin 2z + Cycos —2x + xcosx + 3 sinz . (A.95)

A.6 Einsteinovo sumacni pravidlo
Pro tspornost a prehlednost nékdy pouzivame ve vektorovém a tenzorovém poctu

Einsteinovo sumacni pravidlo, které tika, Ze se sc¢ité pres index, jenz se objevuje
ve vyrazu dvakrat, aniz znak pro s¢itani (sumaci) explicitné vypisujeme.

Napft.:
3
Z (Iibi = (Iibi
i=1

nebo

3
E aibij = aibij .
i=1

A.7 Vektorova analyza
Vektorovou funkci jedné proménné muzeme zapsat nésledujicim zpiisobem
F(t) =z(t)i+y(t)j+ 2(t)k . (A.96)
Vektorové pole definujeme jako F' = F(r), coz muzeme rozepsat jako
F=F(v,y,2)i+ Fy(z,y,2)j+ F.(z,y,2)k . (A.97)

Ze vztahu (A.97) vidime, Ze jednotlivé slozky jsou funkcemi souradnic z, y a z.
Nekdy vektorové pole nazyvame zkracené jen vektorem. Toto oznaceni odrazi fakt,
7e kdyz dosadime soufadnice bodu do vektorové funkce, tak dostaneme vektor!

Nabla operator V je dan v kartézskych souradnicich nésledujicim vztahem:

0 0 0
= —i4+—j+ —k. A.
v o + ay‘] + 5, (A.98)

Nékdy miizeme misto V také psat:

v

B
o (A.99)



EEEEEEEEEEEEEEEE 514
€VUTV PRAZE

Nabla operéator V predstavuje symbolicky vektor (vektorovy operator), ktery sam
0 sobé nema vyznam.
Pomoci nabla operatoru je mozné vyjadiit nasledujici t¥i operace:

Vf=grad f - gradient,

V.-F=divF - divergence
V x F=rotF - rotace,

kde f je skalarni funkce a F' je vektorova funkce.
Vyse uvedenym operacim se budeme vénovat v nasledujicich kapitolach.

A.7.1 Gradient

Drive, nez prikrocime k vysvétleni gradientu funkce, budeme se zabyvat funkci
pouze jedné proménné, f(x). Derivace této funkce df/dz nam fika, jak rychle se
funkce f(z) méni, kdyz zménime jeji argument (proménnou) o malou hodnotu dz,

tj.
df = (jﬁ) (A.100)

Jinymi slovy muZzeme fict, Ze zménime-li o hodnotu dx, pak funkce f(z) se zméni
o hodnotu df. Derivace nam v tomto piipadé slouzi jako jakysi ¢initel imérnosti.
Takze, bude-li se funkce f(z) ménit pomalu s proménnou x, pak i derivace bude
odpovidajicim zpisobem malé. Naopak, bude-li se funkce f(z) ménit rychle v za-
vislosti na proménné x, potom i derivace této funkce bude nalezité velka.

Z geometrického hlediska nam derivace d f /dz urc¢uje sklon (strmost) grafu funkce
f(x) vzhledem k ose x.

Budeme-li nyni predpokladat skalarni funkei t¥i proménnych f(z,y, z). Pro snad-
néjsi predstavu budeme predpokladat, ze funkce f(x,y, z) predstavuje funkei tep-
loty, kterd nam urcuje teplotu v kazdém bodé uvazované oblasti prostoru, napf.
mistnosti.

Chceme li urcit jak se zméni teplota jestlize se posuneme 0 malou vzdélenost z da-
protoze zalem na sméru v Jakem se posuneme. Budeme-li se posouvat (presnejl
néjaka teplotni sonda) svisle vzhuru, potom pravdépodobné bude teplota nejvice
narustat, budeme-li se pro zménu posouvat ve sméru horizontalnim, pak se teplota
nebude témér meénit.

Pro urceni piristku (totalniho diferencialu) muzeme psat, ze

of of of
d dx A.101
1= () ) o (G)oe
Vyraz (A.101) nam 1ika, jak se zméni teplota, kdyz zménime proménné z,y, z o
infinitezimalni hodnoty dx, dy, dz.
Na zakladé pravidla pro skalarni sou¢in muzeme totalni diferencial (piirtstek)
(A.101) vyjadiit jako
f. of, Of

df = (— + a—,]+ 0_k> (dxi+dyj+dzk) = (Vf)-dr, (A.102)
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Vf= g—idxi + g—zdyj+ g—];dzk (A.103)
je tzv. gradient funkce f pro kartézské soufadnice. Gradient funkce (obecné) V f
je vektorovéa funkce. Rovnice (A.102) je jakousi t¥idimenzionéalni analogii rovnice
(A.100).
Vzhledem k tomu, Ze gradient skalarni funkce predstavuje funkci vektorovou, pak
dosazenim do argumentu gradientu funkce dostaneme vektor neboli miizeme fici,
ze gradient funkce méa v daném bodé, stejné jako vektor, svoji velikost a smér. Pro
vyjadieni geometrického vyznamu gradientu piepiseme skalarni soucin (A.102) do
tvaru

df = (Vf)-dr=|Vf||dr|cosa, (A.104)

kde « je thel, ktery sviraji v daném misté |V f| a |dr|. Dale predpokladejme,
ze velikost |dr| je konstantni. Budeme hledat, pro ktery smér (tj. uhle «), dojde
k nejvétsi zméné funkce f(z,y,z). Ze vztahu (A.104) je zFejmé, prirustek df je
nejvétsi, jestlize se posuneme ve sméru V f (a = 0).

Vsimnéme si, Ze z vyrazu (A.104) vyplyva skute¢nost, Ze maximéalni pokles dané
funkce nastava v opa¢ném sméru nez je smér maximalniho ristu.

Je-li Vf = 0 v bodé [z,y,z], pak df = 0 pro malé odchylky od tohoto bodu.
Tento bod pak predstavuje tzv. stacionarni bod funkce f(z,y, 2).

Uvazujme nyni plochu, které je tvofena body, pro néz funkce f nabyva stejné

l\Vf

1 dr 2

f(x,y, z) = konst.
Obrézek A.III: Posunuti z bodu 1 do bodu 2 v ramci jedné hladiny.

(konstantn{) hodnoty. Tuto plochu nazyvéime hladina® funkce f a mtZeme ji for-
mélné vyjadrit jako f(z,y, z) = konst.. Na této plose si vyznacime dva blizké body
1 a 2. Zména polohového vektoru r pti pfesunu z bodu 1 do bodu 2 se rovnéa dr, viz
obr. A.III. Vzhledem k tomu, Ze body 1 a 2 lezi na plose f(x,y, z) = konst. musi
byt pririustek funkce (totalni diferencial) df = 0. Uplatnime-li tuto skutecénost,
pak na zékladé vztahu (A.103) mtzeme psat

df =0=(Vf)-dr. (A.105)

Vzhledem k tomu, Ze skalarni soucin v rovnosti (A.105) se rovna nule, je v misté
bodu 1 vektor V f kolmy na vektor dr. Jelikoz vektor dr lezi na plose, je pak
vektor V f v misté bodu 1 kolmy i na tuto plochu.

5V konkrétnich piipadech maji hladiny i své specialni nazvy, jako napf. ekvipotencialni plo-
chy, izobary, izotermy atd.
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Priklad 1.7.1
Uvazujme teplotni pole ¢(x,y, 2) = 2yz® + yz + 2x. Uréete gradient této funkce
a smér, ve kterém z bodu P = [1,2, 1] naméfime nejvétsi zménu teploty.

Reseni:
Gradient funkce ¢t vede na nasledujici vektorovou funkci

ot ot ot .
= i+ —j+ —k=(2zyz® +2)i+ (222* + 2)j + (3272 + )k .

t
v or  Oy° 0z

Dosadime soutadnice bodu P do vektorové funkce a dostaneme vektor majici smér
maximalni zmény vysetfované funkce z uvazovaného bodu

6i + 2j + 8k .

A.7.2 Divergence

ds

Obréazek A.IV: Tok vektoru F elementem plochy.

Tok dW vektoru F elementem plochy dS, viz obr. A.IV, je mozné vyjadrit jako

d¥V = F-dS = ndS = F,dS , (A.106)
kde n je vnéjsi jednotkovy normalovy vektor uvazované plochy a F;, je slozka vek-
toru F' ve sméru normalového vektoru. Abychom vyjadfili skute¢nost, ze vektor
F a uvazovana plocha mohou byt vici sobé libovolné orientovany, zavidime vek-
torovy element plochy dS = ndS. To, Ze skalarnimu soucinu piislusné vektorové
veli¢iny a vektorového elementu fikame tok, vychézi z analogie z mechaniky ka-
palin, kde tok kapaliny elementarni plochou je déan vyrazem d¥ = v -dS, kde v
predstavuje rychlost pohybu ¢astice uvazované kapaliny (rychlost proudéni). Tok
kapaliny vyjadiuje mnozstvi kapaliny, kterd protece za jednotku ¢asu uvazovanou
plochou.
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Uvazujme elementarni krychli, viz obr. A.V, o objemu dV = dxdydz. Vyjadiime si
tok vektoru F, ktery je umistén do stfedu elementarni krychle, jejimi sténami. Pro
tento ucel si oznacime jednotlivé stény (elementarni plochy) krychle nasledujicim
zpusobem:

dS; = dS, = dadz (A.108)
dS; = dS; = dadz . (A.109)

Piislusné jednotkové normaélové vektory uvazovanych ploch oznac¢ime: n;, ny, ns,
ny, ns, ng.
Pro elementérni tok plochou dS7, viz obrazek A.VI, muzeme psat, ze
(154
Il/]*
s 1Y SN
dy:

dSs
: /F
: 7
a8, : [ 2
dz / F,
™ ng __________________ )
. g / ds dS2
(lSl
Se

r=(z,y,2)

Obrazek A.V: Tok vektoru F z elementarniho objemu dV = dadydz.

oF, dy OF, dy
d¥, = F-dS; = — — 2= )dS = (-F,+ = )dadz. (A.110
1 1 (y8y2>1(y+8y2>x2 (A0
V rovnosti (A.110) byla zohlednéna skute¢nost, ze F, 1] n;, pfi¢emz hodnota
slozky: F, v misté jejiho pritoku plochou dS; byla urcena pomoci Taylorova
rozvoje, z kterého vyplyva, ze

F - = =F - —t= A.111
y (x,y 5 ,Z> y(@,y,2) oy 2 ( )
Déle pro elementéarni tok plochou dS; (viz vztah A.107) miZeme psat, Ze
oF, dy oF, dy
AUy =F-dS; = ( F,+ =22 ]dS, = | F, + —2—= ) dadz . A.112
i i <y+3y2)52 <y+3y2>mz (A112)

Ve vztahu (A.112) bylo pro uréeni slozky F, pouzito Taylorova rozvoje:

dy oF, dy
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dS; = dxdz dSy = dadz
\ /

oF, dy
E/ + dy 2 _

y

F,-%udv
e

dy 2 Y

n; ny
—

dy

Obréazek A.VI: Tok slozky F, plochami dS; a dS; (¢elni pohled na elementéarni
krychli).

a dale bylo vzato v tvahu, ze F, 11 n,.
Secteme-li toky (A.110) a (A.112), tak dosp&jeme k nasledujicimu vysledku:

F, F,
d¥; +d¥, = ﬁdavdydz = de ) (A.114)
dy dy

Podobnym zpisobem jako pro slozku F}, odvodime toky slozek F, a F., zbyvajicimi
plochami elementarni krychle, takZze dostaneme:

F F.

dUs +d¥, = 0 “dzdydz = 0 =4V . (A.115)
0z 0z
OF, OF,

dVUs 4 d¥g = dzdydz = dv . (A.116)
Ox Ox

Pro celkovy tok vSemi sténami elementarni krychle miizeme psat:

krychle

(aF” - oF, - aFZ) dV = divFdV = V - FdV , (A.117)
ox dy 0z

kde div nebo V- znaci operéator divergence.

Ze vztahu (A.117) plyne, Ze divergence vektorové funkce v bodé o polohovém
vektoru r = (z,y, z) je tok vektoru F piipadajici na jednotkovy objem v okoli
tohoto bodu.

Na obr. A.VII jsou zobrazeny tfi typy poli pomoci orientovanych kiivek, které
maji tu vlastnost, ze v kazdém jejich bodé je vektor F ke kiivce teény®. Obecné
se tyto ¢ary nazyvaji vektorové ¢ary.

Je-li V- F > 0, pak je pfislusny bod zfidlem (zde vektor ,,vznika®), pro V- F < 0
je tento bod propadem ¢i norem (zde vektor ,,zanika*) a plati-li pro v8echny body,
7ze V - F = 0, pak se jedné o tzv. pole solenoidalni ¢i neztidlové.

Uvazujme uzavienou plochu S, ktera uzavira objem V', viz obr. A.VIII. Pro tuto

6Mize se jednat napf. o silogary, proudové ¢ary, proudnice, indukéni ¢ary apod.
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Obrazek A.VII: Charakteristika jednotlivych typu poli s ohledem na hodnotu V-F
v uvazovaném bodé.

Sa

S(V =V + Va)

Obréazek A.VIII: Tok uzavienou plochou S(V').

plochu muzeme psat, ze S = S, + Sp. Potom pro tok vektoru F uzvienou plochou

S muzeme psat
ﬂF-dS:// F-dS+// F-ds. (A.118)
Sa S

s
Zavedeme si nasledujici uzaviené plochy, viz obr. A.VIII
S1 =95+ %, (A.119)
Sy =Sy+ S - (A.120)

Nyni se¢teme toky vektoru F témito uzavienymi plochami

#F-dS—FﬂF-dS:// F-dS+// F-dS+// F-dS—// F-dS =
Sa Sab Sb Sab
Sl Sl
// F-dS+// F-dS. (A.121)
a Sb
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V rovnosti (A.121) se nam odecetly toky vektoru F plochou S, jelikoz v jednom
pripadé tento vektor skrz tuto plochu vtéka a v druhém piipadé vytéka, piriemz
co do velikosti jsou tyto toky stejné. Z vyse uvedeného vyplyva, Ze toky spolec-
nymi plochami se vzdy vyrusi!

Déle vyplnime plochu S uzavirajici objem V' elementéarnimi krychlemi, viz obr.
A.IX. Nascitdme pres objem piispévky toku skrz jednotlivymi elementarnimi

S(V)
Obréazek A.IX: Vyplnéni uzaviené plochy S elementarnimi krychlemi.

krychlemi, coz miizeme zapsat pomoci objemového integralu

// V. FdV . (A.122)

Pripomenme, Ze tok elementarni krychli je dan jako
V.- FdV .

Jelikoz jiz vime, Ze se toky spoleénymi sténami vyrusi, tak vysledny tok bude dén
pouze tokem téch stén elementarnich krychli, které s zadnymi jinymi nesousedi.
Tyto stény tvori plochu S uzavirajici objem V. Takze soucet toku z elementérnich
krychli vypliujicich objem V je roven toku vektoru F' skrz uzavienou plochu S.
Tuto skutecnost miizeme matematicky zapsat jako

ﬂF-ds///V-de, (A.123)

S5(V)

kde vztah (A.123) predstavuje matematicky zépis Gaussovy véty (Gaussova teo-
rému).

A.7.3 Rotace

Uvazujme vektorové pole F = F(r). Provedeme cirkulaci” vektoru F kolem ele-
mentarniho obdelnika o elementarni plose dS = dxdy. Tento elementérni obdelnik
se nachazi v tfirozmérném prostoru my si vSak soufadnicovy systém zvolime tak,
aby tento lezel v roviné (x,y), viz obrazek A.X. Pro cirkulaci vektoru F kolem

"Cirkulaci vektoru rozumime kiivkovy integral tohoto vektoru po uzaviené kiivce.
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Yy [,y + dy] [z + dz,y + dy]
4 - 13
Y A
F
F,
1. o2
[x,y] Fz [z + dz, y]
O T

Obrazek A.X: Cirkulace vektoru F kolem elementarniho obdélniku.

uvazovaného elementérniho obdélniku muzeme psat:

2 3 4 1
fF-dr:/ F-dr+/ F-dr+/ F-dr+/ F.dr. (A.124)
o 1 2 3 4

Uvédomime-li si, Ze F' = F,i+ F,j a dr = zi+ yj, pak na zakladé pravidla pro
skalarni soucin a s ohledem na obrazek A.X miuZeme psat:

2
/ F.dr=F,dz, (A.125)
1
K OF,
F.dr=(F,+ ——dz ) dy, (A.126)
2 ax
! F,
/ F.dr= - Fm—l—a “dy | dz | (A.127)
3 9y
1
/ F-dr=—F,dy. (A.128)
4
Na zékladé rovnosti (A.124) a rovnic (A.125)-(A.128) dostaneme:
F F,
?{ F.dr = F,dx + F,dy + hdavdy — F,dx — 0 dedy — F,dy =
0 ox oy
0F, OF 0F, OF,
— - )dady = =2 - —=")dS. (A.129
<3:r 02/)“/ (8:6 6‘y) ( )

Zavedeme si operaci rotace vektorové funkce nasledujicim zptsobem:

i j k

OF, 8Fy> it (8Fw B 8FZ> :

dy 0z 0z ox T

rotF =V xF=| 2 02 & :(
or Oy 0z

F, F, F,
(8Fy _OF,

i ) k=(VxF)i+(VxF),j+(VxF).k. (A.130)
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Porovnanim rovnosti (A.129) a (A.130) dostaneme:
%F-dr:(VxF)ZdS:(VXF)-dS, (A.131)
u]

kde dS = dSn = dSk.

Z vyrazu (A.131) vyplyva, ze cirkulace kolem elementarniho obdélniku vektoru
F je dana skalarnim sou¢inem (V x F)-dS = rotF - dS, takZe pro cirkulaci
vektoru F kolem libovolné v prostoru orientovaného elementarniho obdélniku je
dana vyrazem

%F-dr: (VxF), dS=(V xF)-dS, (A.132)
O N————
normaélova slozka

kde dS = dSn, viz obr. A.XI. Z rovnosti (A.132) vyplyva, ze

P
(V x F),

ds /

n

)

Obrazek A.XI: Orientace elementéarni plochy obdélnika a rotace vektorové funkce
F.

. $F-dr
Am R (A.133)
Navic z rovnosti (A.132) plyne, ze cirkulace vektoru (vektorové funkce) F podél
elementarniho obdélniku uzavirajiciho elementérni plochu d.S je rovna toku rotace
této vektorové funkce elementérni plochou dS.

Plati-li pro v8echny body, ze rotF = 0, pak fikdme, Ze se jedna o nevirové (po-
tencidlové) vektorové pole.

Uvazujme cirkulaci vektoru F kolem néjaké uzaviené kiivky C:

]{F-dr:/ F-dr+/ F.dr, (A.134)
C a cb
pricemz C = C, + Cp.

Dale na zakladé obrazku A.XII uvazujme nasledujici uzaviené: kiivky

Ci=C,+Co, (A.135)
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Obréazek A.XII: Uzaviené kiivky.

Cy =Cy+Ci2, (A.136)

kde kiivka Cio znac¢i kiivku z bodu 1 do bodu 2 a kiivka Cy; znaéi kiivku z bodu
2 do bodu 1.

Provedeme soucet cirkulaci vektoru F kolem uzavienych kiivek C; a Cy a vyuzi-
jeme vztahti (A.135), (A.136) a (A.134):

%Fdr—i—]{ F-dr—/ F~dr—|—/ F'dr—i—/ F~dr+/ F.dr =
C1 Co o Co21 Cp Ci2

(VxF)ds, (VxF)-ds,

1 2
/F-dr—i—/ F-dr+/ F-dr+/ F.dr=
a 2 Cp 1
2 2
/F-dr—/ F-dr+/ F-dr+/ F-dr:/ F~dr—|—/ F-dr:?{F-dr.
a 1 Cp 1 a Cp C

(A.137)

Vsimnéte si, ze pii apravach v rovnosti (A.137) bylo vyuzito skute¢nosti:

1 2
/ F-dr:/F-dr:—/ F.dr.
Ca1 2 1

Z rovnosti (A.137) vyplyva, Ze se piispévky spoleénych ¢asti uzavienych kiivek
vzdy vyrusi. Tuto skutecnost miizeme zobecnit pro piipad, ktery je zachycen na
obrazku A.XIII, kde plocha S, ktera je uzaviena kfivkou C, je rozdélena na ele-
mentarni plochy. Budeme-li provadét cirkulace kolem elementarnich obdélnikt
vymezujicich tyto elementarni plochy, pak vyuZzijeme vysSe uvedeného faktu, ze
se prispévky pfi integraci podél spole¢nych ¢asti sousedicich uzavienych kfivek
vyrusi. Takze nam ztstanou jen piispévky podél téch casti kiivek, které s jinymi
nesousedi, tj. ve vysledku prispévek z integrace funkce F podél kiivky C, ktera
uzavira jiz zminénou plochu S:

]{ F-dr. (A.138)
c(s)

Jelikoz muzeme na zakladé rovnosti (A.132) vyjadiit cirkulaci vektoru kolem ele-
mentarniho obdélniku tokem rotace tohoto vektoru elementarni plochou, kterou
tento obdélnik vymezuje, je mozné soucet vSech cirkulaci kolem elementérnich ob-
délniku vyjadrit jako soucet toku rotaci funkce F elementarnimi plochami, které
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tyto obdélniky vymezuji, tj.

75(5) Frdr= //9<V < F)-ds, (A.139)

Rovnost (A.139)je matematickym vyjadienim Stokesovy véty (Stokesova teorému).
Abychom si priblizili fyzikalni smysl vektoru rotace, tak pouzijeme malé sondy ve

oo GIGIOIGIOlOOTe
JOOICIOlOGo|o|Clolo]o )
(Ol ololololololololo|olU
O] ool ololololololola?
GG [@[CI [CICA =

Obrazek A.XIII: Rozdéleni plochy S vymezené uzavienou k5ivkou C na jednotlivé
elementarni plochy.

tvaru lopatkového kola, viz obr. A.XIV. Tuto sondu vlozime do proudici kapaliny
neboli vlozime ji do rychlostniho pole kapaliny v(z,y, z) a sonda se bude pohy-
bovat riznou rychlosti v zévislosti na jeji poloze. Smér vektoru thlové rychlosti
otaceni sondy w uréime pomoci pravidla pravé ruky, kdy prsty ukazuji smér otéa-
¢eni a vztyCeny palec smér vektoru w. Pfedpoklddejme, Ze sondu natac¢ime kolem

~"§mér otdcent
Obrazek A.XIV: Sonda ve tvaru lopatkového kola.

pevné zvoleného bodu. Sonda dosdhne maximélni rychlosti tehdy, kdyz vektor
thlové rychlosti w ma smér vektoru rotace v bodé, kolem kterého uvazovanou
sondu natacime (vektoru rotace lezi na ose otaceni). Velikost rychlosti otaceni je
umeérna velikosti vektoru rotace. V pripadé, Ze se sonda nebude pri jakékoliv jeji
orientaci otacet, pak se jedné o nevirové rychlosti pole neboli V x v = 0 (napf.
pro homogenni rychlostni pole).

Priklad 1.7.2

Uvazujme nésledujici vektorovou funkeci (vektorové pole) F = Kzi, kde K je
konstanta. Toto pole je zachycené na obrazku A.XV pro z > 0. Urcete rotaci
tohoto pole a smér vektoru thlové rychlosti pro maximélni rychlost otaceni.
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Obrazek A.XV: Uvazované vektorové pole.

Reseni:

Z obrazku A.XV je zfejmé, bude-li osa otéceni sondy lopatkového kola lezet rovno-
bézné s osou y, tak se tato sonda bude otacet s maximalni rychlosti. Pouzijeme-li
pravidla pravé ruky, pak smér vektoru thlové rychlosti w bude shodny s kladnym
smérem osy y neboli se smérem soufadnicového vektoru j (w = wj). Déle uré¢ime
rotaci uvazovaného pole, tedy

OF,
V x F—
% p)

j=Kj.
z

Z vysledku je patrné, ze smér rotace je shodny se smérem vektoru tthlové rychlosti
w pro maximalni rychlost otac¢eni sondy.
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Priloha B

Neékteré vektorové identity

Nejdrive si pripomeneme nékteré rovnosti z vektorové algebry zminéné v kap. 4.2:

A - B= skalar = A, B, + A,B, + A.B. , (A.1)

A x B = vektor = (A,B,—A.B,)i+(A.B,—A,B.)j+(A,B,—A,B,)k, (A.2)
AxXA=0, (A.3)

A-B=0 pro ALlB, (A.4)

A-(AxB)=0, (A.5)

A-(BxC)=(AxB)-C, (A.6)
Ax(BxC)=B(A-C)—C(A-B)=B(A-C)—(A-B)C. (A7)

V nésledujici ¢asti si napiSeme nékteré identity. Jelikoz si nabla operator V mii-
zeme pfedstavit jako vektor, tak v nékterych piipadech pro jejich odvozeni vyu-
zijeme analogie s nékterou z algebraickych rovnosti (A.1) - (A.7).

Identity
, B (0., 0., 0 of. of. Of. \
divgrad f =V - (Vf) = (8x1+ ay_]Jr P ) (3x1+ 8yJ+ 8zk> =
o*f 0*f 0%f o
5oz T e +o5= (V-V)f=V?f=Af= skalarni pole, (A.8)
rotgrad f =V x (Vf) =(V x V)f =0 analogie s (A.3), (A.9)
diviot F=V - (VX F)=(V xV)-F=0 analogies (A.6), (A.10)
(V- V)F = V?F = AF = vektorové pole , (A.11)
V - (V - F) = vektorové pole , (A.12)
rotrot F= V x (VxF) = V(V-F)-V’F = graddiv F—~ AF analogie s (A.7) .
(A.13)
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Odvozeni dvou dalsich identit

Uvazujme polohovy vektor:

r=zi+yj+zk. (A.14)
Potom bude platit, ze
or 0Oy 0z
V r=—4+-24+-2_-3 A.15
= o + oy 0Oz ’ ( )
Vxr=0. (A.16)

Necht k je konstantni vektor, pak
Vik-r)=k. (A.17)
Uvazujme polohovy vektor v ¢arkovanych souradnicich:
r=d2i+yj+22k. (A.18)
Pro rozdil polohovych vektort (A.14) a (A.18) muzeme psat:
R=rr=(@—-2)i+wy—vy)j+ (= —2)k. (A.19)

Dale pro velikost rozdilu polohovych vektort dospéjeme k nésledujicimu vztahu:

R=IR=|r—¥| =V 7Pt yP+ 7P (A2)
Plati, ze
81/R . 0 "2 "2 ne1—1/2 a(RZ)_1/2 o
B —%[(90 2+ (=) + (2 =) I W
12(z —2)) x—a
e w0
Obdobné: o1/R )
y—y
— == A.22
01/R z—2
- _ A2
0z R3 (4.23)
Pro gradient skalarni funkce 1/R podle ne¢arkovanych souradnic miizeme psat, Ze
1 01/R, O01/R., O01/R
— )= k. A.24
V(R) Ox T oy I+ 0z ( )
V gradientu (A.24) vyuzijeme rovnosti (A.21), (A.22) a (A.23), ¢imz dostavame:
1 x—a2, y—y. z-—2
V(E>__ i Tm AT T k, (A.25)

coZ s piihlédnutim ke vztahu (A.19) je mozné po upravé vyjadrit jako

1 R r—r
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V piipadé, ze bychom chtéli vyjadiit gradient funkce 1/R podle ¢arkovanych sou-

fadnic, tj.

1 1 1 1
o (_) _OYR, OYR. 01/

R ox’

Jelikoz plati, ze

oy’

O1/R  x—a

o  R3
Obdobnaé:

01/R  y—y

oy R®

01/R  z—2

0z R3

Y

)

0z

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)

je mozné dospét po dosazeni vztaht (A.28), (A.29) a (A.30) do vyrazu (A.27) k

nésledujici rovnosti:

/ 1 .
v ()

r—r
r—r

(A.31)






